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se utiliza el _tado" vUn:-=i~ astoc"stieas pera a~liz.ar la
r_puesta de estructur_ COD equipos. &a la obteftCiOn de 1& _trh: de
correlaciOn .adal cruzada de raspuesta sa a-.pl•• el •• todo da vector.s
de Ritz •• en esfaerzo 6ft aviUl: 1& r_olac:ioa del pt:oble_ de valores
y vectores propioa en estrac:tur_ co-ple;as. Los resultados obtenidos
se co.pran COD 411 _todo 4e superpoaiciba aodal tradicional.

The method of raDda- vibration a~lysis is ll5ed to study tile response
of structures with liqAt attach.-ents. To obtain the aodal cross
correlation response .atris, the metbod of Ritz vectors is used in an
effort to avoid the e1qea value and e1gen vector pt:oble. in co-.plex
structures. The resolts obtained are then coapared to the results
obtained ll5iD9 the classical aodal superposition _thod.

E1 aMlisis del co-porta.i_to diaAaico 4e _tractar_ en 1_ caal_
se encuentran insta1ados equipos liqeros coao ante~s, tUberias, etc.
es un te_ que ba atraido 1. ateaciOn de IDS iDvestiqAdores deade bace
alqOn tieapa. &1 procedi.iento usual ba sido suponer que la
excitaciOn as ua proceso est~stico estacionario (1,2,3,41, y para la
obtencion de la respuesta se ba us.do, en 1. _yoria de loa casos, e1
"todo de saperposici6n aoda1 (5,'). Otro caaino sequido conaist. en
suponer que 10s e.quipoa SOD UDa pertarbaciOn de 141 estructara (7).

&a el presente trabajo, la preocupaciOn .s 1. estiaaciOn de la
respuesta estructural cuaodo 1& aalicitaci6n e. transiente, coao en .1
caso de excitacioa sl •• 1ea, por 10 coal se supondr" que 1& excitacioa
a que el slste •• e.tructura-eqalpo •• t•. sa.etido es una aceler.cio-
basal aodelada par un proceso e.to~tico Gaussiano, ao estacio~rlo
tanto en aaplitudes coao.. conteAido 4e frecuencia.. Para e.t.
efecto se adopta el aodelo 441 C:re~ien Der-Eiureqbiaa (') en el caal
la aceler.clOn del auelo _U Ada poc
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en que ",(t) es una funciOn deterministiea del tie.po
s,lt) qu~ es'un proceso estocAstieo Gaussiano de media
pnitaria y d. banda aneha. Kste proceso eatoeAatieo
eontenido de fT~r.uenciasen ana banda de freeueneiaa
de tal for_ que no ae traslapa con la banda de
procesoa estoeAatico SJlt) para i~.

que modula a
nul. y varianz.
earaeteriza el

determinada 0"

freeuencia del

Se ha adoptAdo el modelo anterior por que representa en forma adeeuada
la evolueion de las aaplitudes y del eontenido de freeueneiaa en
aeelerogramas reqistrados en terre-atos 191. Las funeiones ",It) se
eligen uaual••nte co-a funciORes Ga••• 0 Beta

La r••puesta estr~tuxal obtiene a partir de la eCOAcioa difereneial
de ee;.ilibrict~ por

en que H, C Y K son las ••trices de ••sa, de aaortiquamiento
riqidez respectiva••nte. SI se usa el "todo de auperposiei6n
la respuesta estructural puede escribirse

y de
modal,

aCt} ,. ~- _ z(t)1. ",..
siendo 'II, el vector .adal 1 y z, la coordenada lDOdal i, la cual se
obtie_ a tra,," de la inteqral de Duhamel

•I b,(t-T) 0 IT) dT
'IIi. • 9

en que hie') es la funciOn de reapuesta de impulso unitario del modo
i. Par otra parte, como la ezeitaciOn se ha supu.ato de tipo
eatoc~tico, la reapuesta modal z,lt) tambi_n es un proceso
estc.stico. MAs aun, dado que la estractura es lineal y el.stica,
entonees la respuesta es tambi~n Gaussiana y de media cero, siendo
necesario eneontrar la ••triz de correlacion modal cruzada para
conocer total_nte su estructura probabflistica.
Si se considera una variable de respueata cualquiera qlt), en qeneral
esta se puede escribir como:



en que B e. una ••triz 4e coeticlentes 4e lnfiuencia de loa
de.plazaaientos de 1a estructara eo la varlable q(t). c~ la Be. (5)
e. lin.al, eDtonce q(t) ta~i~ es uo proceso estocastico qaussiano,
00 e.tacionario d• .-dia nula. La varl.nza de q(t) esta dada por

o baciendo uso de la ecuaciea (3). se tiene
E(q2(t)} • B? .? P{t) • B

en que pet) e. 1a ••triz CSecorrelAci6a 1IOdA1 crllzadade respaesta. y
q~ ••ta dada por

y • es la ••tri~ de los vectores -edales. Por 10 tanto, la evaluaciOn
de la ••tri~ de correlacioo .adal es fund•••ntal en la determinaciOn
de la estructura probabillstica de la respoesta estructural.
Sin embargo, para estructuras 4e varios 9rad~ de libertad, el pri.er
problelllaes la deterai_ciOD de loa vectore. acdales y de las
frecuencias porpias de vibrar. Una for•• de hacer esto alsao es a
trav" del uso de vectores de Ritz COIM) se explica mas adelante. La
otra dificu1tad es que en el caso de n grados de 1ibertad y excitaclon
no-estacionaria, aay que evaluar oen correlaciones acdale. para cada
interva10 de tie.po, 10 coal supone una tare. formidable.
Afortunadamente, cuando 1as frecuencias de 10s .ados de vibrar estan
bien separadas, 1a corre1acion entre 10s .odos es desprec1able [111,
esto sugiere 1a posibili4ad de establecer un criterio que estable~ca a
priori a1 es necesario calcular la correlaciOn .cdal para dos aedos
arbitrarios i y ; 0 DO. En el caso de excitaciOD estaclonaria este
criterio existe [I').

El proble~ anterior .e poede facilitar ai en lugar de usar los
vectores 80dales resultantes del proble.. de valores propios del
problema dinaaico, se usa otrn conjunto de vectores ortogonales como
base del espacio de las soluciones y que sean "a faciles de obtener.
Una forma de obtener Uftcon;unto de vectoxea con laa caracterlaticas
aencionadas es a tra¥6s del uso de vectore. de Ritz.
En este caso, la idea es util1zar
dlmens16ft,ea decir, se aproxima
dimensi6n a<n, teaiendose una
coordenadas.

un espacl0 con una base de aenor
la aoluciOn en un aubespacio de

buena aproxlaACiOn con ••nos

En este caso .e busca representar la r.spuesta estructural a tra¥6s de
la combinaciOnl!neal de un aOmero r < D de vectore. linealaente
indepeRdientea entre .1

•
aft) •. t lr. y. (t)...•



doade Xt son vectore. de Rits, 11aea1mente independ1entes, Y vilt) son
funciones del tiempo desconocldas, que son las coordenadas de Ritz. Si
r=n, 1a £C. 12 es equivalente a la Ec. 3. ~ idea del "todo, sin
eabargo, es que r<n para aimplificar el problema, por la respuest.
obtenida .ediante esta representaci6a es una respuesta aproximada ya
que el espacio de la respuesta es diferente al de la representacion de
Ritz. La elecci6a de 105 vectores, por 10 tanto debe hacerae de
•• nera de garantizar que la solucion aproximada sea buena.

Los objetivos de esta transformacion , son obteoer uf nuevo.siste •• de
matrices de rig1dez, •• sa y aaortiguaa1eato IX, It Y C) con un
tamaJ'(oy aache de banda ..as reducido que el sistema de •• trIces
ori<,final.

La evala.ci6a autoaatica de vectores de Ritz sa be deaarrollado en
torno a algoritmos numericos, que generan resultados de buena
exactlt_ con un costa en ree_sos cc.putacicmales _nor que e1
calculo tradicional de vectorea propios.

1:1 "tocSo de generaci6a de vectores, .adoptado (11), esta basoado en la
siguieate rel_ciOn de r.curreneia :

•en qae , e1 vector x. es 501uc1oa del siste_

K x· = f •• It 1•
En cad. paso del •• todo, 105 vectores son ortogonalizoados • trav*s del
proceso de ortogonalizacion de Gram-Schaidt:

- Ec
j.:at J

y ftOlr_lizMos coao :

Xl M x .•• 1
J J

Una vez obtenidoa 105 vectores de Ritz, entonce. se puede reducir el
sist ••• de ecoacione. (2) a Qn site •• con menoa ecuaclones, del tipo



hta <Uti_ eCUilCi6rl, paede _r r_aeltA por _tocl_ direetos de
inteqraci6n paso. paso 0 por la Introclucc16rl de una traDafor_ci6n
-.!lcional para ll.var e1 .late •• a la for_ desacop1ada •

ED caso de _rtl4JDAai_to proporclonal, la aoluc16ll del pa:obl_ d.
valore. propio. ea :

y proporciona UD conjunto de coordenadas 80dales I, 1&. cualea
dlaqoDA11:uUl _1 alste_ de ecuacione. 13, y tAles que

v •• f'- Z {(tl. ...•
eD que '.(t) es la coordenada ~l _oci •• al vector Z,.

La _t:dz diaqonal cl , repr __ bt a 1_ valor_ propi_ exactos del
alste •• reducido y aproxi-.a a 1_ freeaencla. del slst... oriqiaa1.
Loa veetorea propios Z __ lItlllZitd_ ~a generu e1 set de vectore.
orto90DA1es de Ritz, C08ft :

La •• tr1% ·X , ortoqonal respecto a laa _trices de •••• y riqldez del
sistema oriqina1 y aproxima las pci •• ras formas aDdales eXAeta. de 1.
estructara •

Sl ae c_ldera ftueva_nte 1_ Ecs 6, , yo ~', -se tnme que el _lor
caadr.tico eaperado de la respuesta q(t). en t.raino de loa vectore.
de Ritz, ea:

l l~.~.JJ h. (t-w- )
, J " •

• 0

R ti1,(Ta)O,(T.))

X
T

" 1~ - .
, X"'" X, ~

dODde 1_ aub1Ddice. '" j IdentificaD a 1_ .ados correapon- die.tea.
Hoteaos que e1 E6raino RtZ,Zj} as real y que ad."s c~le que
Rt{'{j}-R({jC.}, Por 10 tanto, 1& _tria d. corr.laclbD nodal •• re.l
y .i_trice. Usaltdo el Teor_ cle Vleur-Itcbintchine y •••• lIdo .1
d_lnl0 de 1. frecnancla •• tlene:
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En que I~(w,t) 8. la fuacion de respuesta en evoluciOG y

su ca.plejo cODju9~O.
Se han desarrollado "todos para eVilluar la respuesta lIIOdalcruzada,
consideraodo que la excitaciOn es no estacionaria ['1 105 cuales se
usan en este trabajo, pere con la diferencia que en lugar de usar :35
coorJenadas modales se aplica alas coordenadas de Ritz.

Hansteen y Bell 1121, deaostraron que 1a inexactitud del metodo de
truncaciOn .cdal 8S cauaada par la oaisi6n de coaponeates de carga que
son ortogonal•• a loa .ados incluidos en la .01ucian. Por esta raz6n,
•• neeesario introducir UD para.etro que cuantifique que porcentaje
del vector de cargas exteraos no est~ incluido en el an~lisis de
sQPerposici6n.
Por otro lado, el factor de part:~ipaci6n modal del 5is~ema reducido,
••U detindo por:

En el uso de vectores propios 0 vectores de Ritz el
participaci6a modal es un in4icador de la contribuci6n de
en la r_puesta dinaaica del sistema.

factor
vector

Para el caso de un vector de carga, este puede ser expresado en
funci6n de loa r vectores del siste•• reducido, de la aiqulente forma:

r
E q.M ·x

"aA J J

de_trar que q
J

10 tanto, el error en la aproximaci6n
siste•• reducido, est. dado por :

5i 10. vectore. ·x. cumplen Ia condicl6n de normalizaci6n, se
I

es id~tico al factor de participacien modal p
I

del vector de carga f, por

- J: p
j •• .I



£1 cual aide la frace!on del vector de car9a5 que no es usado
anali5ls. El error se aue5tra en la Fig.2, donde se ~uede ver
vectore. de Ritz definidos de esta ••nera convergen .as ra~ido
vectores aodales

en al
que 105
Que 105

A continuacion ae aplica el _todo die vectnres de Ritz a1 analisi. de
UD sistema estructural co.puesto pee una estructura principal y una
estructura secuodarid. E1 sistema y SUS propiedades se muestran en la
Fig. 1 junto con las propledades de riqidez de las columnas. Los
resu:tados obtenidos se ccapacan con 105 obtenidos a tra~ del "todo
ue superposlc16n aodal trA4ici~nal.

En 1a tabla: __ ~ loa per1odos IT) y sus corres~ondi.Dtes
factores de ~ticiPllCiOn IaOdal l.cl,obtenldos can ambos _todos. En
elc_ocl de coasidel:ac bIiCl_ los vectores aodales y un '"'-ro
equivalefltede ~ de Rit: se ...-ede apreciar que alllbos_todos
son equivalentes. SD las Ultima. do5 co1umnas de esta tabla .e
_stre 1.s r-v..lt•••• PAra el caso de .•vectores de Ritz que son 10s
que se u~ en ealculo de la re~pueata del siste••, el error
nor_:i%ado coc.t.es""'~.Dte1Il este c:a50se _sUa en].a Fig. 2, de
donde ,.e puede Yer .-etiellde r.pi~. a cero.

...
••• leuP£aroslCION DE .UPE •••.~.lC~·O •• ...:

VEG70aF.S P.O.'OS VlEC'I'O.E:S DE • I'MI;••.......• -. IT' ··9' £ "'•.··9) I £ T ••.-.g) Z;

• 0 •• &67 0.•••' o. ea41' 0 .• 2»5 0.8247 0 .••• 5

2 o . .z8,0 0.10 •• o.ze,o O. 1034 0.28"0 O. lO~6

• o. 1754 0.05'70 O. &75" 0.0570 O.•.7••• 0.058 •.

• O. 1"1 G.OS •• O. J •• 1. 0.0'•• 0.12." 0.040t.

S o. 1125 0.0207 0.1.1.25 0.0207

•• o. 1027 0.00•••• 0.10.1:7 O. OO~.

7 O.OI>PO 0.00•• O.GOOO 0.00••

a 0.03 •• OOסס.0 0.0••• 0.0000

T = perio40 .n ••gundo •.
£. I.ct., d,. p.rt •.c" •.• c\.Oft ~4.l ..

A ~artir de los vectores de Ritz obtenldos ae caleula el valor
cuadr~tico esperado del d.spl.~a.iento relativo entre el equl~o y la
estructura, esto es ur(t) a.lt) u.lt) cuando e1 sistema es



solicit_do por un proc.so estoc.stico de 1a forma de 1_ Ie. 1. En
este caso, 10s par~tros que caracterlzan e1 proceso estocastico se
obtuvieron a partir del re9istro de aceleraciones de Orion 8244, Heew,
correspondiente a1 terreacto de San Fernando de 1911. La figura 3
auestra e1 resultado obtenido .ediante e1 ••todo de vectores de Ritz
con 4 vectores y e1 _todo de superpoaici6n .cdaI. Co_
funci_s ~ulant_ en 1a Ec. 1 sa ~ron funcio_s Beta. De 105
resultados •• puede ver que el use del ••todo de Ritz da baenos
resultados.

£1 _todo de vectore. de Ritz se puede usar con ventaja en el a~lisis
probabi11stico de 1a respuestA de sistemas estructurales con equipos 0
subestructuras llvianas. Los errores que se obtienen •• pueden
mane jar dentro de 11.ites adecuados con un ROmero reducido de vectores
10 cua1 reduce considerabl•.ente e1 tieapo computacioaal.
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