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RESUMEN

Se da una revision de diferentes métodos utilisados para la determinacion de ceeficientes térmicos
de wn material semi-infinito (x > 0) a través de un p de bio de fase (probi de
Stefan a una y dos fases) con una sobro-condicion sobre e borde fijo x = 0.

ABSTRACT

We give a revisioa of different methods wsed for the determination of thermal coefficients of a

semi-infinite material (x > 0) through a phase-change process (one-phase and two-phase Stefan
problems) with an specified condition on the fixed face x = 0.

L. INTRODUCCION
Los probl dc transfs ia de ealor con cambio de fase, tales como los procesos de solidificacion y fusion
de materiales, ticoen en la actualidad numerdsas aplicaciones cientifices y t logi Por cjernplo, uma
revision de una extensa bibliografia sobre probi de frontera movil y libre para Ia ecuacion del calor o de
la difusion, en particular sobre trabajos coacernientes al probl de Stefan y sus aplicaciones, fue
presentada en [Tal, Tab]. Esta bibliografia es analisada y dasificada en trabajes lebricos, éricos y
experimentales, como asi también en las posibles aplicaci Mas reci te, (aiio 1988), se presentd
una actualizacion de la bibliografia, a través de la cual se pued bt y infor b y
referencias. Por cjemnpl tiene 2528 referencias que han aparecide eu 263 revistas cientificas, 66 libras, 29
coloquios (que tienen al menos 3 trabajos sobee el tema), 24 colecci y 24 ink técnicos diferentes. Se

ban realizado diferentes clasificaciomes segun e periodo, idioma, revistas cientificas (de matematica y de
fisica-ingenieria), coleccivnes, informes técnicos y editores (de fibros y coloquios) de las publicacs Las
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2528 referencias se han clasificado por :
1) Libros exclusivamente en ¢l tema (con 8 referencias);
2) Tesis sobre ¢l tema (con 17 referencias);
3) Libres que tienen capitulas o secciones sobre el tema (con 60 relerencias);

4) Compilad: de cologuios exclusivamente sobre el Lezna (coa 11 referencias);
5) Articulos publicados en coloquios exclusivamente sobre el tema (com 192 refereacias);
8) Compilad de coloquios (mo exclusi ie sobre el tema) que ticnen al menos tres articulos sobre

el tema (con 18 referencias);
7) Articulos publicados ea cologuios 30 exclusivamente sobre d tema pero que tiencn al memos tres
articulos sobre el Lema (con 108 referencias);

8) Articulos sobre el tema publicados es coloquios que no han sido iderad b te (con 170
referencias);

9) Articulos sobre e tersa publicados em revistas cientificas o numercsas colecciones (con 1821
referencias);

10) Articulos sobre ¢l tems & aparecer en revistas cientificss (con 12 referencias);
11) Informes técnicos sobre el tema (con 111 referencias).

Se pueden citar los siguientes libros y trabajos de revision sobre el tema :

(i) Libros : [BaCa, Ca3, Cala, Crl, Cr2, Di, ElOc, Fa, Py, KiSt, LSU, Li, Lu, Me, PrGi, Ro, Ru,
Tay, We};

{ii) Coloquics : {ACH, BDF, FaPr, BoSp, Ma, NiPa, OcHo, WSB}

(iii) Trabajos de revision : [Ba, Br, Da, Du, Fre, BoNi, Pr}.

El objetivo de la presente charla es presentar uma corta wwion de los métodos utilizados para la
determinacion de cocficientes tcrmicos (ver nomenclatura, al final) de material i-infinitos a través de
un proceso de cambio de fase con una sobre-condicion sobre el borde fijo x = 0. La teoria matemitica de
imponer una sobrecondicion sobre una porcion de froaters fue utilisada en numercecs problcmas de
conduccibn de calot, como ser {Cal, Ca2, Jol, Jo2].

En primer lugar, se analisaré un resultado bisico sobre una variante de ls solucion de Neumann [Ta2] que
seri de gran interés para el futuro desarrolio del tema.

. SOBRE LA SOLUCION DE NEUMANN

La solucidn de N para ¢l probik de Stefan a dos fases (caso {usiop) para un material semi-infinito
es la solucion del probl iguieate : Ballar las funciones x=a(t) >0 (frontera libre), definids para t>0 con
5(0)=0, y Is temperatura

Oy(x) > 0 i 0<x<a(t).t>0,
1) f(xt) = [} s xz=et) ,t>0
f,ixs) <0 ioo1>ut) . t>0 .
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definida para x>0 y t>0, de mavers que satisfagan las condiciones siguientes:
(i) pc,l,‘-—k,l,n=0,0<x<-(t),l>0.
@) sl —khxx=0,x>),t>0,
(i) o0) =6 ,

@ V) U= LEOH =0, t>0,

) k0 (o)) — Ky 0y (a(t)) = pli(t) , t>0 ,
(vi) #,(x0) =#(+c0t)=~-C<0 ,x>0, t>0 ,
(vii) 608)=B>0 , t>0 .

La solucion esti dada por {Br, Cala, Rs, We|
ixt) = o + Aot (G20 al=a =,
® ) = o+ el (SE0) o' = e =R
() =2¢ L

donde a, = a,(a) , a; = as(¢) , B, = Bi(¢) , By = Py(¢) y #>0 e ls inica solucion de una

cierta ecuacion.

Se considerari como problema (2bis) ¢l dado por las condiciones (2i)—(2vi) y (2vibis) donde

(2viibis)  k; 0, (0.) = —5.: ,t>9 (comby>0).

Propiedad 1.~ (i) Existe una soluciom de tipe N para ¢ probl (2bis) s y solamente si hy
verifica la desigualdad siguiente :

(1) n.>%-:#l .

(i) Si hy < Ck,/Y7a, , entonces ¢ problema (2bis) es un problema de conduccidn de calor para la fase
solida inicial. Si by = C k;/V7a, , eastonces el problema (2bis) e o limite cuando |— +00 en ¢l problema
(2).

(ili) El coeficiente o de la solucion de

) af(g)<gJ“_li1%.

(iv) Con la condicion (4), los problemas (2) y (2bis) son equivalentes.

(3) satisface la desigualdad

o

QObeervacion 1.— La coadicion (2viibis) se tendra en cuenta en e probi de la determinacion de
cocficientes termicos .

Obgervacitn 2 .— Ei resultado precedente puede generals al caso p, #p, [BaTal

Obwervecion 3.~ En [Ta9) se g lics ks solucion de N para o probik de Stefan a dos fases con
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un simple modelo de sona pastoss |[SWA] a dos parimetros que tiene dos fronteras libres. Se obtiene
=~ desigualdad que lisa a (4), en funcion de los coefics térmicos del material, de los dos

5 &

parimetros del modelo y de las temperaturas inicial y en ¢ borde fijo constantes.

Py (%

IIL DETERMINACION DE COEFICIENTES TERMICOS

Se hari una aplicaciés de las soluci de Lamé-Clapeyron y de N a la determinacion de
coeficientes térmicos 8 traves de un proceso de cambio de fase de wn material semi-infinito con uns sobre-
condicibn sobre el borde fijo x =0 del tipo (2viibis) [Ta2, StaTa] o del tipo {TaS, Ta8] :

(2viitria) hl0) = - >0, @50 .
Las condiciones (2viibis) y (2viitris) rep n respecti te e flujo de calor y la pendiente de la
mmm&h&ﬁb::l.lnmcﬁdum’h.yll,debum“ inados experi talment
Dichas dos condicicnes 8o sos las mi do el coeficiente k, e d ido. Por otra parte, la

condicién (2viitris) se adapta mejor a la experimentacion fArLaTa)

Con ol p étodo de imp una sobi dicién sobre el borde fijo, sc pueden obtenir formuylas para
la determinacion de uno o dos coefici térmicos d idos. El metodo puede ser aplicado a través de
un problema de Stefan a una fase, a saber :

{Ta3] : determinacion de un coeficciente térmico y de la frontera ibre que separa las fases con variante

by ;

[Ta4] : determinacion de dos coefici termi iendo la frontera que separa las fases una frontera

movil con variante b ;

[Ta5] : determinacion de dos coeficientes térmicos con variante Hy cuando la conductividad térmica es
una de las incognitas;

[GaSaTa] : determinacion de uno y dos coeficientes térmicos con variante by & través de meétodos

aproximados (método cuasi-est jo, método del bal integral calorico, método variacional);
[CaTa] : determinacion de uno y dos coeficientes Lérmicos con variante Hy a través de métodos
aproximados (métod 1-estac io, metodo del bal integral calorico, método variacional) que se

diferencia del trabajo anterior por incluir una combinacion lineal convexa (con un parametro 0 < A < 1,a
determinar) de soluciones aproximadas de peimer y segundo orden en la variable espacial x;
{DeErTaVi} : & inacion del coefici de difusion en un sistema gas-solido;
[Tu?]:determinnciéndcunoydacoeﬁdenuzconvuiameboatnvésdeun modelo simple de zoaa
pastosa dado en [SWA};

© a través de un problema de Stefan a dos fases, a saber :

[Su'!‘a]:detaminndbndeunoydoocoeﬁdummnrimkho;

[StoTa] : determinacion de umo y dos coeficientes con variant he y densidades desiguales p, # p, ;

[Ta8] : determinacion de uno y dos coefici con vari Ho;

[GoTa) : determinacion de uno y dos coeficientes con variante b, & través de un moddo simple de 20na
pastosa [Ta9].
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Por otra parte, se destaca que algunos de los resultados tedricos que se obtuvieron ea los trabajos,

anteriormente citados, han sido verificados experi tal te ea [ArLaTo]. Us software cientifico, escrito
en lenguaje Pascal, y con un ment de int ion e p ado e [MaTa).
A titulo de ejemplo, se p a8 las propicdades siguient

Propiedad 2. — Sean ky, ky, ¢;, ¢;, p,1 > 0 los coeficientes térmicos del material de cambio de fase, ~C < §
la temperatura inicial, B > 0 la temperatura del bacde fijo x=0y hy > 0 e coeliciente que caracterisa o
flujo de calor en el borde x = 0.

(i) La condicié ia y suficiente para la determinacion de los coeficiestes ¢ y &k, o que los
coeficientes kg, ¢}, €3, 5, 1, B, C, by > 0 verifiquen la condicion siguiente:

0] Eaks <o) . =2

donde x; > 0 es el Unico cero positivo de la funcion real

- b
Y] Tx(x)—muv(—l’)—a,x.x>l.
Ademas, en este caso, sc tiene :
(Y
(8) k|=l"l‘:,((—l) . o=8 .,
donde
Bk,

-1
9 G =efl m)
y & > 0 esla iinica solucion de la ecuacién :

(10) Tx) =8 , x>0

(1) Tyfx) = 7 xexp(x”) (1 —erf(x)) , x>0
(12) é =C:_,|:,—£_,(;?“’(—{”)_"(’)'

(ii) La dicid a y sufici para la detcrminacion de bos coeficientes k; y ¢, s que los
coeficientes ki, c,, p, |, B, C, #, hg > ® verifiquen la condicioa

2.2
13) %+FCT:|J-;“:’(_——;’T.($‘)<I.;,= k;

Ademis, ea este caso, se obtiene :

) =gl M,

donde £; > 0 esti dado por la expresion siguiente :

1) =T (( e T )-')




(16) T,(x):Jlo;x » x> 1.

(ii) La condicion necesaria y suficiente para la determinacion de los coeficieates k; y k, es que los
coeficicntes ¢, ¢, p, 1, B, C, o, hy > 0 verifiquen la condicién

P S R Cr e R L

(18) Te(x) =xef(x) , x> 0.

Ademnas, en esie caso, se ticne ©
2
19) x,:ﬂ-z,!- . K, =292

donde £, > 0 es la Gnica solucion de la ecuacion :

o cy

@ T =lp x>0,

y £, > 0 es la tinica solucion de la ecuacion :

- ?
(21 "l”‘_"(ﬂﬂ’;)) =2 léhﬁ (;'i!; exp(—£%) — 1) ,x>0.

La metodologia g I, para la aplicacion de las formulas que explicitan a los coeficientes térmicos
desconocidos, para materiales semi-infinitos, es la sigui
(i) Determinar experimentalmente los cocficientes Ho (6 ho) (coeficiente que caracteriza la pendiente de

latempentunodﬂqjodealormdbotdeﬁiox=0),B(tempantunendboldeﬁjox=O)yen
Ig: casos ¢} coeficiente ¢ (coeficiente que teriza la froutera de bio de fase)
(i) Verificar las restricciones con los datos experimentales y demas coeficientes térmicos conocidos,

para que una cierta ecuacion tenga una unica solucion.

(iii) Resolver numers te dicha ecuacion que determinara us parametro.
(iv) Aplicar las foimulas que explicitan los coeficientes térmicos desconocidos en funcion de los datos
experimentales, coeficientes térmicos conocidos, parametro sumérico obtenido en (iii) y de funciones reales

1 Y

tales (por ejemp funci de error y de error complementario, potenciales, exponenciales,
logaritmicas, etc.).

NOMENCLATURA
k conductividad térmica c calor especifico
| calor latente de fusion s : posicion del cambio de fase
Ste : nimero de Stefan I densidad de masa
t tiempo x : variable espacial
# temperatura B temperatura en el borde fijo x = 0

by : coeficiente que caracteriza ¢l flujo de calor en el borde fijo x=0
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Hy : coeficiente que caracteriza la pendicote de la temperatura e e borde fijo
x=0
¢ : ficiente que cteriza la fi Libee (t) =20+t
a=u’=}-¢: coeficiente de difusion, € = § : coeficiente adimensional,
Sub-indices: i=1: fasesdlida , i=2: fase liquida
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