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Neste trabalbo tor_ desenvolvida. a. rela~oe. para a for.ula~&o
de WI ele_nto finito para ca.cas l_inada. anisatropas. secundo
u.a teoria que inclui os efeitos da distor~&o transversal.

This work presents tbe expressions to forllulate a finite ele_nl
tor anisotropic la.inated sbells based on a theory that include
the effects of tbe transverse shear deformation.

Laminados consistem de duas ou .ais camadas de .ateriais "'distintos ou
nao) que s&o unidas, onde procura-se co.binar as melhores propriedades
de seus consti tuintes de modo a obter um compOsi to adequado para u_
deterainada aplica~io. aesistencia, ricidez e condutividade teraic. sao
algumas destas propriedades que variaa co. a dire~&o, no caso de caaad.s
anisotropas.

Estruturas que exigem altas rela~oes resistencia I densidade e ricidez I
densidade utilizaa a.pla_nte estes aateriais, co.o e 0 caso de .isseis.
aeron.ves. fOluetes e espa~ODaves.

Ea auitas aplica~oes e possivel, usando lIateriais conju.ados, obter a
aesaa resistincia e ri,idez do a~o coa uma econoaia de 30 " DO peso.
Pode-se ainda conse,uir 0 triplo da resistincia do aluainio co. WI peso
40 S menor.
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Atual.ente .uitas das teorias para plaeas e eascas anisotropas la.inadas
sio extensoes diretas dos metodo. desenvolvidos anterioraente para
~laeas e eascas hoaogeDeas, lsotropa. ou ortotropas.



u. I'raDde proble.. da .aior parte da. teoria. para la.il1&dos e sua
adequacrao a ua aetodo nuaerlco. coao por exe.plo. ele_ntos finitos.
Pouc.s si.o •• que se apresenta. atrativ••• u.a solu••i.o co.putacional
_S80 quando 0 ftu_ro de c_ada. n&o • ,rand_.
A referiDeia (1] rel&eiona •• diferente. foraula••o.. de
finitoa para plaea. e a reterincia (2] _nciona o.
d••• nyolvidos n••ta area co. respeito a c••cas.

ele_nto.
trabalhos

Neste trabalho sera foraulado \Ill.le_nto finito de acordo co. _
teoria que conaidera o. eteitos da distor••i.otransversal e a varia ••i.oda
noraal. caaada a caaada.

Seja u•• superficie externe da ca.ca. S. aqui designada de superficie de
reterineia. detinida por dua. coordenade. curvilineas ortogoneis (<<.61.
coineidindo co. a. liDb•• principais de curvatura.
A e I si.oos coeficientes da pri.eira foraa tund_ental da superficie da
casca. 0 vetor unitario pe~ndicular a S e ch••ado de nee escolhido
de tal for_ que Aponte para as interfaces. Ila: e 16 s"o os raioa de
curvatura. pos itivos quando 0 centro de curvatura e.tiver na dire••i.o
positiva de n. A coordenada .edida ao longo da noraal n e cb••ada de ~.
Considera-ae llIlaca.ca de espeasura conatante b conatituida de Ii c••ada.
paralelas de .aterial aniaotropo perfeita_nte ligadas. Considera-se
ta.bea que cada caaada tea espeSSllra CODstante e possui si_tria
elastice ea rela••ao a uaa superficie ~ •• constante. Aa propriedades e
espessuras vari_ de c_ada a ca.ada. A. rel•••o.. constitutiva. para
cad. c••ada. co. a auposi••ao de que-a tensi.onoraal transversal pode ser
abaDdol1&da. ai.o :
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RELAcOES FUNDAMENTAlS I:CONDlCOES MAS INTERFACES
As relacroe. entre detoraacroes e dealoc_entos sao as _s_a encontradas
na reteriDci. [3] •

Adaite-se _ perfeita li,a,,60 entre as caaadas. n&o peraitiDdo a
ocorrincia do d_sli~_ento entre elaa. Aa condi••o.s d. contato a"o que
e. pontos situados i.ediata.ente &eiaa e abaixo da interface, os
deslocaaentoa • tensoes co. u. indice ~ dev•• ser il\1ais.
o e••po de deslocaaentos e definido por ~ na dir•••ao • • y D& dire••i.oJ
e ~ D& noraal & superficie. A distor~i.o 7 conte. 0 indice • caso oeorr&
no plano ~11.0 indice zero DU•• Irand.~. sipifica que .st. e .edida _
superficie de referenci. ; Y(C-Cl) , • !un~ao unitari. d. Seaviside.
o •• 'Ilinte e_po d. desloc_entos ateno. auto.atlca_nte &s coDdil;o.s
ante~io~es I rigu~a :
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Os coeficientes •• ~, ~ e Q. que aparae.e nas equa~Oes aciaa sac obtidos
obrisando as tensa.s coe ua indlce ~ a seree i,ua1a Da interface;
dependem apenas doa coeflcieatea elastlcoS das caeadas. 0 soaat6rio a.
estende da pri.ei~a caaada ate a orel•• N-l. seneloN 0 nuaero de caaadas
da casca. Verlfica-s. que na lDterface os desloc•••ntos tie 0 e.sao
valor, aas nao aua derivada. Tais de~lvadaa aparec.e nas f6reulas das
deforma~oes coe ua ladle. t· Ou s.ja. ao longo da esp.ssura os
desloeaeentos W • ~ aic uaa :lDoa PO:lfona: {4j.



A. defor •• ~o•• pode •• er elq>ressas e. funqio de 18 incocnit •• , que
define. 0 vetor { 6 }:

{ c } •• { N] {6}
5.1 5.1. 1•• 1

o vetor { e }~ ,

e }f •• { e••• e"" .ecr, le.C le,C }

.\COD.titui~io da 8.triz [ K ] sera
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A not.ac;ao ( .. ). sicnifiea a substituic;ao de a: por II • vice- versa. As
letras que perventura segue. 0 siabole • indicaa os coeflcientes que
subst.ituea _queles la. b. C OU di que aparece. DO soaat6rio.



Toaaa-se os desloeaaentos da .eabr&Jl& a diatorcrOes cia .uperffcie de
referiacia eoao sendo ds tor •• :
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1.1 ~.1

As t6r.alaa I I au siai1are. "para ., , I. a I,I

Os .r.... de liberiade cor~apoedelltes _ cada DeS •• rio os d.s1oeaaelltoa
!t distorcro_ lll1 • "1~ ,(1.

'
11 a (1')11"

o d•• loe_ellto traos"eraa1 _r& tlado por

A lil ti_ parcels da e:ltpre.sao (10) torna p~aantas todos os te~s
exi.idoa ea u. polino.io eubieo. Ua a.tudo sob~ os etaitos da inclusao
deste tarao Da conver •• neia da' solu~io, para placas bo.o~~naas.
encontra-se ea [5). Nests reterincia encontra-'!:e t •• Wa va estudo aai.
detalbado sobre a le~a~ao das tun~o•• d. illterpola~io.
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Os (raus de liberdade fieaa sendo • por n6 : 3 desloeaaentos, 2 rota~o.s
devida. ao eisalhaaento e 2 1 flexio, e a eurvatura de torq&o,
totalizaado 32 (raUB d. liberdade por elelllento.

A enerria de de!orllla~iopar uaidade de area da supefieie de r.f.riDeia •
dada par :

• •. 2 ·0.·1
Onde a !6rmula para a enercia de deforaaqio par aaidad. de irea d. cad.
1illlin., eha.ada de. ,e:•

J
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t•• + {f1

CO•1

Substituindo (11 ,(6) • (13) .a (12), fiea-se eoa

•• 2 + JC. {.}T [ If ]T [ C ] [ If } { 6 } d(
•• 1 C .-1

Fazendo com que [ M ]T [ C ) ( ~ ) ••[ B ] pode-se eaerever

...~+ to (6}T

C •••

Ua a.peeto aulto iaportante a destaear aqui • que, devido • existineia
de di!erentes call1adas,a integr.~.o ao lonco da eapessura da casea
devera ser realizada explicita.ente. Ea consequencia os liaites de
iDteir.~io depende. diretaeente das espessuras das eae.das .

Sej. ua eorpo elastieo sujeito • for~as externas Ide eorpo ou de
superficie). A enerei. potencial pode aer e.erita come



D ,. III [ UIT [lOT [CJ(M]{6} - 2 {6}T [M]T [CHe} ] dV -

- III {FIT {6} dV - II {T}T{6} dS

Aqui {F} iadica a. fo~~a. de corpo e {T} iadica a. tOrQa. de .upert1cie
atuaDdo .a uaa por~io S da superf1cie do corpo. As detoraa~o•• iniciais
s"o indicaea. por {c"} • a. quantidades que po.suea barr.. COISO
sobre-a.crito. S&O valoree praviaaente coDhecido••
Varifica-.a enta. q_ aparaeaa DO tUIICional as cleriy&da. priaeir•• dos
daaloeaaante. de ••abrana a da. di.to~Oe. e deriyada. se,undas do
desloeamento v, de &Cordo coa 0 yat.or {6} e a aatrill:[H] definido.
alltarioraente.

Escre"eDdo a,ora 0 •• tor
elemento obtea-.e

{ 6 } ,. [ • ] { u 1.
1•• 1 1'." ".1

o vetor {6} e 0 detinido ea (5' a 0 vetor do. ,raus de liberdaee do
eleaento • { u }. ' detinido por

u }:,. 1111, VIl, VII' (1'er' •• ' (1,'11' (v'.'ll' (v'6'l1'

(v,.,) 1 l' Uzl' ••• , (v,., 'IZ ) ( 18'

O. terao. de [ H ] sao obtido. pelo produto do. polinoaio. de Beraite
entre .i ou por .ua. derivada••
Asaia, a enersia de detor••~&o do ele_nto tica deterainada pela
expressa.o

• 1
V )" [ ~ ] r { V 1. ( 19'r ,.-r { •

Onde

[ It ]. ,.L: L: ( • ]T [ ." ]
[.J dat [J) d~ drr

(20)
e

[B' ) ,.t t· [ B J d{ 1211
•• 1 C._1

o deterainante do jacobiano que aparece •• expre••io .~iaa • eDContraeo
ao se relaeionar os siste••• ,lobal e local. 0 procedlaento _ .a,uir e 0
eonstant.e ea \'&ri•• referencias. coao por a1[e~lo [6) e [7J. Deve-.e
.cII.l t.ar aqui qUI 0 valor do dett:-alft&l\tt GO Jacobano ."volye a.
!un~oes que definea _ eon!i,ura;ao de .le••nto. _qUI cha.ada. de ~" .

1



A intecra~ao em duas dimensoe. pode ser efetivada atrav.s da quadratura
de Gauss. 0 numero de pontos a Qtili:ar indica 0 grail do polinoaio que.
intecrado exatamente. Co_ pelino.ios cubicos estao sendo Iltili:ados
para fUD••oes de interpolac;:ao, um esquem. 2 x 2 atende .0 ale.ento
propos to •

A fim de model.r os lados curvos do ele_nto, pode-se us.r polino.ios
quadraticos ou cubicos. Assim, par. definir a conficura ••ao do elemento
necessi ta-se de outras infor •••• oes ali. das coordenadas dos nos d.
canto. Para isto, pede-se utilizar 1 ponto (po1inemios quadraticos) ou 2
pontos (po1inomios cubicos) entre os nos de C&Dto.

As expressoes necessarias para 0 desenvolvimento de u. ele_nto
fini to para cascas laminadas for_ apresentadas no presente
trabalbo, segundo u.a teoria baseada na continuidade de tensOes n••
interfaces.
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