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RESUMO

" No presente trabalbo estuda-se a estabilidade de wembranas axissimétricas homo-
géneas, isotropicas e incompressiveis, sujeitas a deformacoes finitas. Nestas
membranas inicialmente plms, atuam cargas axiais distribufdas ¥ ¢ A. As equa
coes de equilibrio e condicoes de contorno sao obtidas atraves do principio da
energia potencial estacioniria. Considera-se o material da membrana cowmo sendo
neo-Hookeano. Através da teoria de pequenas perturbacoes fer~se o estudo da es
tabilidade da membrana, comprovando-se com um wodelo experimental rudimentar.

ABSTRACT

The present work studias the stability of homogeneous, isotropic, imcompressi-
ble membranes, subjected to finite deformations. In those initially flat mem—
branes, vertical and moment loads ! and %, acts. The general equilidbrium
equations and boundary conditions were stablished throught the principle of
stationary potential energy. The material was considered as being neo-Booksas.
Throught small perturbations theory the stability was studied amd checked with
a simple experimental model.
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INTRODUCKO

0 estudo de membranas sujeitas a grandes deformacoes fez-se cada dia mais necessé -
ric. Seu emprego é 1:prescind{v¢1 no estudo de baloes metereologicos, na bioengenha
ria estudando cartilagens e artérias, s para citar algumas das inimeras aplicacoes.

A referencia clissica na teoris nao linear de membranas é Green e Adkuns {1]. Porem,
atualmente existem wmuitos trabllhoc envolvendo membranas en grandes deformagoes. En
quanto muitos pesquisadores estao preocupados com as equacoes de equilibrio das refe
ridas membranas, este trabalho enfoca a instabilidade e o estudo pos-critico.

O presente trabalho estuda membranas mlare: de material homogeneo, isotropico déo
tipo neo-Hookeano. Estss membranas estiao sujeitas a cargas transversais axissimetri
cas do tipo forca e mowmento, estando as configuracoes de equilibrio obtidas em {2].

A cargs momento ao lgir. provoca uma distorcao e consequente amudanca das direcoes
prin..tpais. Devido a hipotese de membrana, esta nao apresenta resisténcia a compres
s80, © que provocara o aparecimento de rugas na membrana deformada.

Atraves da teoria de pequenas perturbagoes elasticas {3], pode-se obter o nimero de
rugas que ocorrera na membrana apos a bifurcacao.

Un trabalho experimental qualitativamente comprova os resultados obtidos numericamen
te.

BEQUACOES DE EQUILIBRIO
Como os materiais geralmente utilizados em grandes deformacoes sao elastomeros, assu

me-se o material isotropico, elastico ¢ incompressivel do tipo Neo-Hookeano, cuja
funcao densidade de emergia W é:

W (‘.l (I1 - 3) (1)
Sendo o primeiro invariante de deformacao, 11:
2 2 2
L= 3"+ 3542y, (2)

onde X, sao as extensoes principais.

Como assume-se uma completa simetria, elistica e geométrica da membrana deformada e
indeformada. A superficie wédia serd tomada como superficie de referencia.

Considerando-se o sistema de coordenadas (p*,8) fixo no espaco, as coordenadas de um
ponto geueérico, Po’ da superficie indeformada sao:

X, = p cos 6, (3)
X, - p sen ©. (4)

- -
Apos a deformacao, provocada pelos esforcos f e m, as coordenadas do ponto genérico
da superficie média da mebrana deformada, P, sao:

0t

= r cos (& + 8), (5)
x2 ¢ sen {6 + 8), (6)

X =z, (7N
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Figurs 1: superficie médis da membrana

sendo:

r=r(p) ,B8=81(p)ez=12z(p),

grandezas estas que quando ¢ o caso foram adimensionalizadas, atraves de sua divi -

$30 pelo menor raio da mesbrana ri.

Utilizando-se os tensores métricos como em [4], € possivel obter o primeiro invari-
ante de deformacao,

2 2
13 = ¢'2 4 128'2 + z'z +-r—2- + 3 g 3 (8)
[ (et 42"

aonde foi levada em consideracao a incompressibilidade do material e
sendo:
() =40 (@

A energia e¢lastica de deformacac, £, ¢ a integral volumétrica de fumcao W em R, is-

to é:
E = f/ :;3phouude (10)
ho

onde h = ho(p) € a espessurs.

> L d
O terwo referents ao trabalho realizado, Tt‘ pelos esforgcos f e n ée:

*
Tr-[ rpfzds +/-8ds (11)
" |
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sendo: ds = ri de,

A energils potencial total, ¥, definida como a2 diferenca entre a energia elastica, E,
e o trabalw realizado, Tr., pode ser escritd

1-£-1, (12)

como 1 ¢ estacioniria, wtilizando-se o teorema da divergencia de Gauss e o lema fun-
danental do cilculo variacional obtem-se:

Equagoes de Equilibrio:

2
3 | S ad 2 r [
=[] =2 {r ' + =5 - 47—} (13)
* : 92 rs(r’z +2'Y
' - = (14)
20(1 - £ }
rz(r 2, :'2)
Bt - —F— 1s)
2r°p
Condicoes de comntorno:
r(1) = 1
r(r,) = ¢
2 2 (16)
z(rz) =0
B(rz) =0
sendo:
TE = %——-—_. K¢ = —-—2-3—-—
2‘:‘1 Clho erl Clho

0 problems foi solucionado através de métodos numéricos, utilizando o método de Run-
ge Kutta de quarta-ordem, método do tiro e das aproximacoes sucessivas, exaustivawen
te comentado em [4].

INSTABILIDADE -

Diz-se que ha estabilidade elistica na membrana se em todos 0% pontos da mesma, 2 we
Ror tensac priacipal o for maior que ¢, sendo ¢ positivo e tao pequeno quanto se de
seje, A p-tt:lr de entao um acrescimo na carga momento K*, provocara o aparecinento

ds rugas, j& que pela hipotese de membrana esta naoc apresents resistéencia a compres—
sa0.

Em [4] foi observado que até uma determinada carga momento, K*, a tensao Snin Ocor
Te mo bordo externo p = r.,, a partir desta carga surge um ponto de minimo relativo,
o, proximo ao menor bordo, r = 1.
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A base da teoria de petturbacoea elasticas & que qualquer parametro, \f] pode ser es
crito como a somz da solucao conhecida, v, com o plrmtro perturbado v. Obtém ~se
entio novas equacoes para Vv, que podem ser mais faceis de solucionar que a equagao
original.

Neste estudo ntiliza-u teoria de perturbucoes linearizadas, sendo v muito pequena
os termos das equacoes que contiveram poténcias das quantidades perturbadas serao
ignorados.

Com o aparecimento das rugas o problems deixa de ser axissimétrico. Sendo necessi-
rio determinar as equacoes de equilibrio para o novo problema.
Utilizando-se a mesma formulacao variacional do {tem anterior, onda:

2, 2 2, .2
2 Tot r(lthy)" +z4

2 2,2 2
11 tp+rap+:’+ o2 +l3 17)
sendo:
.20 <20 e
( )9 % ® ( )9 T obtem-se
L U(t.re.rp, 8, Bg» Bp. z, :e.zp,p.ﬁ). (18)
e a energia potencial total pode ser escritas.
1- :; oh, Wdodo -ff z ds - i m8ds. (19)
Y Lo 1
Por ser 1 estacioniria, obtém—se:
Equacoes de equilibrio:
- (o ] -k (oW ] =0 (20)
r ¥ | 4 E] 14
[ ]
= [o¥ oW, ) =0 21
3919']-3-9-“::) (21)
[4 [:]
o loMy 1 =55 (oW ] = 0 : (22)
% U8, % ey
Condicoes de contorno:
:(zz) - B(rz) =0 (23)
r(l) = 1 r(rz) =T, (24)
pUg+PU, -M =0 (25)
4 e en C2
pw +9Uz-F-0 (26)

4 ]
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Considerando-se as perturbacoes

refa4s (2n
r=24+i (28)
BB +# (29)

e desprezando—se as poténcias de ordem superior das grandezas perturbadas, obtém-se:

Equagces diferencisis

2- - - ., 2 02 20 . -
- - -2 - 30
t”wrpﬂw T (p GD+1) 22, BDBD 2 Ge 0 (30)
02 2 - 02 - - 02 o .2 0+ 2,0- .0 2 o~ 2
4 B+t Bog + B (o B 4+ 28 pT) + zgp(roro o+ B o) + 2BF
(31)
0~ 2
+ 2rr p gpp 0
condicoes de contormo:
(1) = ;(l‘z) =0 (32)
B(rz) =0 Bp- - Be em p =} (33)
Supondo~se as perturbagoes da forma:
B v» <:os2 [-‘- jf’.-—")]cos 2(6-T) e (34)
2 (p-1)
T =V cos [-— -L-—l] sen n(6-T). (35)
2 T#2
[p® +—1] *2 1/2
onde T ——f— e+ [ T ) ™ e

p ¢ a coordenada do minimo relarivo da menor tensao principal, referido anteriormen-
te.

Utilizando-se o método de Galerkin, nas equacoes diferenciais (30) e (31) com a
substituicdo de (34) e (35). Obtém-se apos a integracao, uma equacio relacionando K
carga momento K* e o numero de rugas n, supondo-se a existéncia de uma solucao nao
trivial para o problema.

Denominaremos de carga critica K* 2 menor cargs womento das acima obtidas, e com isso
torna-se possivel obter o numero de rugas n que ocorrerd na membrana deformada.

RESULTADOS

Com a formulaciao matemitica até aqui desenvolvida, torna-se possivel obter o numero
de rugas para a membrana de borracha, com as seguintes dimensdes:

r, = 5,20 cm

t, = 1.08 cm

1
h, = 0.10 ca
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en que fol aplicada ume forca T* de 10.387, obtendo-se pars deslocamento miximo z =
7.78 cm.

Através da metodologia descrita, obtém-se a tabela abaixo:

Kt 3.67 3.57 3.56 3.54 3.62 3.70 3.80
n 7 8 9 10 11 12 13

Tabela 1 - Relacao entre rotacao e pumero de rugas

indicando a carga momento critica, Tt = 3.54, que corr ponde a3 f a0 de 10 rug
Rugas estas que podem ser visualizadas na Fotografia 1 e 2.

Fotografia 1 - Membrana deformada
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Fotografia 2 ~ Mewbrana deformads com rugas imprimidas

CONCLUSOES

Kos exemplos rodados observou-se uma total concordincis entre os resultados obtidos
para carga momento critica e os resultados obtidos em [4), onde utilizou-se o crite-
rio da menor temsac principal.

A pequena discrepancu entre o numerc de rugas obtido experimentalmente e numerica -
mente deve-se a diversos fatores, sendo os dois mais importantes, a modelagem do ma-
terial como sendo neo-Hookesno, o que foi feito devido a simplicidade das equagoes
en detrimento do pequeno "necking” observado na membrana, tipico dos materiais de
Mooney-Rivlin e a precariedade do trabalho experimental, que tinha como objetivo so-
mente uma analise qualitativa do problema.

Em futuro proximo pretende-se incorporar a0 problems matemitico, maior nio linearida
de do material e fazer um estudo experimental cuidadoso do problema aqui estudade.
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