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Este trabalho apresenta uma aceleracao de um método numérico
de facil implementagéc com a finalidade de obter limites inferiores pa-
ra auto-valores associados com equagdes diferenciais ordinérias. Quando
aplicado 2 problemas de auto-valores este método reduz a equacéo do pro
blems original 2 ume equacio diferencial com coeficiente constante da
Qual a soluGdc exata pode ser facilmente sncontrada.

ABSTRAT

This paner presents a aceleraction of a method to find lower
bounds to eigenvalues associated with ordinary differential equations.
When applied to eigenvalue problems, this method reduces the equation
of the original problem to » differential equation with constant
coefficient, for wich the emact solution cen be easily obtained.

INTRODUCAO

Para um grande nimero de problemas ew engenharia ¢ extremamen
te importante a determinacio de valores caracteristicos de ums varisvel
conhecida como auto-valores. Esses vslores, em algusas situagoes, sao
muito dificeis de serem obtidos analiticamente.

Para problemas desta natureza, existem virias alternativas
que levam 3 determinagao de valores aproximasdos para os auto-valores.
Entre estas alternatives o metodo de Rayleigh-Ritz, baseado na minimiza
G330 do quociente de Rayleigh, tem sido reconhecido comc ue dos mais efj
cientes esquemas para a obtencac de boas aproximagoes [1-1]. Entretanto
Como este método fornece apenas limites superiores, a determinacio dos
limites inferiores faz-se necessirio para se estimar o erro envolvido
na aproximacao.

Um método similar ao do Rayleigh-Ritz foi desenvolvido com o
objetivo de determinar os limites inferiores para os auto-valores asso-
ciados com equagles diferencisis ordinarias. Quando aplicado a proble-
mas de carater geral, este método reduz a equagao do problema original
a_ums eguagdo diferencial com coeficiente constante, sendo gue a soln-
G20 exata pode ser facilmente encontrada [1-2].

Este trabslho contribui em acelerar o método pars se determi-
nar os limites_ inferiores de ums forms similar 80 proposto por
Meirovith [1-3]. Consiste em, a pertir do pProblems original, gere dois
px:oble.as alternatives que obedecam sowente as condicSes de contorno es
taticas do problems original. A nova equacao de solugac 4o problems orj
* Alunoc do cursc de graduscio sm Engenharia Mecanica.
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ginal deve ser uma combinag3o linear das solugdes do problema alternati
vo. Essa nova sclugado gera resultados melhores que os obtidos no traba-
l1no [1-2].

CONSIDERAGCDES INICIAIS:

Assuma que um problema fisico conduz a uma equagao do tipo

uK(g) - 2%wm(g) = 0 (1)
onde

g = g(x) a¢x Kb (2)

B o= p(x) agx (Db (3)

w = w(x) agx<hb (4)

com um sistema de condigoes de contorno homogéneas, onde K e M si3o ope
radores diferenciais auto-adjuntos e positivo definidos.

Para o primeiro auto-valor a formulagido variacional para este
problema pode ser escrita como

2. -in{:—"—ug;-i—:—:%%—;— ] (s)
do por Reste trabalho a notagado <v,.y>de=ignata' o produto interno da-

v,y D> F: vydx (6)
onde

v = v(x) ag¢xgKDb (7)

y = y(x) a<xg<hb (8)

Considere, agora, um outro problema de auto-valor

Bx(h) - 0% ¥mM(n) = 0 (9)
onde

h = h{x) ag<xghbH (10)

p=pix) agcxgb (11)

¥=¥(x) a ¢gx Kb (12)

Sujeito ao resmo sistewms de condigOes de contorno homogéneas do proble
»a anterior. Admita-se ainda, que o problema definidc pelas equagdes '
acima tem uma solucg3o exats e, portantc, seus auto-valores podem ser '
obtidos exatamente.

Sendo a Formulagao Variacional

tBh Khy, >
2 . 1 1
nl =min —YW] ‘ (13)
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Assumindo que as seguintes desigualdades sao verdadeiras

<1,BD> < <1,8> (14)
<L, > <L1.w> (15)
pode-se mostrar que
<Bh_.Fn.> ¢ <why,Kn, > (18)
<whg.mm; > 3 why M, D> an
temos entao que
n?< i3 (18)

Conclui-se entac que os auto-valores do segundo problema dado
nesta seGao, constituem-se em limites inferiores para os auto-valores
do primeiro problema.

METODOLOGIA PARA DETERMINACAO DE LINITES INFERIORES

Para garantir a ex1stencxa de ume sclugao exata para o proble-
ma de auto-valor dado pelas equagoes (1) a (4), as funqoes u(x) e w(x)
sao assumidas como continuas em pequenos intervalos. Além disso, a re-
glao ag x< b, € divida em n subregices onde tanto u{x) como w(x) s&o °'
iguais a uma constante em cada subregi3o, isto €,

= P - P P -
u(x) Ci e wix) DY, em e g xge +1 i 1,2,...n {(19)
onde p é a ordem da equacado diferencial.

Para satisfazer as equagdes (11) e (12), as constantes Cp e
Dpi 830 definida como.

P

C i max{w) €. <xg e, + 1 (20)
P oo

D i min(s) e.<xCe, + 1 (21)

- Os pontos limites de cada intervalo, €. s30 encontrados da so
lucao do problema de otimizagao

nin[(l.u)-é(l.l)%) ] (22)

ou

win [é(l.cp. > - <1,w>] (23)

Uma vez determinados C D?, e e & equagao € solucionads em
cada subregiao e n solucoes dlfirent%s sa& obtidas. Para garantxr a
continuidade da solugao em toda a regxao a<xCb, as solugoes
f., e suas derivadas até a ordem p-1, s3oc igualadas em cada pont& 11-;
té g,,i.e.,
i

£.(e.

i' 71+l i+l 101) (24)
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afjle,, ) = afis1 (€;,,) (25)
dx dx

Esta condigao, )untanente com as condicoes de contorno, estabe
lece um sistema de equagoes homogeneas com mais 1ncogn1tas do que o nu
mero de equagoes, sendo uma destas incégnitas primeiro auto-valor do
problema. Para se obter pelo menos uma solugdo diferente da trivial o
determinante damatriz de cosficientes deve ser }gnalado a zero, forne-
cendo uma equaGac transcendental em termos de N

Esta eguacao transcendental sera denominada de f

Uma vez apresentado o método partiremos agora para aceleragiao
do mesmo. Inicialmente sera proposto dois problemas alternativos em re
lag3o ac problema original, diferenciando deste apenas nas condigdes '
c1nemat1cas de contorno. Assim pelo método descrito acima obtem-se as
equagoes transcendentals que s3o solugdes deste problemas alternativos
denominaremos e f Sendo a nova equagdo solugac do problema origi-
nal, chamada aggra f dada por:

fl = f2 + Cf3 (26)

Onde C ¢ uma constante a ser determinads para que esta equagao
(26) obedeca as cond;coes cinematicas de de contorno.
A equacgao fl fornece resultados melhores que os fornecidos por

S
]

EXEMPLO NWUMERICO

Vibragao Transversal de secéo Variavel

(¢} -ovznento vibratdrio de uma viga engastada-mola carregada '
transversalmente é dado por

322 Elaw -Pagzv_v
ox ox ot

com as seguintes condigdes de contorno
dw

w(0) = 0 d_x(O) =0 1(a,b)
2 3
EIQd‘w(L)=0 Eldw(L) - KW{L)=0 l(cd)
dx3

Para uma largura_ de v1ga constante, W, e espessura variando ex
ponencialmente, t-t e , & area de secac transversal ¢
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-, X
A(x) = wt e

com momento de inércia igual a

3 -3t
= ¥tie "
I(x) 12

Usando o método da separaGido de varidveis y(x) = fi(x)g(t) te-

a® rog’e] | N paw £
ax? ax? E

4

onde S é uma constante

Substituindo-se as expressdes de I(x) e A(x) e definindo-se as
variiveis

s-%- i eczenl temos
d? e-3-n dzt . Sf e TP ¢
2. 2
dn dn
pode ser escrita na forma abaixo
4
g_f e X‘ €. =0
dand *
onde
4
xt .o .
4
€y
o4, = max(e™") ea ;NS &34
: ~Sen.
c‘i = min(e ™ ) & < &,

Solugao da equacio diferencial acime na primeira sub-regiao
0 =g ng ey, é

Ax' Alsin(xln n) + Azcos(lln n) - Aam (lln n) + A cosh (xln n)

Usando o método [1 2] acha-se a equagao transcendental f o’ Su~
jos resultados sao mostrados na tabela 1, coluna f .

Para se calcular f, usou-se os seguintes proble-as alternati-
vos: Viga engastada-livre l viga engastada-pino, o8 quais diferem do
problema original apenas na condic@o de contorno (1-d). Obtem-se suas
equacoes transcendentais, f e f3, e calcula~-se & constante c. Que &
dada por:

c - x£2 - Btfz
> - K
tIf3 t3

(27)
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Assiz a2 nova eguagdo solugado serd (25), onde c f2i calculado
(27) para que (26) obedega a condicao (1-d).

Os resultados para a funcgao fl s3o mostrados na tabela 1, co-

luna fl.
TABELA 1
Ne de pontos auto-valor (fo) auto-valor (£1)

6 0.69010543 0.77268219

10 0.87641144 0.88230926

12 0.92459869 0.94144439

14 0.92761993 0.96199798
CONCLUSAO

Neste trabalho procurou-se acelerar o método que permiti de

terminar os limites inferiores para problemas de auto-valor. Do ponto
Jde vista do exemplo resolvido, como mostra a tabela 1, pode-se dizer '
gue os resultados obtidos foram satisfatdrios.
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