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Ene trabelho apr:esenta uma aeelera~io de _ -etoclo••••••rico
de facil i.plementa~io com e finalidade de obter li.ites inferiores pa-
re auto-valores e.sociados cc. equa~Oe. diferenciais ordineria•• Quando
aplicado it prOble.as de auto-velores este .etodo reduz a eq~io do PE2
ble.e original a ~ ~io diferencial coa coeficieate eonst••te de
Qual a sol~o e.ata pede ser facil.ente eacontrada.

This p"'~r preeeats a .celeraction of a _thod to find lower
bounds to eigenvalues associated with ordinary differential equations.
When applied to eigenval_ probl••••• t"is .ethod reduces the equation
of the original prObl~ to a differential equation vith constant
coefficient. for wieh tbe esect solution cen be easily obtained.

Pare US! grande nu-ro de probl_ _ eagenharie e e.t~n
te importante a determin~io de valores caracteristicos de ume Yariawel
conhecida como auto-valores. Esses valores••• elgumms sit~Oes. sic
-uito dificeis de sere- obtidos analitica••nte.

Para proble••s desta natureza. exist_ varias alternatives
Que leva. it determina~io de valores aproxi-.dos pare os auto-valores.
Entre estas alternativas 0 .etodo de Rayleigb-Ritz. be•••do na .ini.iz~
~io do Quociente de Rayleigh, tea sido reconheeido como ua dos ••is efi
cieates eSQuemas para a obten~io de boas aproxi~s [I-I]. Entretaato
como este .etodo fornece .penas li.ites superiores. II deteraina~io da.
li.ites inferiore. faz-se necessario pera se estimar 0 erro enyolvido
na aproximac;io.

u• .etodo si.ilar eo do Rayleigb-Ritz foi deaen~lvido com 0
objetivo de determinar os li.ites inferiores para os auto-Yalores asso-
ciados com equa~oes diferenciais ordinaria•• Quaado aplicado a proble-
ma. de carater geral. eate .etodo reduz a equ.c;iodo prObl_ original
a uae equa~io diferencial cc. coeficiente constaete. senda que a 8010-
~io exata pode ser facil_nte encontrada [1-2].

Este trabelbo contribui _ ac:elarar0 .etodo pera sa ~ •.r.i..!
nar os li.ites inferior.s de u.e fo~ similar ao propoato por
Meirovith [1-3]. Consi.te ea. a ~tir do probl_ original,ger•.dois
problemas alternativos que o~ •• soaen~e .a condi~oe. de contorno e~
tatiCiUI <20probleN or191,.1. l nova equtio de !I01~io do probl ••• ori
* Aluno do carso de gr.d~io •• EDgen~.ria ~niea.



ginel deve ser uma cODbina~ao linear das solu~oes do problema alternati
va. Essa nova solu~ao gera resultados aelhores que os obtidos no traba-
1ho [1-2}.

plt(g) - ),2wM(g) _ 0 (1)

9 - g(x) a <: :r (b (2)
JI - JI (x) • <: 1f <:b (3)

v - vb) • <: x <b (4)
com us sistema de CODdi~Oes de contorno bomoqeneas. onde Ite N sio o~
raderes diferenciais auto-adjuntos e positivo definidos.

Para 0 primeiro auto-valor a formula~ao variacional para este
problema pode ser eserite cc.o

.2 . {<U91.1t9l>
A1 • a1'D <"91,1191>

Reste traba1ho a nota~ <".y>designara a produto interne da-

<v.y>- J: vydz (6)

v - vex) a <: x <:b (7)

y - y(x) • <: x <: b (8)
Considere. agora. 1m! outro problema de .uto-valor

~It(h) - .02 J' N(h) - 0 (9)
ODde

h - hex) • <: x <: b (lO)

/J-/J(x) • <: x <: b (11)
•.- r (x) • <: x <: b (12)

.ujeito ao ••sma sist••• de condi~Oe. de contorDO homogenea. do prob1~
~ anterior. Adaita-se ainda. que 0 problema definido pelas equa~Oe. '
acima te. uma sol~io exata e. portanto, seus .uto-valores podem eer •
obtidoa exatamente.



( 14)

(lS)

<l3hi,C1i> ( <Phi,IChi>
<II hi,Mhi> ~ <Whi'Mhi>

Conclui-se entio que 'os auto-valores do segundo problema dado
nesta 8e~io, constituem-se em limites inferiores para os auto-valor.s
do primeiro problema.

Para garantir a existencia de uma sol~io exata para 0 proble-
ma de auto-valor dado pelas equa~Oes (1) a (4). as fun~oes u(x) e w(x)
sio assumidas como continuas em pequenos intervalos. Ale. disso, a re-
giio a, x, b. e divida em n sUbregiOes ande tanto u(x) COlM) w(x) sio •
iguais a uma constante em cada sUbregiio, isto e,

u(x) - CPo~
onde pea ordem da

ew(x)-DP. _ •. (x( •• +l~ ~ ~
equa~io difer.ncial.

Para satisfazer as equa~oes (11) e (12), as constant.s ePi e
oPi sio definida como.

Os pontos 1imites de cada intervalo. e., sio encontrados da 52
lu~io do problema de oti.iza~io ~

, .
•in[<l,u>-~ <l,DP.>] (22)

i-I 1

min [~<I,cPi> - <l.w> ] (23)
1'1

Uma vez dete~inados cp .• oP. e e. a equa~io e solucionada e.
cada sUbregiio e n solu~oe. diffrentfs sih obtidas. Para garantir a
continuidade da solu~io _ tada a regiio a ( lit (b. as .olu~oe. f. I e
f .• e suas derivada. ate a orde. p-l, sio igualada••• cade ponth- imi
tf e i'i.e.,



Esta condi~io, juntamente com as condi~oes de contorno, esta~
Ieee um sistema de equa~oes homogeneas com mais incognitas do que 0 n~
mero de equa~oes, sendo uma destas incOgnitas pri_iro auto-valor do
problema. Para se obter pelo _nos uma solu~io diferente da trivial 0
determinante da ~triJ: de coeficientes deve ser ~gualado a zero, forne-
cendo uma equa~ao transcendental em termos de n .

Esta equa~io transcendental sera denominada de fo'u.. vez apresentado 0 metodo part1remos agora para acelera~io
do mesmo. Inicialmente sera proposto dois probleaas alternativos em r~
la~io ao problema original, diferenciando deste apenas nas condi~oes I

cinematicas de contorno. Assim pelo metoda descrito acima obtem-se as
equa~oes transcendentais que sao solu~oes deste problemas alternativos
dena.inaremos f2 e f3• Sendo a nova equa~io solu~io do problema origi-
nal, chaaada agora fl, dada por:

Oode C e u.a eonstante a ser determinada para que esta eque~io
obed~ as condiQOes cinematicas de de contorno.

A equa~ fl fornece resultados melhores que os fornecidos por

o .avimento vibratorio de uma
transversalmente e dado por

viga engastada-mola
2 2E I i) ••••·f'A~ .••

~7 d7

EI~(L)'O
dl:

E I d3w III - K Vi I Ll = 0
dx3

Para uma largura de viga constante, w, e espessura variando ex
ponencialmente, tat e- T][, a area de se~io transversal e

o



3 -30<,.
I(x) -~ ••12

4ODde ~ e u.a constante
Substituindo-se as expressOes de I(x) e A(x) e definindo-se ••

variaveis

pod_ ser eserite na for-e abaixo
d4f

1
__ K4• •1. f

1
·-o

dn4 1

D4• __ x(e-)
1

C·i - ain (e-3IIca)

Usando 0 .etodo [1.2J acha-se _ eq~io transcendental f , cu-
JOB resultados sac DOstrados DB tabela 1, coluna f 0o

Para se calcular f usou-se os seguintes prOble.as alternati-
vos: Viga engastada-livre • viga engastada-piao, 08 quais difere. do
problema original lIpenasDB CGDdi~io de contorao (l-d). Obt__ se _s
eqUll~O.Stranscendentais, f2 _ f3, • calcula-se • constante c. Que e
dada por:



Assi~ a nov~ equa~io solu~io sere (25), onde c !~i calculado
para que (26) obede~a a condi~io (I-d).

Os resultados para a fun~io fl sio mostrados na tabela 1, co-
fl'

Nt de pontos auto-valor (fn) auto-valor (f1 )

6 0.69010543 0.77268219
10 0.87641144 0.88230926
12 0.92459869 0.94144439
I" 0.92761993 0.96199798

Neste trabalbo procurou-se acelerar 0 .etodo que perm1t1 d~
terminar os limites inferiores para problemas de auto-valor. Do ponto
je vista do exemplo resolvido, como mostra a tabela 1. pode-se dizer '
que os resultados obtidos foram satisfatorios.
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