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RESUMO

Operadores de Diferencas Finitas Hermitianas com parémetros livres siéo
trabalhados no sentido de se obter algoritmos consistentes,
convergentes e estdveis para a integracdo de passo miltiplo em
problemas das dindmica das Estruturas. Destaque especial é dado a2 um
operador de ordem trés estdvel, ainds nédo detetado em trsbalhos nesse
assunto.

ABSTRACT
Hermitian Finite Difference operators with free parameters were
developed in order to obtain consistent, convergent and stable
multistep algorithms to solve numerically structural dynamic problems.
A stable operator of order three wich was ignored by classical papers
related to this subject is presented.
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INTRODUCAO

A integracdo numérica das equacdes da Dinfimica das Estruturas veam sendo
objetoc de atencdo de longa data. Inicialmente os algoritmos propostas
tinham por Dbase o8 operadores cléssicos de Diferencas Finitas
Lagrangeanas de natureza condicionalmente estdvel {(diferencgas
centrais); operadores est&veis siéo sugeridos por Houbolt [1], embora o
tratamento dispensado 2s condicdes iniciais ainde mediante operadores
centrais. Uma nova técnica de integracdo foi introduzide posteriormente
por Newmark [2], cujo aperfeicoamento contou com numerosas
contribui¢des (3] [16]. O método de Houbolt também foi objeto de novas
consideracdes, como muito bem foi exposto em Thomas [17]). Um estudo
particular da importéincia da abordagem adequada das condi¢bes iniciais
foi apresentado por Hulbert [18) e o mesmo autor, em trabalho bastante
recente [19], volta & chamar &a atencdo para algumas importantes
propriedades do método de Houbolt, ndoc verificadas nas demais técnicas
de integragéo (especislmente a propriedade de aniquilamento
assintético).

O presente trabalho é dedicado ao desenvolvimento de uma nova famflia
de operadores, decorrentes da formulacdo Hermitiana de Diferencas
Finitas envolvendo parémetros livres, daf a denominacado L-Hermitianos,
de sorte a serem ajustadas conforme as propriedades desejadas. Nesse
sentido segue-se, basicamente, a orientacado dada por Collatz [20), bem
como a de outros textos cléssicos [21], [22). Todavia, cumpre registrar
que 8 origem da pesquisa que resultou nos estudos agora apresentados
tomou por base primeirs o texto pioneiro sobre os operadores
hermitianos em nosso meio indicado pela referéncia (23], onde se sugere
o nome de Diferencas Finitas Plurilocal, no lugar de Diferencas Finitas
Hermitianas conforme [20].

OPERADORES HERMITIANOS

Uma maneira expedita de se formular os operadores de Diferencas
Finitas, e particularmente os hermitianos, consiste em se considerar,
por exemplo, expressdo do tipo [20]:

P=£a‘y‘+2b1y;*k )

onde Yy, vem a ser o valor da fun¢do a ser integrada, num ponto genérico

da malha obtida pela discretizacao da variével independente,
considerada neste trabalho regular, ou seja, com incrementos de valor
constante; y: vem a ser a derivada segunda daquela funcdo, de maneirs

similar, a e bj sdo parfmetros livres, que controlam a ordems do resto
R. A titulo de exemplo, no caso da diferenca central cléssica tem-se:
4

- - z,, .__h v
P=oy, vy Yt B Y, 2)
onde a‘=-1. ':-1=2' a‘_z=-1. b._‘=hz. com h sendo o incremento da

varid&vel independente, e sendo o Gltimo termo de (2), em verdade, o
primeiro termo da série correspondente 80 resto R; indicando-se
claramente gue, na avaliacdo aproximada da derivada segunda, tem-se:

1 h?
vi, = - (y‘ 2y, ¢ y:-z) A ol AR IR (3)
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cuja ordem de erro vem a ser proporcional, como é sabido, ao quadrado
do incresento.

Os parAmetros livres presentes ea (1) sdo facilmente obtidos levando-se
nests expressdo correspondentes desenvolvimentos ea série de poténcias
da fungao y, ou seja, por exemplo:

ey -hy' ¢-D .o B
Yi-e = 7,4 Y, Y- w Y, s
2 ()
h

hZ v v
> » - trs -

Yi-a T Y% by "' Y, Yy, + ... etc.
e impondo~se¢ & condicdo de serem nulos os termos de ordes mais baixa
que o desejado para o resto R, a menos de um miltiplo {20). B fécil
verificar que o primeiro termo da série de poténcias do resto em (1)
tem a ordem igual a0 nimero de valores da funcdo contidas nas
somatérias; por exemplo, no caso do operador de Numerov-Fox (também
conhecido como Range-Kutts de ordem quatro) tem-se:

_ n? . . . 3 v

P = v, * 2y1-1 Yo o2 * 12 (y‘ + iOy‘_‘ + yl-l] My 1 IR + (3

lembrando-se que a avalisgdo aproximada dos termos em derivada segunda
implica em primeiro termo da série do resto com ordem quatro, e néo
seis como em (5), de modo andlogo ao colocado em (3).

OPERADORES L-HERMITIANOS

Os operadores hermitianos cléssicos, como o exposto em (5),
contemplam, em principio, & minimizacdo do reste (que corresponde a
tornar o primeiro termo da série do resto de maior ordem possivel), ndo
se levando, pois, em consideracaoc aspectos relativos a estabilidade dos
algoritmos deles decorrentes. Assim sendo, no sentido de se atender
condicdes de estabilidade torms-se necessdrio contar coam parésetros
livres, cujas magnitudes sdo controladas de modo a conferir ndo s6 a
estabilidade, mas também eventual amortecimento numérico.

Como primeiroc operador L-Bermitiano considere-se o caso do de duplo
passo envolvendo dois parémetros livres, ou seja:

- 2_ zu - - 2.
P=-y +2y -y, ,+8y; ¢+ yhfy; o+ (1 -p- by
hiy-se hiy'Y
0(-6061012p)———‘-'—¢(36—361—689)-———2i—*
h'y:
+ (=130 + 140y + 1608) . Bt + ... (6)

verificando-se tratar-se de diferenca central no caso y = 1 e g = O,
Numerov y = 10§ = 10/12 e similar a Newmark no caso y = 28 = 1/2,
conforme mais adiante esclarecido. A introducdo de amortecimento
numérico implica em se tomar y = 1/2 e § > 1/4, ou seja:

P=oy, v 2y, "Vt a? [”: * "%" Yoo * ('%" - B)y:-z] *
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+ [_f_ - Za)h’y;"- [—2-2— - 2a)h‘y:" + .. 7)

indicando-se claramente s reducdo na ordem do resto de 2 para i, fato
j& bastante sabido(o amortecimento numérico sacrifica a precisio).

Passando-se agora ao operador de passo triplo, cumpre adiantar que,
exbora esse operador comporta trés parémetros livres, tudo indica, no
caso da equacdo da dinémica das estruturas, voltar a stencdo para uma
variante de apenas um parlmetro livre, ou seja:

P = -’I + + (5 ¢ “)’,_‘(2 M “)yl-l M + (s ‘z)yl-s M

n? .
ter [('l AWy v Wy, - Uy, - Uy, ] *

t1-2
4_1v
+ (11-442L) .22{__ . ... (8)

que no caso £ = 0 vem a ser o operador de Houbolt, resultando no caso
£ = 1/4 num operador estével de ordem trés, ou seja:

h2
By, + ¥, S ATPIAR A [yl T T Vi y:-:] *
1

-—G—hsy‘:' + ... 9)

cujas caracteristicas espectrais, conforme vai ser verificado, ¢
bastante similar 3s do método de Newmark.

As condicdes iniciais, conforme muito bem discutido em (18], deveam
merecer tratamento mediante operadores, no minimo, de mesma ordem
daquele a ser empregado. Assim sendo, para o caso do operador dado em
(8), por exemplo, tem-se:

_ . 1328 - 1 17 - 132¢ 1328 - 33 .,
P=-y 13 : * e Y * s by, *
n? 11 55
+ + - yo + + - y- + +
o [(1 —g— (1328-33)y: [10 23 (1328 33)) . (1
13 ylvhd
- o (13u-33))y;] + (11 - 442) ... (10)

gque, conjugado com o dado em (5), com i=2, permite iniciar o processo
de integracdo passoc a passo.

EQUACAO DA DINAMICA DAS ESTRUTURAS

A equacido de movimento da Dindmica das Estruturas apresenta, na forma
matricial, a seguinte redacédo:

[M) (X} + [C] {X) + [K] {X)} = {F} (11)

onde [M] é a matriz de massa, [C] & de amortecimento, [K] a de rigidez,
{X}) é o vetor de deslocamentos e {F) o das a¢des externas. Conforme
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wuito bem posto em [4), o comportamento numérico de um algoritmo de
integracdo pode perfeitamente ser estudado tendo-se por base uma
equacdo genérica da decomposicdo modal correspondente, e, mais que
isso, no tocante as caracteristicas espectrais €é o bastante a
consideracdo apenas da vibracdo livre ndo amortecida, ou seja:

y+ely=0 (12)

onde o ponto superior indica agora o grau de derivacdo, sendo ¢ a
frequéncia angular natural do modo livre de vibragdo.

Em face de (12), o operador (12), por exemplo, adquire a seguinte
redacao deixando-se de lado o resto, jé& suposto nulo de ordem superior:

Pey (-1-p®) ey [2-2) ey, (-1 —(—-f— - p]o'] =0 (13

onde:
6 = wh

com h no lugar de At; resultando na seguinte equacao de diferenca:

2 2
_2g2 1+ ( - B)@
- 8200 . z y =0 (14)
[l ‘(1+psz) -1 QA+ asz) i-2

cuja solugdo geral é do tipo:

y = A" (15)

porquanto 8 funcéo y em (14) é fungdo de nAt, que, para At fixo passa a
ser funcao apenas de n. A equacio caracteristica de (14), ea
decorréncia de (15) fica entdo:

2 2
- 2g2 1+ ( - B)e
22 - 8-2 ., LS =0 (16)

4(1+86%) (1 + pe?)

cujas rafzes s3c menores ou igual em m6dulo 3 unidade (estédvel) paras
qualquer valor de 6, desde que § > 1/4, conforme j& exposto (no caso do
operador dado em (8) a equacdo caracteristica correspondente vem a ser
cibica, com uma raiz espiria-real). Verifica-se facilmente que para g =
1/4 as rafzes sédo idénticas as do método de newmark.

Voltando-se agora a0 caso geral dado em (11), torna-se necessério
estudar como abordar adequadamente s presenca do termo em velocidade.
Conforme sugere {201, basta considerar operadores complementares
adequados; por exemplo no caso do dado em (7), toma-se

P=-28y ¢ (4p- Dy, 4+ (1-20y, _,+ Byl 4 -Zamy e

3
R (—f—- - ’)‘":-z ¢ oy e (17)

mantendo-se poi1s. para as derivadas primeiras os mesmos parimetros
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aplicados As derivadas segundas em (7). Em resumo, em (7) tem-se:

L' {y} + L? (¥} = 0 (»°) (18)
e em (17):

L? {y} + L? {3} = 0 (0%) (19)

onde L} vem a ser o operador vetorial j correspondente. No sentido de

se eliminar o vetor {(y) em (11) s mancha operacional é a seguinte:
sultiplicam—-se ambos os membros de (18) por [M] e o mesmo faz-se com
(19) por {C] somando-se membro a membro os resultados obtidos, ou seja:

(M) L'{y} + (M) L3(¥) + [C) L®{y} + [C) L3{y} = ([M) + [Cc])o(n®) (20)

ou ainda, de (11):

[M) L' {y} + {c] L? {y} - ([K] L? {y} - L? {F}) = ([M}+[chHo(®) (21)

em face da aplicacdo do operador L2 em ambos os membros de (11),
ficando claro em (24) o envolvimento apenas da incégnita deslocamento.
No caso de operadores para as condigdoes iniciais, como o dado em (10),
por exemplo, procede-se de maneira andloga.

Cumpre chamar a atencdo para o fato de que, no procedimento de
eliminacdo do vetor de velocidades, o resultado final dado em (21)
apresenta 0 resto com ordem reduzida de uma unidade, como alis&s sucede
com todos os algoritmos de integracdo passo a passo. Todavias, tendo-se
em vista que o0 amortecimento fisico, nos casos da prética, sdo de
Pequena magnitude, 0 prejuizo na precisdo ndo tem muita influéncia no
resultado final (o amortecimento numérico é muito mais importante [5]).

OBSERVAGOES FINAIS E CONCLUSAO

O presente trabalho expds o desenvolvimento de uma nove famflia de
operadores, aqui denominados L-Hermitianos, para a integracéo passo a
passo das equagdes da Dindmica das Estruturas, chamando-se a atengéo
para um operador de natureza estével de ordem trés, nado previsto em
textos cléssicos, como o da referéncia [24], por exemplo. Além disso,
oferece indicacdes, com base em {20]), de como tratar o caso de equacdes
diferencisis completas mediante operadores Hermitianos, de uma maneirs
mais expedita que & empregada, por exemplo, em [25].

Ests em aberto, por ora, 8 formulacdo de correspondentes algoritmos de
passo simples, bem como outros operadores mais requintados pasra a
abordages das condig¢bes iniciais.

Para encerrar, cabe agora um cometério sobre o0s predicados a serem
abuscados nos algoritmos de integracdo numérica das equacdes da
Dinémica das Estruturas. S&o eles (19]:

1- pelo menos de ordea dois;

2~ incomdicionalmente estével;

J- amortecimentc numérico controlado;
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4- desprovido de "overshoot” (transiente numérico);
5- abordagem das condigdes iniciais com o mesmo algoritmo dos demais
passos;
6- nédo mais que um sistema de equac¢des implicita - a ser resolvido em
cada passo.
e, mais recentemente um novoe predicado est§ sendo aventado [19) para
problemas com ndo linearidade fisica, gque consiste nes aniquilacdo
assintomética {(raf{zes da equacdo caracteristica tendendo para zero coa
0o incremento do passo sendo crescentemente aumentado), Destes
predicados os operadores L-Bermitisnos aqui desenvolvidos, 8é ndo
atende o quinto, dada a sua natureze de passo miltiplo. Todavia, com a
vantages de s6 operar com o vetor de deslocamento (os operadores de
passo Unico operam com os trés vetores simultaneamente, ou seja: {X},
{X) e {X})); e mais, conforme bem colocado em ([18], a abordagem
consistente das condigdes iniciais néo se coaduna cos © predicado
indicado no item 6. Assim sendo, grosso modo, pode-se assinslar que os
pr6s e contras dos algoritmos existentes ndo indica estar em
desvantagem o3 decorrentes dos operadores desenvolvidos neste trabalho.
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