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11 prellen1:e trabejo inveet1P la apl1cacion del anal1a1a de 'OUI'ier al eetud10
de el_toII eetructure.lee que vibran traneverealllente. aobre 108 cualee lie
ban ~ntado aaea.e puntualea. Se _etra el .etodo para loa caaoe de una rio1Ia y
una placa COIluna _ puntual acoplada Wt4iaate un _taje elutico.

Se elltud1an 108 probl_ maerieoa ., lie ~ la prec1ll1ODCOIl~rutaDdo108
reeultadoe obtenidoe. COD108 correBPlllldieDtella la801uciOD ezact.a. Se di.ecu-
ten aeiai~ 108 probl_ -ericoe iDvolucredoe en la deteraiaacion de lae
f:recuencias II&turalea eact.aa.

Tbe present work dealll with the aplicatiOll of Jlaur1er AIIaliSJ"llto the etudy of
etructural ele.enta uecut.i~ t~ vibratiOll&. over vI:lich CODCentrated
__ e have been klUJIted. Tbe _tbod ie ~ fer the c_ of a be.- end a
plate both vi th a concentrated _ elaet.ical17 _ted.

~rical probl_ are etudied and the precieica of the _thod ill evaluated blr
CC8PUi_ of the reeultll with tboee of the exact solution. finally m..arical
probl_ ~1ged 111the dete,.inatiOll of the _t II&tural fl'eCJQeDC1eeare
d1acueeed.

bcelentell l1broe. tNbaJoe ., report,e tratan IIObreel probl_ de vi.as y placas vi-
brantee lIobre lall que lie encultlltran _tadae _IIU concentradae ri/f1d_nte acopla-
dae a loa el_ntoll eatl"UCturalell [1.2]. 11 probl_ ee tecnolo/ficamente UIportante
ya que ape.rece en una lfl'aDvariedad de lIituacioDeIl en Ie inaenillria: deade viga.e y
placae que aoportan _quinariae buta ~l •• de ciralito ~80 IIObrelOll que ••
baD _tado delicadoe el_ntoll electronicoe.

F\or ou. pe.r1;elie dillpone de \81nUMro aJY liait.ado de •• tud1oe _ 108 que la _
eet.. CODIICtadaelalltic_te e la eetructU"- [3]. 11 JlI'e8III\teelltudio t.ret.a COIl Ie
1011lC1oll euct.a del 1ll"Ob1eu del ti tallo. en .1 cue de sisteMa a1.al>1l!lleJlu aJl(l¥a-



doe. La inflUImCia de 1a •••• OlIIlCefttradaIlOntada elaetiCUlente Be e1Jaula con una
fuDciOn delta de Dirac.

CoDeide~ .1 cuo de uaa visa eap1_nte apoyada acop1ada a una •••• concentrada
a trave" de 1m reaorte e1alltico de caracterietica lineal definida pOr 151 para.etro
It, -.. 'u.- 1.
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Uaaudo 1a ~ia c1a.iea de 1u1er - Bel'DClUllide Ie Via'" vibrantell Ile deacribe 151
feno-o de 1. vibraciOlleIl de pequeDa lIIQ>litud par Il8d:io de 1a bien canoeida ecua-
cion diferencia.l • cierivadu parcia1ee:
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Por otra parte 151-mieato cie la •••• coacentrllda ell la eo1ucioD cie 1a
difereDCial ord1Daria:

In 151caeo cie w:IdoaDOIWaleecie vibracioD N111U1ta:
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Suet1tuyendo (o4b) y (ok) en (3). deter.iDMdo 1. aolucioll particular en fof'll direc-
ta y auat1tuyendCl en (1) lie obt1ene:
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y expandiendo la funclon delta de Dirac en tera!noe de eue coaponentee de Fourier
ruult&:
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= (2!L) iseD (lJI'fll:olL). Suetituyendo (6) y (7) en (5) y expreeando 10e tenai-

lI08 en fOnla adiJDenaional ee obtiene el lIieuiente aiateaa de infinitaa ecuaeionea
lineales en 1011coeficientea iDcognita bns.

donde ae ha eupuesto que ~ - 1/62
• II significado de 108 parametros adiJlenaiona1ea

ell (8)es:
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10 = 1I:01L

02 = pAL· ,•••/ (I I)

6
2 = M / K

La ecuacion (8) conduce. a partir de 1a condicion de no trlvial1d&d de la ao1uclon.
a una eCUllc10ncaracterl.stica cuyae raicea conet1 1:uyen 10e coef1clentell de frecuea-
cia del a1l1teaa acoplado en elltudlo.

Por lIUpueetOpara~r tratable 81 JII"Obl_. as aproltiaa la eerie infinita de (8)
par un aiatet14 f!nito. reeap1azando 1011H.itell euperiorell de laa euaatoriae par nu-
_roa ~nteroll poeit1voe J en !a ecuaelon (6).



11 allJOl"1~ .-pleadD COII8ll1teell YVUr Q ., obteDer aquellOll _10l'e1l que UIUII1Jl el
det.eraiMDte del 8i1l~. S1Jl e.ba.r8o. d bacer elite buT1do ell JlOII1bleque pe.a_
aIY cerca del JIOlo 0 6 = 1. Para e-r1te.r' 8Il!f ~niente wltipl1ca.oII todu 1611
filaa del deteN1111l11te)lOr el fact.or' (1 - 0 6 ). Colla coNNlCUellCia~ 1Dtroduc1i'o
ell el det.eN1Dante a calculal" \Ill cel"O f1ctic1o de ordeD IF - 1. 1I1eDdo II el taMDO
del detera1_te. ~1.1IJldo ahoN \Ill cOdi8D de deteoc1on de raicell del tipo "CIW:e
)lOr cero" _tall raicee quedaran ela1nadu para valoree 1IIIparee de II JUllII aeran de
ordeD per. 10 que laa baoe 1Jldetectablell.

r- tablaa I a III. ell laa coluanae u.rcadu "P0lU'1eI"-. _1It.l'IIJl 1011IlOdOIIa.1I baJOII
de vibrac10n ~ d1IIt.1Dtaa JlOIl1c1Cl1lellde la _. y para var1011valorea de I! y (.
Loll valoree fuercm obteD1d011~ • = 11.

Tabl. I - P~1aII natural •• del II1ateM aoatrado en Fiaura 1. a.o furac10n de I!

y It. para Xc>= 112. T.-b1eD eon raices laa fl"ClCUeDC1u(urt
a) pera n per.

If ~
10= 112

Pourler lmct.a Pourier bact. P0lU'1er bacta

0.2 8.31956 8.31952 66.04135 66.01364 110.00862 109.9f>367
1.0 1000 5.61860 5.61848 47.00801 46.97898 102.47624 102.44860
3.0 3.64592 3.64579 42.21175 42.18498 101.5594( 101.~

0.2 6.11676 6.11672 11.39224 11.39220 88.93990 86.93989
1.0 10 2.85474 2.85472 10.91646 10.91644 68.93932 86.93932
3.0 1.65685 1.65683 10.85941 10.85939 86.93923 88.93922

0.2 2.21196 2.21196 9.97568 9.97568 88.83771 68.83771
1.0 1 0.96964 0.98964 9.97140 9.97140 68.83770 68.83770
3.0 0.57141 0.57141 9.97072 9.97072 86.83770 68.83770

Tal ~ lie ind1ca en elida tabla. ex1l1ten adem.1I IlOdOIIde vibrac10n en 1011 que la
__ pe~ en l'eJlOIIOen tanto la vip oecUazenaUllO lie IIU8IlOdOIInaturalea. La.a
frecuenc1u de ellt.OllIIOdoIIeon de la forae 0 = n " • CODvaloree de n tIIlee que la
JIOIl1C10Dde alJUDOde 1011IIOdoeen eae 1IOdo. co11lCida CODla JlOIl1c1oD de la _
eoncent.rada.



Tabla II - Freeuenciaa naturalell del sillt.llllla _t.rado ell FiIUMl 1, cc.o fuDcioll de It

., !C, P&ra y,p = 2/3. TlllIIbien _ Nicell 1&11frecuenci&ll (Il'fz) para Il aultiplo de 3.

Tabla III - FrecueJlICiae na,turalea ~l siet __ traao en Fy.ura 1. c~ fuDc10n de
11 ., !C. para Xo = 516. TSilbiell _ ra1CM 1&11fJ"eCUeDCiaa(Il'f ) para n au1tiplo de 6.

11 !C
10= 5/6

Fourier bact.a JIourier lxaeta 'Ollrier bacta

0.2 9.39164 9.39017 33.65074 33.64187 fiT.70092 67.70089
1.0 1000 7.84160 7.83681 23.69683 23.69306 56.24f>37 55.25772
3.0 5.74822 5.74231 19.56702 19.57087 53.18268 53.19685

0.2 6.71501 6.71402 10.32439 10.32571 39.67407 39.67449
1.0 10 3.05735 3.05704 10.14233 10.14319 39.66908 39.66949
3.0 1. 76830 1.76813 10.12457 10.12539 39.66827 39.66868

0.2 2.22860 2.22858 9.89623 9.89632 39.49748 39.49752
1.0 1 0.996T1 0.99676 9.89514 9.89522 39.49743 38.49747
3.0 0.57550 a.57MS 9.89496 9.89505 39.49742 39.49746

con lae condiciones de contorDo dadaa por:

W. (0) = 0 Wz (1)=0 (lOll)



tlWzl :: 0

dxz x.s
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W :: A COIl (/"i;X) + B sen (/"i; X)•

W
z

:: I cae (/"i;X) + , _ (.{;;" X)

+ G coa1I (..;-;;; X) + H a1Iltl (..;-;;; X)

Al ~1_ 1•• (11) en 1•• condicionell de eoIl~ (10) lie obtielle un lIill~ ho-
-.eneo de oeho ecuacionee en loe eoeficiente. A - r. w. eolueion DOtrivial correa-
ponde a loe ceroa del deter-.inante del lIi.tema.

In 1•• tabl •• I • III. ell 1•• ool\aDU u.rcadaa "b.acta··. lie _litre 108 rea11t&doll
obtenidoe COD1. eoluclon (11) • 10. fine. de IIUcomparacion. Coao puede veNe lie ba
obteD1do __ eJlCeleDte COIlCOrdaDci.entre aaboe valore •.

51 bien 1. eoluc1oD eucta peraite obteDer 108 IIOdoede fJ"eCUeDCi•• baju lIin ~
bl_. aparecen iDCOnveniente. m.ericoe euando lie trata de obtener 10e IlOdoe allll
altos. Iat.oe 1ncomreniente8 lNr,en del becbo que cuando 0 ee srllDde lu fundonell
hiperbOlieu IIOIlpraetica.ente eoincidentee. eo.o relNltado. e1 de~iDaJlte a cal-
cular preeenta doll filu (0 001_) que. dependieDClode la preciaion nuaer1ea COIl
que lie trabaje. lIOII1~lee .n 1. COIlPUtadora. re1lU1tando indetena1neda la poeieioD
de loe verdacleroe cel'08. 11 aetodo de 'aurier en clllllb10peraite obtener ee•• nicea
ain 1nconveniente • ., Ie precie10ll puede IIejorarlle e~ntando el nu.ero de terainoe.



del problema. In efecto. en elite eaao DOell poe1ble arribar • 1&ecuac1011 (8). In 1IU
l~ lie ve que el probl_ ellta deacr1pto par 1•• ecuaciODeIl:
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Para N = 3 dieba 101ucioll correepcmde • un valor de o· = 41 " •• Al variar el IIU-ro
de teMl1noll. ueando par eje.plo 5 teMl~. el _lor lie •• Utica pero para •.• CD la
IleCUencia de valorell comrerjle al _lor 0 ill 39.006" . La preeeac1a de elite cero
"real" en el ai~ _lor de Cl ell el que ee .-tz-u 108 ceroe de orden par "f1ct1-
c101l" aenc1onadoll arriba DOtrtle QI&I'lIjlldoll1IIcomren1elltell_er1coe: ahora 1& ,..!Z
sera de orden iaPar 1cuando •••. iapar) y podra _r detectada IIU probl_.

illpleaDdo el aiDO aetodo de duarrollo ea eerie _ reeolv1o el probl_ bidt.eDe1o-
nal de una placa lIObre la que lie e~tra _tAda una __ trllda. .ediante _
_ taje elalltico de COIUIt.anteIr..

La tabla IV _lit,.. 1011rellU1tadoe ~dDe pua una pleca CIMIdrada.COlI una _
pUntual acopl&cIa ell 8U ceIItro Y para dif_tell elecciooee de lOll para-troe. 11
calculo lie efect.uo COD25 t.ena1DDllde la eerie obteaieDdoee UII4OllDCOrdaDc1ade 50
partee par a1l10n.

III eate cuo. en e1 lia1te It = 0 ex1atell ,..icea doblea oo1"1"eiiJl(lDdientua 108 aodoa
llaetricoll de vibracion (1IOdoadeeenerlldoll). La dejleDeraciOD ell eliaiDada par accian
del acopl_iento con la _ COIlCentrade producif!l~doee un corriaient.o de 1&11 fre-
cuenc1ae en £uncion de 1&COIIiIIt.antade acopl_iellt.o elutica. (_ laa 001-. 3
y .• en Tabla IV).

Tabla IV - '~nc1 •• naturalee de 1&pleca cuadrada COlIuna _lIa ell el CeDtro co-

&0 funcioll de tl y l. T.-biell _ raioea laa fNCUeDC1u (lla• aa)rlz COIln o • pa..-

tl I (1) (2) (3) ( .. )

0.1 1.41259 19.7fl956 98.69604 96.70415
1.0 0.2 0.44670 19.7~7 98.8Il604 96.70415
5.0 0.19977 19.~ 98.8Il604 96.70415

0.1 3.14395 19.84277 96.89604 96.73661
1.0 1.0 ooסס1.0 19.84041 96.69604 96.73657
5.0 0.44468 19.8403> 96.69604 96.13657

0.1 16.S9601 '1f).63f>76 96.8Il604 1~.!I1249
1.0 • 8.49347 57.17458 96.69604 150.56977
5.0 4.08523 !l4.26~ 96.69604 149.t>162J



Is de lIacer DOter 1. s1a111tud de este ccaport._1ento COIlel de otros silltllllU flsi-
coe talea cc.o el corr1aiento de niveles de ener.ia degeDeraodosde un atOllO POl' ace>-
plaaiento CODun eaapo electrico externo. Isto. ain _be.rao. DOdebe eorprender dada
1a s1a111tud del foraal1.c> aateaatico de la teoria de vibracic:mes liDe41ea COIl .1
de ciertoe s1.ateM.llMC&nico-eu4ntiCOll [4.5J.
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