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Se aplica el metodo de 1&pseudo--coneentraciOo, para el anaIisis de proe:eBOl
tranaitorioe. Al manteoer una formulaciOo euleriana Ie tieoe un modelo simple y de
£acil manejo, especia1merlte pol' DO requerlr regeneraciOn de 1&malla al avanzaree
en el proceso de deformaei6o phi.stica.. Se ampHa el rango de aplicabilidad del
metodo a procesos DO coo1inadoe y con divenu superficies libres. Se modela una
laminaci6n de tubas sin costura y un proceso de forja fibre. Se oomparan y analizan
resultados con datos experimentales y eon los obtenidos por otros metodos.

The Pseudo-Cooc:entratioo Method is applied to the analysis of tran.sieot
processee. By maDS of keeping an Eulerian formu1a.tion a simple, easy to handle,
model is obtained, most of all for not requirin,; remeshin,; after a certain amount of
plastic de!ormatioo. It is enlarr;ed the range of applicability of the method to DOll

eonfined aDd with ~ free surWes proeeaees. A eeamless tube roUin,; process
and a cylindec upll8ttiDc are modelled. Experimeotal data and nsulta obtained by
other methods an U8edto compare and t:Ueuu u.e periormaDce of the model



INTRODUCCION
Uno de los enfoquea mU difundidce para ~t~diar problemas de conformado

plastico de metales es II. llamada formulaci6n de ft~jo, en la q~e se considera al
metal como ~ ftwdono newtoniano [lJ. ERe. modele Ie aplica en C&8OSen que las
deCormaciones e1&stiCU.8OD despreciables £rente alas pwtieas, y II. eeuaci6n CXlIl-

stitutiva que Be introduc:ees la de ~ material rigido-viacopl&stico. Asi tenemoB:
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~ij = 21' .ij

iij

.ij
I' = p(C1y,i,n,"Y)

C1y =C1yT,l,C1.)
i = 2iijEij

"Y

n

tensor velocidad de deCormaci6n
tensor desviador de tensiones
viscosidad
tension de ft~encia
segundo invariaote del tensor velocidad de deCormaci6n
parametro de ftuidez
exponente de la ley viscoplastica

Como variables primarias tenemos velocidades y presiones (y en su caso,
tambien temperaturas). Las condiciones de contorno se dan fijando velocidades

t=t*, enr, (3)

A esta altura pueden resolverse proe:esos que alcanzan ~ estado estacionario, como
extrusion 0 lamillaci6n de piezas largas.

Cuando Be desea modelar proc:esos transitorios es necesario integrar en el
tiempo las velocidades que lie obtienen par •• cada instante y de alli calcular Ia
seometria para elpaso siguiente de tiempo, en el que se vuelve a obtene:r ~ nuevo
campo de velocidade& Y presiooes' En ~ Proc:etlO de c&lculo debe tenerse en
cuenta que en estoe problemas Ios tenmnOl$ dinwcos suelen ser despreeiables, por
10 que ell posible hallar una SQluci6n en cada instante como si fuera independiente
del tiempo.

Para realizar la integraci6n temporal existen diversas alternativas. La mas
inmediata es adoptar una descripciOn material, y actualizar las coordenadas de Ios
nodos en funcian de su velocidad. Con este enfoque han trabajado Zienkiewicz [1J Y
Kobayashi [2J, entre otros. Presenta el inconveniente de la distorsiOn que acumulan
los elementos, que al cabo de ~ cie:rto DUmero de pasos obUga a regene:rar la
malla. Para eludir esta regene:raci6n, Huetink [3} ha propuesto ~a formulaci6n
mixta de Euler-Lagrange. Ell ella la malla no Ie deCorma con el material sino
sigmendo una velocidad arbitraria que se asigna a los nodos de manera de que
el contorno Biga en eada momentola forma del material, pe:ro evit&ndo que los
elementos se distorsionen excesivamente. Asi Be·busca conciliar Ias ventajas de
ambos enfoques: se puecien apUcar f8cilmeote las condiciones de contorno, mientras
se utilizan coordenadas espaciales. Sin embar&O, Ia velocidad arbitraria que debe
uipane a la malla aue1e requerir bastant.e ~eia por parte del usuano.

Rault& atracti'¥la·la icieade poder plaatear mtegratneDte el problema en una
formulaci6n euleriua de manerade DO requerir en absoluto tegeneraci6n de la



malla de elementoe. En el Q80 de evitene esta rqeneraci6n en una forJnuIaci60
Euler-Lagrange ~ a"waa adecuada elecciOo de la velocidad de 1a ma1la, DO

puede evit~ la dmorsi6n de 10&elementoe pot teneratoe que secuir la forma
de 1&~& a 10 largo del ptoeelO de confonnado.

Entre otraa alternativu pwa conciliar la deseada fonnulaci6n de Euler COIl
elemeutoe que no Ie diatorsiooan, y que penniten seguir la fOnDa de 1a pieza en
cada 1IlOI11eDto, recientemente TbOIDpecm(4] ha propuesto 10que Uam6 el "Jnetodo
de la pleUdo-~.orlC:entraci6n". Se baaa en e1 hecho de que es m&s tacH aesuir el
JDOViInientode la interfaz entse doe materiales en eoordenadas eapaciales, que el
de una Buperficie llbre en coordenadu materialea. Sobse esta hue, Ie discretiza
el dominio inicialmente ocupado pol' el material y tambien e1 que ir& ocupando
&10 largo de 1& deform.aci6D. La parte del dominio no oeupada por el material
Ie supone Uena de un material ficiticio de viac:osidaclmuy baja en relaci60 COIl
la del metal, de lDADerade no afedar e1 ftujo de ate. Se baIla el campo de
velocidadea del coqjunto para el estado inieial, y Ie &signaen todo el domiDio un
campo eaca1ar tal que una iaocurva detenninada del miSDlOidentifique la interfaz
entre el metal y eI material ficticio. A eate campo eacalar Ie Ie puede uignar
el sentido de una ~eentrac:i6n, que Ie da DOIllbreaI metoda. Con el
campo de velocidad. haUado Ie ~·la ecuaci6n de transporle sin difusi6n de
esta pseudo-<oacentraOOn, para un pa80 de tiempo. Se busca entonces 1&nueva
posiciOn de 1a iaocurva que identifica la superficie libre y Be resuelvoeotra vez el
problema en ve10cidadea y presiones, a tiernpo oonatante, y asi sucesivaD1eDte.

El objeto de este trabajo es ampliar el rango de aplicabilidad de eate metodo.
Hasta e1presente Ie ban tratado proc:esoec:onfinadoeen 108que el metal debe Uenar
el espacio encerrado entre las dos mitades de una matriz. Como Ie mostrara en
las aplieaciones, hem08 modelado proeesos no COI:I.finadosy con superficies libres
como condiciones de contomo en una gran parte del problema.

DESARROLLO
Habiendo hecho la diseretizaci6n del dominio global y ubicado el metal Y

el material ficticio en el JIliamo, JDiniurizaD106e1 funcional que da la potencia
absorbida en la defonnaciOn, para e1 tiempo I.:

m = 6L t1ij€ijdn = 0 (4)

de doode Ie obtienen 1as velocidades y presWnes para eaa confi~6n, JI.", Pa.
Cuando Ie trata de problemas en 108que ea imporlante e1 acoplamiento tennico
reso1¥elDossimultanearnente el balance de ener-lia tennica [5].

Para avanzar un paso de tiempo, I••- 1.+1 Ie realiza el tnmsporte adveeti'VO
del campo eacalar de peeuoo--eentracionea:

Dc 8e
Di = IJt + (Jl - IlAl) •~c = 0 (5)

de donde obtenemoe Ct.+,. Eo (5), UAI represeut& la velocidad que debe dane
a la malla para que e1 contorno pueda leguir el movimiento de las supedicies de
trabajo. Como ~ '\lCle fer faQl de ckKribir (_YUlCC de UD pifi6D, dcIIceum <IeUD

1D&rliDo,cierre de 1•• doe mitadee de una matriz), la de6Dicicicde eata veloeidad ea
una tarea IC!lIlCi!la.La apliCllci6a de eate rnetodo Ie ha Devado a cabo partiendo de



_ formuladOn de ftujo para estadOlJestacionari<lSt con elem~ de tipo Lagranget
eo ve1ocid~ y presi<)n. Par-aevaluar lumatricade los elementos que contieneu a
ambos materia1es Beincrementa ell loe ~os d nWnero de puntos de integraci6n
y en cada uno de ellCllltal calcula.r laviacosidadt Be 1&&feeta de un coeficiente
D)'Uchomenor que uno si Beencuelltra en la zona del material·ficticio.

Para resolver el prQblema de transporte sin difusi6D de la pseudo--concentra-
clOnt Begenera el campo de la miama calculando la distancia de cada nodo a la
ipterlaz entre ambos materia1es, toI:nazldo como negativos los valores en el IDa-

terialficticio. Para evitar errores de c:8lculo par gradientes excesivamente altos
de la pseudo-collcentJ:acion, esta es regenerada luego de cada paso de tiempo.
La diacretizaci6a lie Ueva a cabo mediante elementOlJde cuatrQ POOosbilineales
y 1&integracioo t.eg1poral, con un esquema implicito, de Cranc:k-Nicolson, que lie
demues.tra que • incondicionaJmente estable.

El metodo ha lido utilizado por su autor para modelar el forjado de un en-
granaje, tratandOlJe de un proceso confinado. En este trabajo Be10 ha aplicado
en un proc:eso de forja libre, en el que Be pudieron comparer !os resultados con
loe que Be obtienen mediante una formulaci6D de Lagrange, y con datos experi-
mentales. Tambien Bepresent a un ejemplo de laminaciOn de tuboa sin costura, en
el que agregamos el tratamiento de superficies libres en las cuales la velocidad es
tangencial, a diferepcia de la que separa a ambos materiales. Cabe mencionar que
en todoe !os ejemploe Be ha tratado 1&fricci6n utilizando una hilera ddgada de
elementos de tensiOn de fiuencia prQpordonal a la presion.

Forja libre
La Fig. 1 reproduce 1&malla inicial de un cilindrQ que ha de ser forjado axial-

mente hasta obtener una reducei6D en altura del 50%. Esta malla es la que Ocupa
el metal antes de comenzar el proceso, y a ella Ie agregamos dos filas de elementos
que contienen el pseudo-material. Las sucesivaspoeiciones de la superficie libre
para cada 10% de reduccion de la altura inicial estan grancadas en 1&Fig. 2. Para
comparar el resultado que da el comportamiento viscoplastico con respecto al caso
lineal -viscosidad constante-, en la Fig. 3 Berecogen 108 perfiles para el mismo.
El ensanchamiento en el centrQ es mas prQnunciado en el caso viscopl8stico, mien-
tras que el caso lineal presenta un perfil mas achatado en esa zona. La Fig. 4
reproduce la forma final, que puede compararse con el resultado experimental,
Fig. 5. EI contorno reproduce exactamente los resultados elCJlerimentales. 5e ua6
un modelo viscoplastico sin endurecimiento por defortllaci6n. Las lineas correspon-
den a curvas de igual concentraci6D luego de resolver la ecuaci6n de transporte. En
este caso, por haber sido regeneradas en cada paso de tiempo, no tienen sisnificado
fisico. Para llegar a esta forma se efectuaron doce reeoluciones a tiempo constante,
la mitad de las requeridas con una formulacioode Lagrange. Este &borro,que cor-
responde a la etapa mas costosa del c81culo, se delle a que Becuenta con lJJ1 campo
de velocidades tambi&1 para la ZOQa aUn no ocupada par e1 material, que sine
como una buena apl'OlCimaciondel que tendra este cuando Uegue. Se buscO COD-

Irontar estos resultados COD 10sque lieobtienen con una lormulacwn de ~ange.
Estoe se recopn en la Fi,. 6 (6), dOIlde se obsena la mejQra que se obtiene, aim
usando menoe elementos. al aplicw el metodo de la pe.euckH:oocentraclOo.



Laminaci6n d. tube.
El paso de aD tubo ain caetura pol' una jaula de trs rodilloe dec.ladoI 1~

es aproximado con un modelo -..xiaimetrico. Las Yap. 7 a 10 muestran el £rente del
material en distintol. momentoI, junto con la forma que ft tomando 1&superficie
libre seg6n co~ al metal 0 al material fieticio. En 1u etapu int.ermedi••
la curvatura de eate perfil est& dada pol' la velocidad relativa entre el rodillo '1
el material: inicia1mente ea mas rapido el rodillo y arr •• tra desde la IUperficie al
material. Luqo el metal avanza mas rapido y en 1•• c:ercani•• del rodillo lie ve
frenado a causa de que 1&fuerza de rozamiento tiene direc:ciOncontraria a 1&del
avance. Si en eada una de eat•• etapu ealculamos 1•• tensiones, liepueden 'vet 101
sueesivos estados de ftexi6n a que ea sometido el material en la laminaci6n, y que
lie evidencian por 1&direc:ciOay el signo de 1&maxima tenai6n principal (Fi&. 11).
Tanto esta como 1&maxima tensi6n de corte (Fi&. 12) liehllCeDcero rap;dameme
en 1&zona de 1&interfu. La forma '1el estado teD8ioDalque lieobtienen cuando el
metalllega al final del dominio coinciden con 101 que suqen de reaolver el problema
en estado estllcionario.

CONCLUSIONES
Se ha aplicado un metodo alternatiw para 1&resoluci6n de problemas DO

estacionarios, y al compararlo con valorea experimentales y COD 101 obtenidos pol'
otro metodo lie encontraron resultados muy alentadot"es, COIl lu ventaju de no
requerir regeneraci6n de 1&malla al acumu1arlle 1&deformllci6n en el material, '1
de poder efec:tuarse puos de tiempo mas largos que en otru formulllciones pol'
contaree con aD campo de velocidades que ocupa el dominio adonde aun no llq6
el material, apraximando el que tendra ~ adelante.

Como Unicaepar&metroa a te&ular fipran el DUmerode reeoIuciones a tiempo
constante que deben bacerae, y entre dos de ellu, 1&eantidad de paI(Xlde tiempo
nec:esarios, bUKando que ambu sean minim •• y permanecie:ndo pol' debajo de un
cierto error admi8ible.

APENDICE
Analisis de Ia estabilidad de la ecuacion de adwccion

La ecua.ci6n
Dc 8c- = - +!l .Yc = 0Dt 8t

8c 8a
at = -ulJz

Apraximando lu derivad •• parciales tenemos 1&ecullCi6nen diferenci•• :

cr·· - et = -u[I(c~:j- c~~p+ (1- ')(eii+t - c:-t)]
At li.z

donde ct es la c:oneentraci6n en el DOdode abacisa iAz en el tiempo kli.t. Aplicando
el aikrio de c:stabilidad de YOU Neumann 17), efectUIDlOI una deseomposieiOn ell
series de Fourier del error entre la lO1uciooeltact.a y la Dumenea para un dado paso
de tiempo, COIl termiDoa del tipo up(at)ezp(jlJz), donde j =A, a = o(lJ) y {J



es real. El criterio dice que 180 componente espacial del error ezp(i{Jz) no ere-
cera con el tiempo si ezp(ao6t) S 1. Sustituyendo ezp(at)e:rP(i{Jz) en (A3) y
dividiendo por e:rp(ako6t)ezp(jIJi6z) llegamos a: .

P( )
1-(1-8)2d"in~

e:r ao6t = --------""--
1+82d "in~

donde d= ~
Para 8 = t

1- d .tin4A!
ezp(ao6t) = . k

1+d.tln 2

que cumple 180 condicion exigida, para cualquier o6t.

[1) O. C. Zienkiewicz, "Flow Formulation for Numerical Solution of Forming
Processes", en J. Pittman, O. Zienkiewicz,R. Wood y E. Alexander, (eds.),
Numerical Analysis of Forming Processes, Wiley, Chichester, 1984, pp. 1-44.

(2) S. Kobayashi, "Thermoviscoplastic Analysis of Metal Forming Problems by
the Finite Element Method", en J. Pittman, O. Zienkiewicz, R. Wood y
E. Alexander, (eds.), Numerical Analysis of Forming Processes, Wiley, Chich-
ester, 1984, pp. 45-70.

(3) J. Huetink, "Analysis of Metal Forming Processes Based on a Combined
Eulerian-Lagrangian Finite Element Formulation", en J. Pittman, R. Wood,
E. Alexander yO. Zienkiewicz,(eds.), Numerical Methods in Industrial Form-
ing Processes, Pineridge Press, Swansea 1982, pp. 501-509.

(4) E. Thompson y R. E. Smelser, "Transient Analysis of Forging Operations
by the Pseudo-Concentration Method". Int J. Num. Meth. Engng. V. 25,
pp. 177 189(989).

(5) O. C Zienkiewicz, E. Onate y J. C. Heinrich, "A General Formulation for
Coupled Thermal Flow of Metals using Finite Elements", Int. J. Num. Meth
Engng. V 17. pp. 1497-1514 (1989)

.(6] C. R. Boer. P. Gudmundson, N. Rebelo, "Comparison of Elastoplastie F.E.M.
Rigid-Plastic F.E.M. and experiments for Cylinder Upsetting", en J. Pittman,
R. Wood. E Alexander y O. Zienkiewicz, (eds.), Numerical Methods in In-
dustrial Forming Processes, Pineridge Press, Swansea 1982,pp. 217-226.

171 A R Mitchell and 0 F Griffiths. "The Finitl' DifferenceMethod in Partial
Differential EquatIOns' Wiley Chichester. 1980



l.t~_~"l. __

.~-~+

· f'
., .

~1:-----a-~.--4--.~-.--;-~.-~"l--I...--1'1



ri'il.r;:=:==:::---------------,-.~-.~-

..;..-~,-.-~.~.-~.~.-~.-.-~.-.-~.-;-~.-.--.-. --,-. -,-..
x

/ Tr L I
, f \. "

\ "
r J \. "- \.
\ '\. " , ,.. ...- \ I I

" \
,\ I tI ,

I



15. NOllE E\.OlDfTS
IIO"U_
I 0II0tll IllTEGIlATlON

&I • NOllE EUMEInS
110 STIlAIN HAlIDE_
S 0II11P INTEGIlATIClIl

50 • _E o..o.NTl
110 STIlAII __

MOUClO IIITE__ 12 CIIlOCIII

\ \ "' " .....•..
\ \ '\ ..••.

80 4NOOE EUMENTS
NO WOIlKHAIlOE ••••••
ADIMA

25. NODED..DIDIT1
NO STIlAIN _E_
4 0II0EIl INTEGIlATIClIl

50 • NOllE I1.DIDITS
110 STIIAlII __
S_ IIITE __

60 ,4NOOE ELEMENTS
NO WOIlKHAIlOENING
RIGID - PLASTIC



L

I!n4.044

I, 3·616

I
~.309

2.941

2. '5"3

2.201
J .838

1.·'rJ

1.100

O.7JS

O.J68

0.
L. \"~I



~ .:;,,4;....J
.....; . '.-4~
, I .4'i€r--,:..J ','

: I .."r~.,.....,
.• r"'.

. ~4. ,,".
L:.;'.'---l.! ;.:..-=; ~ i

·n~·I~'1!=l2';;~~
it i"·'!~4
,n'.2:!4I j .'liS
I 1.'596
I 1.277

I
" 0.958

0.638
'O.Ji9

i
I.

1I
i~

l



1044

1••

•8.

• 218

5 -51

• -331

3 -105

2 -880

1 -1155

,
I

1?It?;;


