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RESUMEN

Se presenta una aplicacién de técnicas de Lagrangianos
aumentados para fluidos viscoplésticos con elementos no conformes.
Este nuevo método permite reducir significativamente el costo
computacional del algoritmo, respecto de los elementos conformes
propuestos originalmente por P. Le Tallec.

En lo que respecta al subproblema térmico, éste se trata por
‘viscous splitting’ con elementos no conformes. Se incluyen
problemas tipicos de conveccion-difusién por ser esta técnica poco
estudiada en la literatura.

Se resuelve un problema de extrusién térmicamente acoplada pera
ilustrar el método propuesto.

ABSTRACT

An application of aumented Lagrangian techniques for
viscoplastic fluids with non-conforming finite elements 1is
presented. This new method allows significant reduction of
computing cost, as compared to the conforaming case originally
proposed by P. Le Tallec.

Yiscous splitting, also with non-conforming elements, is used
for the thermsal subproblea. As this technique has been scarcely
studied in the literature, typical convection-diffusion tests are
included.

A thermally coupled extrusion problem 1s solved to 1llustrate
the proposed methed.




I-INTRODUCCION

La resolucién ' de flujos viscoplasticos es de utilidad,
pricipalmente, en la simulacién de procesos de formado de metales y
polimeros. Desde los primeros calculos, resultd claro que no es
realista asumir que el proceso se desarrolla isotérmicamente [1}.
Esto se ve agravado por la fuerte dependencia que, en los rangos
de trabajo, tienen las propiedades de los materiales modelados con
la temperatura [1-5].

La generacién de calor propia de la deformacién platica es, en
las aplicaciones, una de las principales fuentes de cambios de
temperatura. Resultan asi problemas fuertemente acoplados.

El tratamiento con elementos finitos de este tipo de problemas
se 1inicié en 1978, con el trabajo de 0.C. Zienklewicz, P. Jain y
E. Ofiate ([3]), posteriormente generalizado en 1981 ([1]. Los
incesantes avances tanto en el tratamiento del caso isotérmico como
en el de la ecuacién de la energia hacen que las técnicas usadas para
el acoplamiento se hallen en constante desarrollo.

El presente trabajo describe una experiencia que realizamos
en la resolucién de fluidos viscoplasticos térmicamente acoplados.
La novedad consiste en el uso de métodos muy recientes para los
subproblemas térmico y dinamico, combinados como es usual segin
sustituciones sucesivas. En particular, {mplementamos con los
elementos no conformes lineales de Crouzeix-Raviart el método de
viscoplasticidad por Lagrangianos aumentados introducido por P. Le
Tallec {B]. Estos elementos presentan ventajas por el menor
llenado de las matrices y la facilidad de precondicionamiento
(escaleo elemento a elemento) [14], siendo esta sin embargo la
primera experiencia en nuestro conocimiento de usarlos en este

contexto. La parte térmica la tratamos con un algoritmo de
“viscous splitting” [22], combinando el  método de las
caracteristicas con el Galerkin convencional. Este tipo de

técnicas, emparentadas con las denominadas Lagrange-Galerkin, son
objeto de Iintensivo estudio en la actualidad [20-22]. Para la
temperatura usamos triangulos lineales no conformes [18], e
incluimos los resultados de pruebas realizadas en tests habituales
de conveccién-difusién. Consideramos esto Gltimo oportuno por lo
escaso de la documentacién al respecto en la literatura.

El plan de este articulo es el siguiente: En las secciones II \
II1 presentamos, respectivamente, las técnicas que utilizamos para
los subproblemas dinamico y térmico. La seccién IV la dedicamos a
resultados nimericos, tanto los menclionados en el parrafo anterior
como los correspondientes a la simulacién de un problema de
extrusién. Por Gltime, nos permitimos algunos comentarios finales a
modo de conclusién.

IT-TRATAMIENTO DEL SUBPROBLEMA  DINAMICO: LAGRANGIANOS
AUMENTADOS

Cuando la temperatura es dato, sl el potencial de disipacién del
fluido es convexo en todo punto y se desprecia la inercia, los campos
de velocidad (V), de tensién (o) y de presién (p, el fluido se asume
incompresible) puede calcularse utilizando técnicas de Lagranglano
aumentado.

>
En efecto, st (B, H,A) es punto de ensilladura de
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r‘;{r:]: frontera de Dirichlet (Neumann) donde se conoce la
<>

velocidad 3. (la fuerza §).

5

f: fuerzas misicas.

r: 09R, rix) z « > 0: campo escalar auxiliar.

.R > 0 : parametro auxiliar.

D : operador gradiente simétrico.
se cumple
+> 3
v=g (5)
>
Dv = H (8)
c+pil=-rA (7)

El algoritmo resolutor que utilizamos, de tipo Uzawa con
relajacién por bloques, puede verse en Refs. 6 y 10.

La discretizacién por elementos finitos fue llevada a cabo
con interpolantes lineales no conformes para la velocidad,
mientras que 1los demAs campos son aproximados por campos
constantes en el interior de cada elemento (9]. Esta eleccién

impide realizar las integrales de (i) que involucran a DY sobre
todo el dominio, por lo que dichos términos son Integrados sélo
sobre la unién de los interiores de los elementos, como es usual
en aproximaciones no conformes.

En lo que hace a la eleccién de Ry r, principal desventaja
de la introduccién del Lagrangiano aumentado, nos reaitimos a
ref.12 por una exposicién del criterio utilizado.

III-TRATAMIENTO DEL SUBPROBLEMA TERMICO: VISCOUS SPLITTING
En este caso no es posible despreciar los términos

convectivos [1-5], por lo que es necesario resolver la ecuacién de
conveccion~difusioén
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g;+3.v1'-cv’1'-h_ (8)
con adecuadas condiciones de contorno. En (8), ¢ ‘es 1la

difusividad térmica y h las fuentes.  Para ellos utilizamos el
sigulente algoritmo de "viscous splitting” [22].

ALGORITMO: Con T™*(x) (=T(x,t,)) conocida, calctlese T*! segin

PRIMER PASO: Hallar ’I‘(x,t) solucién de

g-:— + 3.7} =0 (9.a)
‘}(x.t“) = T(x) (8.b)

L ]
SEGUNDO PASO: Hallar T™'(x) como T (x,t_ ), con T que

1

cumple
BT' *
T - - h (10.a)
- -~
T (x,tn) = T(x.tnﬁ) ) (10.b)
donde tn, t.m1 pertenece a una discretizacién temporal arbitraria

¥, puesto que estamos interesados en el caso estacionario, el
cédlculo se corta si ™! es lo suficientemente proxime a ™ (211,

El segundo paso se discretiza y resuelve por el método de
Galerkin usual (es un problema de difusién), con triangulos
lineales no conformes como los usados para cada componente de: la
velocidad [18]). Para el primer paso, en cambio, utilizamos la
aproximacién (proveniente del método de las caracteristicas)

oT TGt ) = T, t)

_)
= ¢+ V.VT (11)
aT t -t

n+l n

donde X es la posicioén ocupada, al tiempo tn. por la particula que

al tiempo tM’ estéa en XxX. De acuerdo a esto, la solucién del
primer paso en cada nodo Pl de 1la red (posicién x‘) es

-

Tx, t, )=T(x,t) (12)

Por dltimo, la evaluacién del punto x en (11) y (12) se
realiza segan [17]

%= x - At J(x,t ) (13)
~ 0+l

lo cual es aceptable si la velocidad no varia fuertemente en el
dominio. Esta evaluacién puede mejorarse usando un esquema de
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- Runge-Kutta de- seg\mdb orden [18], que no implementamos.

IV-RESULTADOS NUMERICOS

Los resultados que pt'eléntms en esta seccién pretenden
demostrar el buen funcionamiento del método propuesto, tanto en el
caso global del acoplamiento termomectnico como en el de cada uno

de los subproblemas aislados. Por esto, presentamos cada caso en
subsecciones separadas.

IV.a. Conveccién-difusién

Realizamos varias pruebas de 1la técnica propuesta (cf.

secci6én I11), las que nos permitieron concluir que se trata de un
esquema suficientemente robusto y eficiente. Reproducimos a
continuacién dos tests habituales en este é&rea.

En primer lugar, el problema conocido como “convecciétn
transversal a la red” [16], cuyo planteo se esquematiza en 1la
Figura 1. Utilizamos una red de 10x10 cuadrados lguales,
partido cada uno en dos triéngulos. .Los resultados que mostramos
en la Figura 2 (8 = 22.5, 45 y 67.5 ) son de precisi6n similar,
por ejemplo, a los obtenidos con el método SUPG [16]. Cabe
destacar que el pequefio sobrepico a la entrada se debe a la
graficacion de la solucién sobre una red conforme auxiliar.

T
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e € = '0.‘
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0l T=0
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Fig. 1 Primer problema ejemplo de conveccién-difusién
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Fig. 2 Resultados obtenidos para el problema de Fig.1l.
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El segundo problema que presentamos puede verse también en
Ref.10-12 y 23 resuelto por otros métodos. El campo de velocidad
es uniforme y de médulo unitario en la direccién horizontal. Las
condiciones de contorno son homogéneas de Dirichlet en toda la
frontera. Otros parémetros son: ¢ = 0.001, h = 1, Los resultados
que obtuvimos (ver Fig.3) son satisfactorios en comparacién con
los de las referencias antes citadas (una vez mas, atribuimos las
oscilaciones leves de las isolineas a defectos de graficacién).
la red utilizada consta de 240 nodos, y estd algo densificada
sobre las capas limites.
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Fig. 3 Resultados del segundo test de conveccién-difusién

IV.b. Viscoplasticidad

De las pruebas queefectuamos a nuestro método de solucién del
subproblema dinamico, incluimos un caso de extrusién con
parédmetros - similares a los correspondientes al conformado
industrial de Zircaloy-4. La red y dimensiones pueden verse en la
Figura 4. Fijamos la velocidad de entrada en 4 cm/seg, y asumimos
un modelo viscoplastico de Norton-Hoff [7,15]

P
p(6) = % (w2 ) |e:6|*? (14)

con k = 400 (kgr,/cnz)up seg, p = 1.227.
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Fig. 4 Red y dimensiones del problema de extrusién

Al algoritmo de Uzawa requirié 350 iteraciones para alcanzar
una tolerancia (en tensién) de 3.0E-04. Los campos de presién y
tensién equivalente obtenidos pueden verse en las Figuras 6.a y
7.a. Cabe destacar que la aparicion de picos de presién y tensiéon
en el éangulo derecho (que no ocurre en el caso newtoniano)
concuerda con resultados obtenidos con una aproximacién de sélidos
en pequefias deformaciones por S. Urquiza y F.G. Basombrio [13].

IV.c. Acoplamiento termomecénico

Finalmente, presentamos el caso de extrusién de IV.b resuvelto
con nuestro método bajo las siguientes hipétesis:

- k(T) = (400 - (T-1000°K) x 0.5/°K] (kgr/cm’)'’® seg  (15)
-p=1.227
- toda la energia de deformacién se transforma en calor.

- temperatura de entrada : 1000°K.

paredes adiabéticas.

difusivided térmica : 0.8 ca’/seg.

densidad : 6600 kg/m’
- calor especifico : 370 J(k(‘l)

Fueron necesarias s6lo tres iteraciones del algoritmo global
pars la convergencia. Los campos de disipacién y temperatura
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calculados pueden verse en la Figura 5. De este dltimo, y de
{15), resulta un “"ablandamiento” del material que se refleja en
los campos de presién y tensién equivalente obtenidos (Figuras 6.b
y 7.b).

La significativa variacién de, por ejemplo, la presién en el
pist6én ratifica las afirmaclones de otros autores [1-5] sobre la
importancia del acoplamiento termomecénico en la préactica
industrial.

V - CONCLUSIONES

Hemos descripto un nuevo método pera la resolucién de flujos
viscoplasticos térmicamente acoplados, basado en aproximaciones no
conformes para velocidad y temperatura, que combina técnicas
recientes para el tratamiento de la viscoplasticidad (Lagrangianos
aumentados) y de la conveccién-difusién (viscous splitting).

Como conclusién general, también en nuestro trabajo se ha
puesto de manifiesto la importancia del acoplamiento termomecénico
en este tipo de problemas de extrusiétn (ver también [1-5]). Se
observan picos localizados de temperatura. En nuestro ejemplo
dichos incrementos térmicos no son excesivamente agudogs porque la
difusividad utilizada es varias veces superior a la real, pero de
otra manera la complejidad de los resultados impediria comprober
el buen funcionamiento del método.

Los elementos no conformes han peraitido reducir
sensiblemente el numero total de iteraciones del sub-problema de
Stokes, haciendo mas eficiente al algoritmo. Resultan ademas
atractivos por su extension natural a situaciones
tridimensionales. Como contrapartida, en nuestra experiencia
hemos notado que su wutilizacién es delicada: en cilertas
circunstancias el comportamiento no es el esperado y, dada su
naturaleza, el post-procesamiento de resultados se hace
dificultoso por 1la necesidad de recurrir a promedios nodales de
las magnitudes calculadas, hecho que ocasionalmente puede acarrear
oscilacliones espareas.

El gran nimero de iteraciones requeridas para la simulacién
numérica de la extrusion debido a la disparidad de valores de la
viscosidad (zonas muy rigidas y zonas muy fluidas), hace que se
esté frente a un severo problema del tipo “stiff”. En tal
sentido, resulta imprescindible destinar un significativo esfuerzo
para mejorar la convergencia a traves de técnicas de
pre-condicionamiento (ver Ref.12 por técnicas adecuadas para
elementos no conformes) y de una eleccién adecuada del campo r(x)
(ver Ref.6).
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