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Se presenta una apllceci6n de t6cnicas de Lagrangianos
auaentados para tluidos viscopl'stlcos con eleaentos no contoMleS.
Este nuevo a6todo peraite reducir signiticativamente el costo
cOllputacional del algorit.a, "'lIpecto de los eleaentos contor.es
propuestos orlgi.nalaente por P. Le 1allec.

ED10 que respecta al subproble_ Uraico, 6ste se trata per
'viscous splitting' con eleaentos no contoMleS. Se Incl~1l
proble88S tipices de convecci6n-ditusi6n por ser esta t6cnica poco
estudiada en la Ii teratura.

Se resuelve 110proble_ de extrusi6n U:rllicaaente acoplada para
llustrar el a6todo propuesto.

An application ot a~ntecl Lacrangian techniques tor
viscoplutlC fluids with non-contor.ing tlnlte eleaents is
presented. This DeWaethod alloWll signitlcant reductlon ot
COllp1tingcost. as coaparecl to the contonting case originally
proposed~ P. Le 1allec.

Viscous splitting, al_
tor the thenaal INbproble•.
studied in the 11t_ture.
included.

witit non-contonting eleaents. is used
As this technique has been scarcely

typical convection-dittusion tests are

A ther_lly coupled extrusiGll pl'Oblea is _lved to lliustrate
the proposed aethod.



La resoluc:16n de fluJos vlscoplisticos es de utllidad,
priclpalJDente. en la slmulac16n de procesos de formaclo de IMltales y
polilMlros. Desde los prilMlros cAlculos. result6 claro que no es
reallsta asualr que el proceso 5e desarrolla lsot6rmicamente [lJ.
Esto se ve agravado por la fuerte dependencla que, en 10s rangos
de trabaJo. tlenen las propiedades de 105 .ateriales IIOdelados con
la temperatura [1-5).

La generac16n de calor propla de la deforBaCi6n platlca es, en
las aplicaciones. una de las principales fuentes de c_blos de
temperatura. Resultan asl proble-.s fuerte_nte acoplados.

El trataalento con elellentos flnitos de este tipo de probleMS
se Inlci6 en 1978. con el trabaJo de O. C. Zlenkiewicz, P. .Jain y
E. onate [3], posteriorlllente general1zado en 1981 [11. Los
Incesantes avances tanto en el tratamlento del caso isot6rmlco como
en el de la ecuac16n de la energia hacen que las tecnicas usadas para
el acoplamiento se ballen en constante desarrollo.

El presente trabajo describe una experiencla que real1z8JllOs
en la resoluci6n de fluidos viscopluticos terllicamente acoplados.

La novedad consiste en el uso de _todos lIuy recientes para los
subproblemas termico y dlnamico. cOllbinados como es usual segUn
sust ituclones sucesi vas. En particular. illplementaaos con los
elementos no conformes lineales de Crouzelx-Raviart el metodo de
vlscoplasticldad por Lagrangianos auaentados Introducido por P. Le
Tallec [6]. Estos elementos presentan ventajas por el menor
llenado de las matrices y la facll idad de precondiclonamiento
(escaleo elemento a elementol [14J. siendo esta sin embargo la
primera experiencia en nuestr'o conocialiento de usarlos en este
contexto. La parte t6rlllca la tratamos con un algorltJllO de
·viscous splitting" [22], collblnando el metodo de las
caracteristlcas con el Galerkin convenclonal. Este tlpo de
tecnicas, emparentadas con las denominadas Lagrange-Galerkin. son
objeto de intensivo estudio en la actual1dad [20-22). Para la
temperatura usamos triangulos 1ineales no conformes [ 19). e
inclulmos los resultados de pruebas reallzadas en tests habltuales
de convecc16n-d\fus16n. Conslderamos esto ultimo oportuno par 10
escaso de la documentaci6n al respecto en la llteratura.

El plan de este articulo es el siguiente: En las secciones II y
III present amos, respectlvamente, las tecnicas que utllizamos para
los subproblemas dinamlco y terllico. La secci6n IV. la dedic8.lllOs a
resul tados nUmericos, tanto 105 IIlencionados en el parrafo anterior
como los correspondientes a la sl11ulaci6n de un problema de
extrus16n. Por ultll1O. nos perllltillOS algunos co.entarios finales a
modo de conclus16n.

I1-TRATAMIENTO DEL SUBPROBLEMA
AUHENTAOOS

Cuando la temperatura es dato, 51 el potencial de disipaci6n del
fluldo es convexo en todo punto y se desprecia la inercia, 105 c..-pos
de velocldad (~), de tens16n (~) y de pres16n (p, el fluldo se asume
incollpresibleJ puede calcularse ut1l1zando tecnicas de Lagrangiano
aumentado.

-+
En efecto, 51 (~, H,A) es punto de ensl11adura de
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El a1gorltllO reso1utor que utiliZUlOs, de tlpo Uzawa.con
relaJacI6n por bloques. puede verse en Refs. 6 y 10.

La discretizaci6n por ele.entos rinltos fue lle_da a cabo
con Interpolantes lIneales no confor.es para la velocidad.
aientras que 108 dell6s caapos son aproxll1ados por caapos
constantes en el InterIor de cada ele.ento (9). Esta elecci6n
impide realizar las integra1es de (1) que Involucran a W sobre
todo el do.inI0. por 10 que cl1cbosU:r.Inos son Integrados 8610
sobre la uni6n de los Interiores de los elementos. co.a es usual
en aproxI.aclones DO conforMS.

En 10 que hac. a 1a elecci6n de R y r, princIpal desventaja
de la introducci6n del Lagrangiano aUlllentado. nos realt1_ a
ref. 12 por una exposici6n del criterI0 utilizado.

En est. caso DO es po&Ible despreciar 10s Ur.Inos
convectlvos (1-5). por 10 que es neceslU"loresolver la ecuaci6n de
convecc16n-dlrU.16n



con adecuadas condiciones de contorno. En (8), c es 1.
dlfusivldad t~r.lca 'Y h 1all fuentes. Para .nos utll1z&llOs e1
slgulente a1gorltao de ·vlscous splitting- 1221.

ALCORITI«):Con TA(x) (=T(x,tA» conoelda, calcu1•• e Tn+tseg1ln
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SEGUNDOPASO: Hallar Tn+t(x) coao TSCx,tn+t),
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donde tn' tn+t pertenece a una dlscretizae16n teaporal arbltrarla
y, puesto que estamos lnteresados en e1 caso estaclonarl0, e1
calculo se corta sl Tn+tes 10 suflclente~nte pr6xlaa a Tn (21].

El segundo peso se dlscretlza y resuelve POl' el Jl6todo de
Galerkln usual Cell un prob1e_ de dlfus16n), con trltmgulos
lineales no conforaes coao 10s usados para cada coaponente de la
velocldad [19]. Para el prlaer paso, en caabl0, util1zamos la
aproxl111aC16n(provenlente del I116todode las earaeterlsticas)

8T ~ T(x, tn+l) - T(~, tn)
aT + v. VT ~-------~

t - t
n+t II

donde ~ es 1a poslcl6n ocupada, al tle.po tn' POl' la partlculaque

al tie.po t n+l est.. en x. De acuerdo •• esto, la soluc16n del
prlaer paso en cada nodo PI de 1•• red (poslcl6n xI) es

A

T (X" tl\+l) • T (~" tn)

Pol' ultlao, la evaluacl6n del punto ~ en (11) y (2) lie

reallza seg1ln (17}

)( • )( - At. ~(x, t )
- n+2

10 cual •• aeeptable 5.1 la velOCldactno varia fuel'tellente en e1
c1oIIll\lo. Esta evaluac16n puecte_JOrarse uaando un esque_ de



u. •.••ultados que presentlUlOSen est. secc16n pretenden
de.,slrar till huen fUhClo~lenlo del •• locSopropueato, lanto en el
caso global del aeoplaalento ler-o-ec~lco co- en el de cada uno
de 105 aubproble_ aisiados. Por esto, p••••enlUlOllcada easo en
subseccloMS separadas. .

ReallzlUlOSvarIes pruebas de la t6cnlca propuesta (ct'.
secci6n III). les que nos penaltleron concluir que Be trata de un
esque_ suficiente-ente robusto y ericiente. Reproduci.os.
conlinuaci6n dos tests habituaies en eate ire•.

En pri-er lugar, el proble_ conocido co.a -conveccl6n
transversal a la red- (16], cU)'Oplanleo Be esque_tlza en 1.
Figura. 1. utlllzallOS una red de IOxIO cuadrados i8\1ales,
partIdo cada uno en doll trl~los. Los resultados que .,.lra.as
en la Figura 2 (8 • 22.5-, 45 Y 67.5-) son de precisI6n al.Ilar,
por eJeapl0, a 105 obtenldoll con el •• locSoSUPC [16]. cabe
deslacar que el pequefto sobrepico • 1& entrada. Be debe a 1.
graficacI6n de la so1uci6n sobre una red confOrM auxlliar.



El segundo proble_ que present_os puede verse t_bi6n en
Ref.l0-12 'Y23 resuelto por otros Jll6todos. El campode velocldad
es unlforme 'Yde -odulo unltarlo en la dlreccl6n horizontal. Las
condiciones de contorno son hollOg6neasde Dirichlet en toda la
frontera. Otros par~tros son: c • 0.001, b • 1. Los resultados
que obtuvlllOs (ver Fig.3) son satlsfactorios en co.paracl6ncon
los de las referencias antes cltadas (una vez .as, atribuillOs las
oscllaclones leves de las lsol1neas a defect os de graficacl6n).
La red utllizada consta de 240 nodos, 'Y est6. algo densiflcada
sobre las capas llmltes.

r /' r r

'- •..•...
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• Iettet: ••
I 13tteC"
2 ••••••
J 1.011«.
4 '.I2t8E+e.
5 1.ISIllE+"
6 8.1eeeE+"
7 1.21.+"
8 • 24t1l[•••
• 1.2'1_+"

18 '.3Mllt +II

De las pruebas queefeetuamos a nuestro Jll6todode solucl6n del
subproble_ din6.mico. inclulllOs un caso de extrusl6n con
para.etros simllares a los correspondienles al conforll8do
industrial de Zircalo'Y-4. La red 'Ydimensiones pueden verse en la
Figura 4. FiJ8.IIOsla velocidad de entrada en 4 clll/seg. 'Yasumi.as
un -ooelo vlscopl6.stico de Norton-Hoff 17,15]
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Al algoritllO de uzawarequiri6 350 iteracl00es para alcanzar
una tolerancia (en tensi6n) de 3.0E-04. Los c8llpOsde presi6n '¥
tensi6n equivalente obtenidos pueden Yerse en las Figuras 6.a '¥
7. a. Cabe destacar que la aparici6n de picos de presi6n '¥ tensi6n
en el 6.ngulo derecbo (que no oc:urre en el caso nevtoniano)
concuerda con resultados obtenidos con una aproxillaCi6nde sbl1dos
en pequeftas deCor_clones por S. Urquiza '¥ F.C. Basoabrio (13).

Final_nte, present&llOsel caso de extrusi6n de IV. b resuelto
con nuestro a6todo baJo las sigulentes hip6tesis:

- k(T) • (400 - (T-l000·~) x O.5/·~J (qr/ca2)uP sel (15)

- toda la eneraia de deCorlll8Ci6n_ tra.tor.. en calor.

- teaperatura de entrada : l000·~.

- paredes ulal*t1cu.

- dlfUlllvldad UIMllca : 0.8 cat/sel_

- delllJlda4 : 6600 ta/a3

- calor •• ,.cif1co : 370 J(lCI·~)

Fueron neceRr'1_ 11610 tres 1teraclolWB del a1aorl tllO Ilobal
para I. con"""'1IC1... I.oe c:aIIfIOB de disl.-c161l '¥ telllJeratura
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calculados pueden ve"", en la Flaura S. De est. 61tl-.o. '1 de
(15), resul ta un "ablandaalento" del _terlal que •• refleja en
los c_pos de presl6n '1 tens16n equlvalente obtenldoe (Flgura.s 6.b
'1 7. b).

La slgntrlcativa varlael6n de. POI'ejeaplo. la pres16n en el
plst6n ratlf1ca las aflruclones de otros autores [1-51 sobre la
laportanela del aeopl_lento teraoMcinlco en la pr6cUca
Industrial.

Heaos descrlpto un nuevo _todo para la resoluc:16nde flujos
vlscopl6.stlcos t6ralcaJlente aeoplados. basado en aproxl~lones 110

conformes para velocldad '1 teaperat~. que coablna t6cnlcas
recientes para el trat_lento de la vlscoplastlcldad (t.avanglanos
au_ntados) '1 de la convece16n-dlfus16n(viscous spl1ttlnc).

COIIIC) conelusl6n general. t_b16n en nuestro trabajo se ha
puesto de aaniflesto la iaportaneia del aeopl_lento ter-.oaecinlco
en este tlpo de problelllaSde extrus16n (ver t_bl6n (1-51I. Se
observan pleos locallzados de te.perat~. En nuestro ejellplo
dlchos Incre_ntos t6rlllcos 110 son exceslvaaente agudos porque la
dlfuslvldad utll1zada es varlas veces superior a la real, pero de
otra aanera la complejldad de 105 resul tados lapedlrla coaprobar
~l buen funclonaalento del _todo.

Los eleaentos no confOrMS ban peraltldo reduclr
senslbleaente el nUaero total de Iteraeiones del sub-proble_ de
Stokes. haclendo .as ertclente al algorl t-.o. Resultan adeII6s
atractlvos pol' su extens16n nat~l a sltuaclones
trldl_nslonales. Coao contrapartlda, en nuestra experlenela
heaos notado que su utll1zae16n es del1cada: en clertas
clrcunstanclas el comport_lento 110 es el esperado Y. dada su
naturaleza. el post-proc•••• lento de resul tados Be hace
dlflcul toso porIa necesidad de recUM"lra pro_dlos nodales de
las lIlllgJlitudescalculadas, hecho que ocaslonalaente puede acarrear
oscilaelones espareas.

El gran nQaero de iteraelones requerldas para la s1aulae16n
nu.aerlca de la extrus16n debldo a la dlsparldad de valores de la
vlscosldad (zonas IIUY rlg1das y zonas IIUY fluldasl. hace que Be
est6 frente a un severo proble_ del tlpo "sUrf". En tal
sentldo, resulta iapresclndlble destlnar un slgnificativo esfueno
para -Jorar la convergeneta a trav6s de t6cnlcas de
pre-condlclonaalento (ver Ref.12 per t6cnlcas adecUBdaspara
elellentos no confo.--) y de ilia elecc16n adecuada del c~ r(x)
(vel' Ref.6).
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