EFAD: UM CODIGO NUMERICO PARA RESOLVER PROBLEMAS DE
TIPO ADVECGAO-DIFUSAO PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Jorge H.S{lvestrini
Edith B.Camano Schettini
Alunos do Curso de Pos-Graduacao em
Engenharia de Recursos Hidricos
Ingtituto de Pesquisas Hidraulicas
Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Rara M.Luzzi Rosauro
Professora, Instituto de Pesquisas Hidraulicas
Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Porto Alegre - Brasil

RESUMO

Apresenta-se aqui um codigo numérico para resolver problemas g0
vernados por um tipo de equacao diferencial de 22 ordem, bi-dimensio
nal, transiente, ligada aos casos de fluxo em meio poroso, cranspor-
te de uma determinada propriedade e escoamento irrotacional, atraves
do método dos elementos finitos. As matrizes dos elementos foram cal
culadas a partir do metodo dos residuos ponderados com o critério de
Galerkin. O codigo permite trabalhar com elementos triangulates e re
tangulares 11neares. Uma nnalise de erros e convergencia paraos dois
tipos de equacoes mais usadas € efetuada a partir de dois problemas
com solugcao analfitica conhecida. Um destes problemas refere-gse a di-
fusio pura e o outro ao transporte uni-dimensional transiente de uma
propriedade. Duas aplicacoes do codigo sao apresentadas.

ABSTRACT

A computer program is presented for solving two-dimensional
transient problems governed by a second order differential equation.
The problem deals with groundwater flow, irrotational flow and trang
port of any substance, using the Finite Element Method. The element
matrices are calculated using the Galerkin Weighted Residual Method.
The program can deal with triangular convergence is performed using
tvo problems with given analytical solutions, the first one refers
to pure diffusion and the second to the one-dimensional transport of
a given substance. Two applications of the program are presented.
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INTRODUCRO

Uma importante parte dos problemas que o cngenheiro enfrenta ho -

je em dia podem ser anslisados a partir da .odchcno matemitica. Boa
parte destes problemas, principalmente os: ligados @ hidromecanica,po

dem_ser-descritos por wsa sjuacio difersocial de ssgunda ordem, do .

tipo de adveccio~difusio bi-dimsastonsl, trassiente, ou uma simpliff
cacdo desta. Como exemplo podem—se citar o fluxo ém meios porcsos sa
turado ¢ nio-saturado, o transporte de massa ou calor num meio conti
0 ¢ O ucmnto 1rtotaciou1

Com 0 obje:ivo de atingir estes tipos de problemas fol desenvol
vido um codigo numérico que utiliza como ferraments o método.dos cle
mentos finitos. A escolha deste método: uuh-n yuucipaluato. no
fato de ser muito versitil me facorporscse. de coadicon de contorno,
8a possibilidade 'de s¢ realizar ume boa dherctu.cu do dominio,
na relativa facilidade que spresenta sus smplisc¢io: para cesos  tri-

dimensionais e, por Gltimo, swa sisplicidade pars “lpor progrmu

;cuin como o do tipo npmcntado.

4] anolvimto d-«eoduu numiricos tem sido wes tarefa con-
tinua, principalments na drea de andlise de Estruturas e Mecanica
dos Fluidos, aportando solucoes a uma grande quantidade de problemas
de engsnharia. Estes cidigos, porém,: necessitam de um suporte compu-
tacionsl que nio ¢ sempre ‘d1sponivel. Com o objetivo de atingir uma

% \uiriol cn- . d1spe uﬂaﬁ ,&e co-putlﬂoru tipe. ?C ou se-

mxmmm

‘0 problema geral trmiut"e, m -dominto bi—diunsiml @, 14
-:ludo pela fronteira T, '@ rcgido por:

a «3? "H‘h 00)* W@v % o#)+5qi (xi). 6 (n) S
onde ¢ ¢ a varia;\;ei incognits ¢ a, u, v, Dx, Dy, Qi(xi) e §  sdo
funcoes dadas ¢ § (xi) é o delta de Kronecker.

A solucao de (1) estari sujeits as condi¢des de contorno |1]:

~ tipo Dirichlet: ¢ = 3 (x,y;t) em T (2.2)

- tipo ncm Dx -5 nx+ o 4q -'o e-‘ I (2.b)

- tipo Cauchy: Dx- *5; ax+ ‘7"'“ "’ J=0 ea T3 (2.c)

| ﬁxgx

e a condicao intcial:

4 (x,y,0) = &4x;y) em Q )

onde T UT2UT, T, % (x,y,t) & a condicao prescrita na frontei
ra T1, nx s ay sio as co-pmntes do vetor normal a curva 2, q e h
sao funcoes conhecidas que atusm em Tz2e¢ T respectivamente, ¢, &
uaa funcao coshecida que atua fora do dan[nio T & (x,9) ¢ o valor
conhecido de ¢ ‘para t« 0,
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Deve-se salientar que determinados problemas como o de fluxo, em
meio poroso m-utuudo. ou o caso de aqu{fcro livre, sio nao-linea-
res. Portanto, seri de interesse que os parimetros u, Vv, Dx, Dy e @
adnitam ser funcio de ¢, x, y e t.

Esta primeira apresentacao do eddigo numérico serd destinado R
problemas lineares. Deixa-se, portanto, para uma futura apresentacio
os casos nao-lineares.

Como foi dito anteriormente a meta de utilizacdo do codi;o fol
fixads para determinados tipos de problemas. Estes problemas sido lis-
tados na Tabela 1 com o correspondente significado fisico da variivel
dependente, os parametros e as condicoes de contoruo eavolvidas.

Virios destes parametros dependem da propriedade que se esti
transportando. Por exemplo: no caso de transporte de massa, 0 terwo
de perda ou ganho S, depende do tipo da substincia representada por
¢ . Asgim, se ¢ a:

- Substancia conservativa: S = 0 (4.a)
- DBO (Demanda Bioquimica de Oxigénio)
5'-(kl+t)0 + Lla (4.b)
s
- 0D (Oxigeénio Dissolvido)
s"“z’nno“‘,‘c’")‘m" | (4.c)

onde kl : proporcao de reacao clrbouacu de DBO, k : coeficiente de
tuerucao. ks ¢ cocficientc de remocao de DBO por udinnnuo e ad-
sor¢éo, La : proporcdo de adicao dc DBO no trecho, Cs : coeficiente
de ututacw de OD ¢ Db : a remogao de oxigénio devide a dnpositos
bentonicos, relpirac&o de plantas ou aumento de oxigeénio atraves de
fotossintese | 2| .

No caso de aquifero semiconfinado, o termo S representa uma re-
carga ou descarga da: cauda semiconfinante sobre o aquifero, ¢ ¢ ava-
liado como:

S=(9-¢)% ‘/ d' , : (4.4)

onde k' & a permeabilidade do squitardo, d' sua upcuuri. ¢'e sen
nivel piezometrico e ¢ o nivel piezométrico do aquifero.

METODOLOGIA DE CALCULO
0 codigo numeérico desenvolvido usa o método dos residuos pondera
dos com o critério de Galerkin para avaliar as matrizes de rigidez do

¢lemento ¢ o8 vetores carga. Desta forma a asbordagem tradicional
I 1,3 requer que:

Jp@ LCaN - N w® 40 (). (s)
com $(®) [ x®](e (e - (6)
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onde o Indice (e) tnglca elemento, N sio as funcies forma, £ é
o vetor carga ¢ ¥'%’ o vetor de uloru nodais para um elemento gend
rico.

' mo:ituuo (1) em (3) pbtiu-u a exprassio ;crcl do ruiduo
g (@) (eh 7 , 3% a%¢ _ 3¢ - (0) ,n(e)
@@ O gt n,;,ﬁ-o,; 52 - agbates) Va7

& usa satris inter-slismento da format
a®y ., | w®) Ty hn‘ -1 [u“’) Te,, am}(a“’] qdl (8)

As funcoes forms mmmm A% 1inssres do clmto trian-
sular o retangular| 4| . Portanto subsatituindo essss fungdes. formas
na expressdo (7) o (8), o uoamdn A tomlm ccubmu uu o ter-
=m0 transiente, obtemos:

{x}=[¢] (?} +[x] u} -iry , ')
t

onde [ C] i a matris de capscitincia, { %3 s watris de rigidez, na
qual foram colocados o8 termos de difusso, aéwecn ¢ decaimento,
{ ® } o vetor carga, responsivel nh sxcitacio do dominio.

Considerando agora uma discretizacdo em difereucas finitas de ti
po regressivo para a derivada temporal e operando, a equagao (9):1:..

{[c ]+ de [R]HeY,,,, = {[c]~ -6) &¢ [‘]"‘}c +

+ acl(1-0) (1), ¢ 0 (7}, } (10)

A‘ escolhs do 6 nos derd os quatre esquemas mails populares:
8= 0 Explicito (Condicicnalmente sstivel)
® = 1/2 Crank Nickolson (Incomdicionslmente ;ntivcl)
8 = 2/3 Galerkin {Incondicionslmente estivel)
6 =1 'Pull Implicit' (Incomdicionalmente estivel)
A equacao final a resolver serd do tipo:
[a] (0, po=[2] te} + (r})
ou

I."A] Wg = (e} . (11)

A utul [A] é uma matrizs banda & simétrica se os termos advee
t:lvoo nao uo 1ncomndos (caso de fluxo em meio poroso). A resolu-

cio de (11) @ feita através de eliminaciao da Gauss.
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ANALISE DE CONVERGENCIA

Estas amilises foram feitas fnn dois tipos de equacoes. A pri-
meira referente ao problema de difusao pura ligado aos casos de fluxo
em meio poroso e¢ a outra ao problema de adveccao-difusao uni-dimensio
nal ligada aos casos de transporte de uma deteruudn propriedade.

Caso 1: 0 probhu a resolver &

s 1 0 3*9 j (12)
- ) em 0
L 3! ay?

Condicao de contorno: @(t) = 0 em T
Condicao inicial : %x,y,0) = gen (¥ x)sen(¥ y/2)
Solucao analitica : #(x,y,t) = exp (-5t/4)sen(T x)sen(¥ y/2)

0 <mox <= e 0 <ay <=2

A medida do erro fol avaliada a partir 4o erro quadratico medio
(EQM) Teferido ao valor medio da solucac analftica. _© problema foi re
so‘lvigo para tres diferentes malhas, mantende o parametro 2 Dx At
(A -1, Este parametro permite a determinacao do At nestes tipos
de problemas e assegura a estabilidade incondicional do mesmo ISI .
erros calculados para cada discretizacao e para 6 = 1/2, 2/3 ¢ 1 sao
apresentados na Tabela (2.a).

A experimentacao sumérica demonstrou que, para o tipo de equacao
tratada (difusao pura, sem termo de fonte ou sumidouro) a melhor dis-
cretizacao temporal & dada pelo método de Galerkin, ou seja, 8 = 2/3,
independends da discretizacao escolhida.

Caso 2: .0 pro’bim & Tesolvet ¢

3¢ 3¢
2. pi®.y x>=0 0O<e<?t (13)
at 3x2 %
Condicio de contorno: ¢ (0,t) = 1 t>0
¢ (L,t) =0
Condicao inicial : ¥x, 0) =0 x>=0

Solucao anslitica : $(x,t) = 1/2 {erfe [(x-ut)lz /Ft] +
+ exp(ux/D).erfe [(x+ut)/2 D]}
onde erfc(x) é a funcao erro complementar | 6] .

Como ¢ amplamente abotdado pela literatura especializads a reso-
lucao do problem {13) ¢ dependente da relacao existente entre os pro
cessos de adveccao e difusao l 7. 8] . Esta relacao estd dada pelo nu-
mero de Peclet (Pa = o Ax/D). Assim, para Pe baixo < 2) a dlfuno
predomina, a equacao ¢ quasi parabdlica ¢ sua solucio numérica nio a-
presenta problemal llgnifieuivoc. o caso contrario, ou ujn. Pa>2,
a convecao domina, ’roblm & mais hipetbolm que parabélico e a




solucao sprncnu oscilacoes. Uu tlu técnicas ussdss para cvi:ar s
u- oTcit‘cou ' acrescentar 2o problema original uma difusio utlfi

Esta tiécnica Am;uu - unbtlidndo nas- pnjudicl a pre—
ctm dos resultados..

Com o' obju.ivo de mnu! us: pouco | ‘melhor ‘astas dm aitucou.
foram organizados trés testes de couvorgcncia. O primeiro é para ua
problems pMoﬁmtmnn difusivo. 0 segundo para um problems predo
minsntemente couvectivo sem difusio artificial e o terceiro couvecti-
vo com difusio artificial, O cilculo do srro foi o ssomo do caso ante
rior. .

0 eritirio de wscolha do passo do tespo & definido por: .

At <o bxfu o (14.2)

At <=0,5 (%D T (14.b)
tomando » mais restritivo dos dois |5}. Para os tris casos mencions-

dos o L fol tomedo igusl 2 8, T = 10 ¢ ¢scolheu~ge ‘Bx = 0,5, 0,25 »
0.1.25. eq'imlndoa &btm para cada: wb-euo uos

_ Como m& 6880 & predominamtemsnte cufuivo . ducuinacao ’
¢ Lol stravés da (14.3). tomando . St= 0,5( Ax)3/D. A tabela 2.b
) ; an' Syncao do m. ruﬂmm o8 obtidos pa

P atrﬁtei#l lnte M ° pu-aetro de controle
tci, © oimezo- &awanc ‘temado igual s 1, Na tabsla Zic podem se ob
servar. os resultaldvs, nos qﬂilo. ctm ss0 devido as o-cuacou
_geradss pela-modelo (Figura:1).

= Pe > 2, com difusdo lﬁ%‘ﬁcul. Mtc Laso o numro dc Courant tam-
}ua ,toi nantido igual AL A difusiio artifictal & ‘calculade por
T} T '

D'wa’Axju| /2 com @' = coth(Pe/2)-(2/Pe)

0w resultados wruutﬂo‘ a4 tabela 2.4 ¢ na figan 1 mostram u
ua dimisuiciio de precisio com rﬁnuo 80 ca&so anterfor.

luinmte 9 beneficio de obtar uu sit\m;no umel nko osci-
lante, & compensado com um “custo™ na- préciuo. Isto & devido a que
a h:roiuw da difusao artificisl na’ cquacao (13) elimina a difusao
n-crm 1329/ 3x®) mas acrescentsa erros de dispersdo de tipo 32¢/3 ¢
e 3%/ a:‘a:! 7} Uma forma de gliminar estes erros fol apresentads
por Heinrich'e Yo, | 8|, atravis do uso'de funcSes testes especiais
(mitodo de Potrw—c.l-ruu - umo e tempo).

Coso am nosso caso o erro obtido cai dentro dos erros de medicao
sorsais, s¢ considera que uma soluiso com difmo artificial elimina-
ria o 'problema na primeira instdndétd. S& nio for assim; deveri se re-
correr a formuler ¢ probiems da maneire’ apresentads én| 8.

APLICACOES

in 4 26liigo EFAD. A primeira esti
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relacionada ao cilculo de niveis plezometricos num campo de bombeamen
toesa aegunda 80 transporte de massa num doa!nio bi-dimensional.

Para o primeiro caso simulou-se a variacao de niveis plezométri-
cos do aquifero livre apresentado por Boonstra e De Ridder l9 ld o
aquifero € excitado pela presenca de 5 bombas que extraem a agua no
perfodo de seca e por uma recarga no perfodo restante devido a perco-
lacao profunda. Na Figura 2 apresenta-se um croquis do aquifero. 0 do
l{nio foi discretizado em 147 triangulos que compoem 89 nds. As condi
coes de contorno sac as seguintes:

- De A 2 B temos um rio que atua como condicao de contorno de ni
vel prescrito.

- De B a C temos uma falha impermedvel a qual é considerada como
condicao de contormo de fluxo zero.

- De C a A temos uma condicao de contorno de fluxo prescrito.

As caracteristicas hidraulicas do aquifero e a condiciao inicial
de nivel piezométrico sao conhecidas, e se dispoe dos niveis observa-
dos nos pocos para o periodo de um ano (dados mensais).

0s resultados da simulacao sao apresentados na Figurn 3 para os
pocos 2 e 5. Deve-se salientar que como o aquifero é livre, as carac-
teristicas hidraulicas nao-lineares do mesmo foram linearizadas toman
do em todos os casos uma situacao media entre a condicao inicial e os
resultados finais.

No segundo caso fol simulado o exemplo de transporte de massa a-
presentado por Smith et all | 11{. Neste caso os parametros envolvidos
foram:

u =0,25 m/s vs= 0
Dx = Dy = 2m%/seg
As condigcoes de contorno foram definidas como:

? =0 em x=0

%g =0 em y=0 e ys=1L
onde L ¢ a largura do domimio.

A excitacdo do dominic é feito através de condicao inicial, defi
nida como:

0
0 250 0
[+] 250 500 250 0
0 250 500 750 500 250 0
0 250 500 750 1000 750 500 250 O
y 0 250 500 750 500 250 O
‘ 0 250 500 250 0
x 0 250 (4]




Q dmfn.to fO?- k muus.ge - m alnonm triangulazes e 231
nds. Como nosso objetivo fof a tcproducco dos resultados obtidos por
Seith. ot #dli, towmoiras os mesmos critdvios de discretizacio temporal
e espacial.. Os resultados; apresentados na Figurs 4 para t=2500 seg. o
mra A Xinha central. (r-x.m. coipcidem. com os sobtidos. pqlo- autores.

e mﬂam gg; aparsces uﬂwa poderism ser sliminadas a-
‘trawés da -Aeterminacac de um mm o's D' como fol visto anterior-

nante.

hratmmt ua. codigo numérico, denominado EFAD, que lida com
- Wi podem “sar ‘represenados satemat{camsiite por ums’ equacao
do uyu dt adveecio difusac. A coﬁfimuduh d¢ codigo fol ‘testada a
partir de dois casos com solucao analitica conhecida. Para o caso de
difusto puu tc’u- obtidos’ ‘rasultadds’ de slta précisao. Psra o caso
de adveccao-difusac upidimensional o8 resultados podem ser considera-
dos ruo&w&g m doo u!vm d« uu dnnjﬁﬁu na  hidrologia
o hidrdulics; : B

Dpu tinuhcou a cuoa dc uu:cr«u putico, ufcridu da bibli

‘w

g

v ,.‘quocéeigoﬂmuiol'-
vy u-bi- jmhahit wumm ‘Comdiis para esse tipo ‘de equicido.
Esta ut-u,,u andamento, y.mun ampliar sua splitacio pars o ca-
80 de fluxo sm melo POTORO uo-umndo, tema aste de gnndo interes-
»” m ;wfmpwwmm
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rante a realmuo do trabalho,
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Problesa ¢ Dx, Dy u,v Q [ 8 q | B
Transporte de massa Concentracao Coeficientes de Velocidades - 1 Decatmento . Fluxo de -
num nefo continuc dispersio longi advectivas ou nasss no
tudinal e trans acréscimo  contorae
versal de wassa o
Transporte de calor Temperatura Coeficientes de Velocidades Fonte de 1 - Fluxo de. Coeficlentss
num sefo continuo transfersncia  advectivas  calor calor no  de traneferen
de calor interna contorao - cia de color
“plconveccan
Fluxo em melo poro-~ Nivel pieso- Transmissivida- - Recarga- Coefici- Recarga do Fluxo no
so saturado métrico de ou ente de ‘aquifero contorme -
descarga armazena  semiconfi- -
wento nado
Fluxo em wmeic poro- Conteudo de Coeficientes de Termo gravi - 1 ou ca- - Taxa de -
80 nio-satursdo uaidede ou difusso tatério pacidade recargs
tensdo de espec{f]
succdo ca ds i~
gua
Fluxo Irrotscional Potencial de 1 - - - - Veloci=
velocidede dade np
ou funcao contor=
corrante no

Tabela 1. Identificagao do problema ¢ parimetros envolvidos,
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a)

6)

c)

d)
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9

E 0.5 0,67 1

50 7.64 2.25 10.39
100 4.28 1.74 5.39
200 1.98 0,29 3.49

B

P 0,5 0,67 1

0.5 8.30 7.66 9.10
0,25 2.08 2.06 2.88
0,125 0.56 0.56 0.86
0,5 16.42 16.60 25.48
0,25 6.03 8.84 16.82
0,125 1.68 4.62 10.66
0,5 21.76 23.50 33.04
0.25 12.64 16.64 22.40
0,125 5.48 8.78 13.60

Tabela 2: Erro Quadratico médio para os casos

1l e 2 da analise de convergencia.
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Figura 1. C&paucio entre 'a solugao analitica e
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Figura 2. Esquema do aquffero.
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