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RESUMEN
Una breve revisi6n en la literatura muestra discrepan

cias en las diversas formulaciones de matrices qeom~tricas
para efectos de tensiones iniciales.

Se hace una presentaci6n de las diversas formulaciones
y se implementan las matrices geom~tricas a un programa co~
putacional disponible, para el an~lisis de estabilidad el4~
tica linealizada de p6rticos espaciales. Resultados num~ri
cos son presentados para configuraciones simples, mostrando
diferencias substanciales entre las cargas criticas calcula
das atrav~s de las distintas matrices geom~tricas. Un ensa
yo de laboratorio corrobora las previsiones num~ricas que
consideran fuerzas cortantes y momentos semitangenciales.

ABSTRACT
A brief rewiew of the literature on the subject of geo

metric matrices for initial stress effects in space frames
is presented. It is shown that formulations differ substan
tially when bending effects are considered ..Several geometriC
matrices were implemented in a computer program which per
forms linearized buckling analyses. Numerical results are
presented in which high discrepancies are observed in the bu
ckling loads obtained by using different matrices. Such re
sults are discussed and explained. Experimental evidence co
rroborates the need to include shear effects and semitangen
tial moments. -



Se trata aqu! de tipos particulares de matrices geom!
tricas, llamadas de matrices de tensiones (0 esfuerzoslin1
ciales, que son utilizadas para un an41isis computacional
de problemas estructurales en que ocurren no-linealidades
asociadas a cambios en la geometr!a de la estructura. A p~
sar de que estas matrices son utilizadaa en en un esquema
de an41iai. no-lineal incremental, con actualizaci6n de la
geometr!a e iteraciones de equilibrio, ellas son partic~
larmente ~tiles en la determinaci6n de cargas cr!ticas en
un an41isis linealizado de autovalor. Este trabajo conside
ra solamente el problema de estabilidad linealizado, de vI
gas y p6rticos en el espacio, sujetos a cargas conservat1
vas, en el r6gimen e14stico, con pequenos desplazamientos,
10 que conduce a un problema generalizado de autovalor 11
neal con matrices sim6tricas. Las aproximaciones aqu! uti
lizadas corresponden a pequenas deformaciones, con rotaci~
nes moderadas, y permiten obtener la matriz geom6trica en
forma canprobadamente adecuada para el c41culo de cargas de
estabilidad linealizada.

Se muestra primeramente que dentro de las hip6tesis b!
sicas, hay formulaciones substancialmente diferentes en la
literatura, que llevan a discrepancias elevadas en los re
sulyados obtenidos, con forme a 10 mencionado en [1]. SeguI
damente se discuten las controversias en relaci6n a esa cues
ti6n. Se adopt6 como herramienta de an4lisis un programa
disponible y comprobado [9] y [10], que fu6 modificado~a
utilizar diferentes matrices geom6tricas de la literatura.
Los resultados num6ricos, bastante diferentes entre si,son
presentados sistem4ticamente. Para dirimir las dudas, fu6
necesario concebir un ensayo en una estructura suceptible a
pandeo lateral, cuyos resultados son presentados y confir
man las observaciones conclusivas de este trabajo. -

Lirnitaciones de espacio impiden presentar la formula
ci6n completa del m6todo de la rigidez, que permi te obtener
las tensiones actuantes en la estructura atrav6s de un pro
cedimiento standard disponible tanto en la literatura comO
en innumerables programas canputacionales. La matriz geom6
trica ~g, adicionada a la matriz de rigidez elastica Ke,lle
van a la ecuaci6n matricial de equilibrio (el s!mbolo"· so
bre la variable indica vector (min~sculas) 0 matriz (ma~i
culas)); -

donde dr y df son los incrementos en los desplazamientos y
en las fuerzas generalizadas de la estructura 0 elemento.
Por 10 tanto, en un an!lisis no-lineal incremental puede
ser f!cilmente implementada, asociada al m6todo de Newton-
Raphson 0 a m6todos de integraci6n num6rica de ecuaciones
diferenciales ordinarias, bastando con notar que ~e y ~g d~
ben ser reformuladas siempre que ocurran alteraciones apr~
ciables en la geometr!a. En el problema de estabilidad li
nealizada, se admite que tales matrices son formuladas en



la geometr!a inicial, y que Kg es proporcional a un determ!
nado nivel de carga, designa30 por un par4metro c, de forma
que se puede escribir

Cuando se alcanza el nivel de carga ccr' la matriz del sis
tema se vuelve singular, pudiendo haber incrementos de de~
plazamientos sin aumento de las cargas, por 10 tanto ccr es
el menor autovalor del problema generalizado

Para la obtenci6n de CCr' son disponibles t~cnicas com
putacionales eficientes , que est!n descritas en [9) y (loT.

Para nuestro caso en estudio, del elemento de viga 0 p6E
tico espacial sobre rotaciones moderadas, lamatriz geaa~tr!
ca es obtenida usualmente de la expresi6n de la energ!a de
deformaci6n asociada alas componentes cuadr!ticas del ten
sor Lagrangeano de las deformaciones. Cabe resaltar que laB
matrices geom6tricas obtenidas de esta forma, no consideran
el trabajo no-lineal _proveniente del cargamento aplicado,que
debe ser incluido en forma de matrices adicionales,llamadas
matrices de rigidez 0 de direcci6n de las cargas (10).

Se utiliza la notaci6n indicial asociada a la matricial
con las respectivas convenciones. Los ejes de referencia en
las direcciones longitudinal y transversal de la viga (Xl,
X2, X3). Los desplazamientos respectivos son designados par
ui (i=l a 3); las tensiones existentes en e1 elemento par
Tij; y las componentes cuadr!ticas de las deformacionea par
O~j' siendo estas 4ltimas obte~idas por la siguiente expr~
s10n:

01' J' '" !2 u ux,i x,j
La ecuaci6n de la energ!a correspondiente es

integrando sobre el volumen V del elemento:

u • L Tij 0ij dV

Los desplazamientos de un punta de la secci6n transver
sal en la direcci6n xi' pueden ser calculados a partir de
los desplazamientos nOdales ., atrav6s de funciones de inter
polaci6n dispuestas en vectores ~i (Xl, X2 , Xs), como se 1IIUe~
tra en la siguiente ecuaci6n (el !ndice superior ~ indica
transposici6n):

u. '"n~ r-1 -1-

Por 10 tanto, la aatriz de ri9idez geom6trica obtenida atra
v's de consideracionea usuales del an!lisis matricial, res~
ta de la siguiente forma:

~G • L!lk,i Tij !lti dV



Una descripci6n detallada de la manera de obtener esta
matriz geom~trica, se encuentra en la referencia [13].

En la ecuaci6n (7), al ser efectuada la integraci6n par
cial en la secci6n, quedan expl!citos los esfuerzos resultan
tes. Para el caso en estudio, nos limitamos a los esfuerzos
usuales en vigas, despreciando los esfuerzos asociados al a
labeo (bimomento). De esta manera, llegamos a la expresi6n
siguiente (suponiendo X2 y X, los ejes principales de la se£
ci6n), en ausencia de cargas internas al elemento:

conde Pl es la fuerza axial; Ml es el momento torsor; M2 y
M, son los momentos flectores medios; P2 y P, son las fuer
zas cortantes.

Los t~rminos expl!citos de las diversas matrices en (8),
pueden ser obtenidos de las diversas referencias citadas.En
el desarrollo se busc6 apenas fornecer un m!nimo de informa
ciones que permita una descripci6n comparativa de los dife
rentes enfoques encontrados en la literatura, 10 que es hi
cho a continuaci6n.

Elementos usuales en el an&lisis de p6rticos espaciales
son formulados con interpolaciones Hermitianas y Lagrcngeanas.
Para el caso de interpolaciones Hermitianas, el esquema tra
dicional usual para vigas esbeltas, utilizando 12 grados de
libertad, es emplear funciones c~bicas para flexi6n, la ro
taci6n de flexi6n es obtenida por derivaci6n de los despla
zamientos transversales, y es interpolada con funciones cua
dr4ticas. El desplazamiento axial es interpolado con funcio
nes lineales; la rotaci6n de torsi6n es interpolada lineal
mente en los trabajos de Argyris et al. [1] y cabicamente en
los de Bazant y Nimeiri [2], Gallagher y Barsoum [3],y Yang
y McGuire [4] y [5]. Tebedge et al. [6] presentamatrices con
errores algebraicos. Elias [7] presenta un tratamiento deta
llado, con matrices similares a las de Argyris II] y Yang y
McGuire [4] y [5].

Un enfoque que facilita la consideraci6n de cambios en
la geometr!a es mencionado por Bathe [8], tanto para elemen
tos Hermitianos como Lagrangeanos. Ronda [9], desarrolla u
na matriz geom~trica para elementos de p6rtico e5pacial, U
sando funcione5 de interpolaci6n Lagrangeana linea~ indepen
dientemente para tran51aciones y rotaciones, atrav~s de una
formulaci6n param~trica de la geometrra y 105 desplazamien
tos, 10 que evita algunos problemas observados en 105 ele
mentos Hermitianos. -

Serra de esperar que los elementos listados mas arriba,
forneciesen resultados similares para cargas cr!ticas, con
siderando diferentes grados de convergencia en los elementos,
excepto en la referencia [6] que contiene errores algebrai
cos, por 10 que fu~ descartada.



Matrices de rigidez geom~trica para elementos de barra
simple y viga-columna, fueron obtenidas por diversos autores
considerando diferentes efectos, como el efecto de la carga
axial inicial [11], momentos flectores iniciales [3],torque
y birr.omentoiniciales (medidas de rotaci6n y alabeo de la se£
ci6n) [3], efectos de deformaci6n por alabeo [2], considera
ci6n de la naturaleza de momentos flectores y torsores [l]~
[4],ylainclusi6nde matrices de rigidez de las cargas [11].

Un aspecto importante para una formulaci6n coherente
con la forma de aplicaci6n del cargamento, es la correcta
descripci6n de las fuerzas nodales para el elemento,atrav6s
de un vector de cargas generalizado, que lleva en euenta la
relaei6n de dependeneia de momentos quasitangenciales y sem!
tangenciales referidos alas rotaeiones, es decir, que el u
so de una formulaei6n semitangeneial para los momentos noda
les segdn la ref. [1], asegura esta descripci6n. En easo de
que no se eonsideren. como es usual, efectos de contorno en
las integrales para la obtenci6n de la matriz geom~trica,se
debe hacer una correcci6n nodal, para garantizar que los m£
mentos aetuantes en los elementos sean semi tangenciales. A
pesar que dieha correcci6n es de f4eil visualizaei6n e imple
mentaei6n, las justificativas presentadas en las diversas re
fereneias a su favor, eneuentran eiertas inconsisteneias en
sus argumentos, 10 que ha generado muchas eontroversias.

Bazant y El Nimeiri [2], desprecian los efectos del m£
mento torsor y las fuerzas eortantes, bas4ndose en su dedu£
ci6n en un raciocinio intuitivo, aparentemente justificado,
ya que las deformaciones de cizallamiento son comunmente des
preciadas en un an4lisis lineal de vigas y p6rticos. Esta
forrnulaci6n no toma en euenta la naturaleza de los momentos
flectores y torsores, ni la variaci6n de los momentos flee
tores a 10 largo del eje del elemento, es decir que la mi
triz proveniente de estos autores, no eontiene t~rminos de
cortante, por 10 que se desarrol16 otra matriz basada en la
anterior, tomando en consideraci6n la variaci6n del momento
flector.

Gallagher y Barsoum [3] formulan au matriz ge~trica,
bas4ndose en el m6todo de los desplazamientos, para an4lisis
de estabilidad de miembros sometidos a flexi6n. El campo de
desplazamientos representa la acei6n del elemento en flexi6n
simple, y son despreciadas las deformaeiones debidas al ci
zallamiento. En la expresi6n de la energ!a potencial, en la
parcela correspondiente al potencial de las cargas aplicadas,
son excluidos 108 t~rminos de contorno en el potencial dado
por torques y mementos flectores eonservativos. No taman en
consideraei6n la naturaleza de los mometos flectores y tor
sores. -

Yang y McGuire [4] adoptan la formulaci6n Lagrangeana
aetualizada (O.L) para el anllisis no-lineal, y de la misma
manera que Argyris et al.[l], llevan en consideraci6n la na
turaleza de loa momentos flectores y torsores.

Los autores de las referencias [2],[3] y [4], eonaide
ran el efeeto de alabeo a torai6n (torai6n no uniforme), y
por razones de comparaci6n, fueron removidos loa grados de



libertad correspondientes, quedando todas ellas de dimensi6n
l2x12.

Elias [7] considera las rotaciones no-lineales. Enton
ces su matriz geom6trica sale con correcci6n autom4tica. Es
ta formulaci6n lleva en cuenta la naturaleza de los momentos
flectores y torsores, y muestra que la matriz geom6trica es
igual a cero para momentos semitangenciales.

Ronda [9] usa una formulaci6n param6trica de la geom~
tria y desplazamientos. Los elementos Lagrangeanos usan no
dos internos al elemento. No es tomada en consideraci6n la
naturaleza de los momentos flectores y torsores.

Conci [12], deriva la matriz geom6trica, asociada a des
plazarnientos no-lineales, utilizando la formulaci6n Lagran
geana actualizada (U.L). Considera el alabeo de torsi6n y la
naturaleza de los momentos flectores y torsores.

Las siguientes matrices, todas de dimensi6n 12 x 12, fue
ron implementadas para efectos de comparaci6n: la matriz r~
sultante de la integraci6n de la ecuaci6n (7) para el eleme!!
to Hermitiano coman [K] , que incluye el efecto de ciz~
llarniento, idem, sin e¥e8t8 de cizallarniento , [KG]s c; la
matriz correspondiente a la ecuaci6n (7)L consideranao los
t6rminos de correcci6n semitangencial,[K~]c.c' que tambi6n
corresponde a la ref. [1]; idem sin efecto de cizallamiento
[K~]s.c; la matriz presentada en la referencia [2], [KGS]'Y
la correspondiente considerando la variaci6n de los momentos
flectores [KGB]M; la matriz de la referencia [3], [KGG]klas
matrices oriundas de la ref. [4] Y [5~ designadas por lKG~]'
sin correcci6n semitangencial, y [K ] con correcci6n semi
tangencial; la proveniente de la re . [9], est! desinada co
mo [KG]BL; ya las matrices obtenidas de la ref. [12], sond~
signadas como [K~~] (sin correcci6n semitangencial),Y[K~]
considerando la correcci6n.

A pesar de ser bastante simple, el p6rtico mostrado en
la Fig. 1, constituye un buen ejemplo para la comprobaci6n
de la eficiencia de las matrices geom6tricas, en 10 que res
pecta al c4lculo de las cargas de pandeo espacial.

Datos:
1=240 IlIIII

b=30 nun

t"0,6 IlIIII

IJ"0,31
E"'71240 N/1lIIII2



Este ejemplo fu6 utilizado en la ref.[ll para mostrar
la necesidad del uso de momentos semitanqencia1es en 1a for
mulaciOn de matrices geom~tricas. Son eva1uadoa dos casos
de carqa, mestrados en 1a fiqura 2.

Caso A
Fig. 2

tV,-.
p

Caso B
Caso's de carqa

La siquiente tabla, muestra los resultados num~ricos del
ejemplo de la Fig. 1

Per 11f' c•.., " Per III' c• .., •

[KG] Ifdftaro da ala •• nto. por 1.do NdRero de ala •• ntoe par I_

I 3 6 15 1 3 6 15

IltG'c •.., 0.4269 0.4217 0.4217 0.4217 0.5605 0.5517 0.5505 0.5505

IIt~Jc.e 0.7079 0.6132 0.6101 0.6101 1.1751 1.0971 1.0115 1.01n

IltG'•• c 0.1769 0.1285 0.1241 0.1236 1.3136 1.2332 1.2251 1. 2234

IIt~' •• e 1.2794 1.0946 1.0112 1.0775 2.3729 2.1484 2.1D17 2.0965

IItGB, 0.8534 0.1261 0.1236 0.8236 1.2697 1. 228) 1.2251 1.2234

II<GB1" 0.8554 0.1261 0.1236 D.8236 1.2129 1.2301 1.2258 1.2234

IltGG' D.1410 0.1131 0.7113 0.7101 1.0541 I.D140 1.0D92 1.0019

11t~' 0.4245 0.4217 0.4117 0.4217 D.5515 0.5511 0.55D5 0.5505

lit:' D.7021 D.6120 0.6101 0.6101 1.1781 1.0971 1.0191 1.0173

IltG'BL 0.4396 0.4235 0.4217 0.4217 D.5439 0.5499 0.5505 1.5505

I~' 0.4453 D.4431 0.4403 0.4403 0.5102 0.5796 0.5723 0.5697

I":' 0.7191 0.7004 D.10C10 0.1000 1.1543 1.1101 1.100Cl 1.10C10

ELIAS 0.6111 - - - 1.0147 - - -



La Fi9. 3 muestra una vi9a cantilever en flexi6n pura,
habiendo side discretizada en 1, 3, 6 Y15 elementos.

If
-II••..-it

"·().JI

Z E • nZ«lM' •• z

Mctp06ricol •~ VElrGlaat
Mer. &22.20 •• 21311· ••

Fi9. 3 Vi9a cantilever en flexi6n pura

Los resultados num~ricos se muestran en la Tabla II.

Tabla II. Resultados num~ricos del Ejemplo 2.

Mer [N-_I

[KG] Nllmero de e1emento. por 1ado

1 3 6 15 15*

[ItGlc•e 343.079 314.697 311. 9U 311.287 623.620

[~Ie.c 686.194 650.591 624.441 623.016

[ltGI •• c 343.079 314 .697 311.914 311.287 623.620

[It~l •• e 686.194 650.541 629.441 623.016

[ItGBJ 325.439 313.232 311. 523 311. 287 622.893

[ItGBIM 325.439 313.232 311.523 311.287 622.893

[ItGGJ 325.439 313.232 311.523 311.287 622.893

SO 325.439 313.232 311.523 311.287 622.893[KGyJ

[~SJ 571.547 636.717 625.803 623.016GY

[ItGIBL 343 .074 3U.697 311.9U 311.287 623.620

(X:I 326.271 313.295 311.295 311.295 622.893

(~SI 571.560 594 .287 623.000 623.000GA

* Correcci6n semitangencial



Este ejemplo muestra la convergencia al valor del me
mento cr!tico te6rico (considerando 0-1 para aplicaci6n se
mitangencial), de los momentos cr!ticoa obtenidos atrav's
de las matrices [l(5] , [KS) , [KSS] Y [KSS]. Los resul
tados obtenidos utIl£tindo~al'8em4~atricit, convergen a
un valor que ea la mitad del valor cr!tico te6rico, es d~
cir que interpretaron la aplicaci6n del momento como si fue
se quasitangencial (0-1). -

La ~ltima columna (*), muestra loa resultados obteni
dos luego de modificar la entrada de datos, atrav'. de una
matriz de correcci6n nodal, y e. posible notar que 10. r~
sultados obtenidos con las matrices que converg!an al valor
quasitangencial, esta vez convirgieron al valor' te6rico pa
ra momenta semitangencial. -

Ejemplo 3. Cantilever aometida a un momenta torsor a~
toequilibrado.

La Fig. 4 muestra una viga cantilever sometida a la ac
ci6n de un momenta torsor autoequilibrado en su extreme II
bre.

t-I40_

,. so_ §}
Z ,-0.&_

fa "2.oN/_'
-lIf.-

t JAa-OJl

La siguiente tabla muestra los resultados n~ricos
del ejemplo 3. El valor del momenta cr!tico te6rico, fu' o~
tenido de la ref.[9].

[~I (KGlc•c [~Jc.c (KGI1•c [~II.c (IGII1 [lGB11I

ItTCR
[N__ I

1004.35 16010.1 14517.9 49072.4 24527.9 24527.9

[~I (KGGI (K~J (~I (IG1n (1~1 [J;~I

ItTCR 11--1 8]0831.0 8004.35 16017.2 1009.41 '004.0 16010.0

Nuevamente atrav6s de este ejemplo, ae muestra la efi
ciencia de laa fOJ:mulac1onee que llevlln en cuenta 1a correc
ci6n noda~, demost1f,da en ~1 resultado obtenido per las ma
trices (Jta) c.c' (Jt~) Y (Jt~], Y muestra 18 incongruencia de



la matriz [KS] • Todas las dem4s matrices 11evan a valores
muy distintoi ~·8on errores elevados. Particularmente la for
mulaci6n de Gallagher y Barsoum es deficiente cuando est4 re
ferida al efecto de torsi6n. -

La estructura mostrada en la Fig. 5, fu~ sometida a en
sayo sobre carga similar al caso A del ejemplo 1. Las propi~
dade. del material (acr11ico), fueron determinadas de tres ma
neras diferentes (strain-gages y ensayo de tracci6n; p~ndulo
de torsi6n; y vibraci6n en flexi6n), y luego de verificados
y comparados los valores, fu~ observada una dispersi6n de ~
proximadamente 2\, en el nivel de tensiones esperado en el e!!
sayo.

Ll = 212.2 IllIlI

Lz = 199.3 IllIlI

L' = 203.2 mm
E = 2745.96 N/mm2

\I = 0.4
b = variable
t variable
Secci6n A-A

I'-ItJ-

z--m}
Fig.5 Esquema del modelo experimental

Los resultados num~ricos, tom4ndose 15 elementos por la
do (con grosor variable, de acuerdo alas mediciones realiza
das en laboratorio), son mostrados en la tabla IV. -

Tabla IV. Resultados num~ricos (modelo)

I~) [J:ale•e [~Ie.e [J:al •• e (J:~J •• e lJtCllJ [J:GBlM

Per 1111 0.2t6l7 0.48387 0.51085 0.78303 0.~"44 0.~"44

I~) [J:GGI [r~1 (r~1 (KalaL [~I [r~1

Per 1111 0.50447 0.29617 0.48387 0.30328 0.Z9710 0.41390

~a carga fu6 aplicada por gravedad, llenando un recipit!!!
te eiHndrico cuya tapa est' perforada y permite la inserci&n
de aqua atrav~s de una jeringa. Interiormente existe una c~
mada de espurna absorvente que evita efecto. dintmicos de q~
teo. El cilindro de aplicaci6n de la carga tiene un soporbe



construido que mantenga el cargamento en el punta de aplica
ci6n sin introducir momenta de torsi6n en la extremidad de
la barra horizontal en el momento de ocurrir el pandeo.

Una vez instalado y nivelado el modelo, se procedi6 a
inserir agua en forma de gotas, y se vi6 que la estructura
se volv!a sensible a desplazamientos laterales en un niv"elde
0.40 N, pero fu6 posible efectuar compensaciones atrav6s de
unos tornillos dispuestos para tal fin, buscando obtener la
car9a de pandeo lateral 10 m~s pr6xima posible de la que ~
r1a obtenida en el caso de tener una estructura perfecta. A
trav~s de esta re9Ulaci6n compensatoria, fu~ posible obtener
una carga m~ima de mantenimiento de la configuraci6n plana
de la pieza (carga maxima, luego de la cual losdesplazamien
tos laterales se vuelven incontrolables) de 0.4631 N como vi
lor medio de cinco ensayos. Este valor de carga cr!tica e!
perimental es apenas un 5% inferior de la carga prevista a
trav6s de las matrices [K~]c.c' (K~~] Y [K~] • -

DISCUSION DE LOS RESULTADOS
Se observan enormes discrepancias en los resultados de

los ejemplos expuestos. Tales discrepancias pueden tener di
versos or1genes y pueden ser divididas entre 1as que provie
nen de causas externas como ser: (a) errores en 1a impl,ement!
ci6n de las matrices en el programa; (b) errores en 1a entra
da de datos y manipulaci6n del programa. Adem!s tene~s las
causas que provienen de las formulaciones que son: (c) dife
rentes grados de convergencia en los elementos; (d) inclusi6n
o no de la fuerza cortante inicial; (e) existencia 0 no de IDa
triz de correcci6n nodal; (f) efecto del !ngulo formado por
los elementos; (g) inclusi6n 0 no del a1abeo a torsi6n.

La coherencia observada en un an~lisis cuidadoso, cru
zando los elementos entre s1 y con los de la literatur~per
mite considerar que los errores provenientes de causas exter
nas son de baja probabilidad, y cuando eventualmente aconte
ce algGn error, este es f!cilmente detectable en la salida
del programa.

En 10 referente alas discrepancias provenientes de las
formulaciones, se observa en relaci6n al 1tem (c), todaslas
matrices llevan a resultados dentro de una tolerancia razo
nable con una subdivisi6n de 3 elementos 0 m!s, en los casos
en que los demAs 1tems no son preponderantes.

Se observ6 que existen diferencias de hasta un 20\ en
los t~rminos de las matrices geom~tricas con elementos Her
mitianos, y una confi9Uraci6n diferente para la matriz con
elernento Lagrangeano, incluyendo fuerzas axiales y momentos
de inercia referidos a otros ejes. A pesar de eso, tales di
ferencias no afectan los resultados de forma sensible cuan
do se discretiza la estructura en v!rios elementos. -

Cor referencill III Item (d), lie puede obliervar que en loa
ejemplos donde intervienen fuerzas cortantes, sea en los e
lementos que sirven para la aplicaci6n de los momentos, 0 de
fuerzas que actOan en la estructura [9], se observa un incre
mento sensible en el valor de la carga cr!tica cuando loa ~



minos asociados al cizallarniento eran retirados. Esto ocurre
tambi~n para el caso de vigas esbeltas donde la deformaci6n
per cizallamiento en el r6gimen lineal es despreciable.

Como se puede observar en la tabla I, el efecto de la
fuerza cortante inicial es muy importante, pues la remoci6n
de t~rminos asociados al cizallamiento causa incrementos de
m!s del 100\ en el valor de la carga cr!tica. Solamente en
el ejemplo 2 en el que la fuerza cortante es nula, vemos ~
na convergencia al valor de la carga cr!tica, salvo que es
ta vez la convergencia se produce para valores de carga cr!
tica semitangencial y quasitangencial, mostrando el efecto
de la consideraci6n 0 no de matrices de correcci6n nodal en
la formulaci6n 0 atrav~s de la entrada de datos.

En relaci6n a los !tems (e) y (f), las matrices geom~
tricas llevan a valores muy errados de cargas cr!ticas comO
se muestra en el ejemplo 3, cuando los elementos forman 4n
gulos diferentes de 0° 0 180°, Y son las matrices que no to
man en cuenta la correcci6n nodal, ni los efectos de la fuer
za cortante inicial en su formulaci6n. Vemos que los resuT
tados para matrices geom6tricas con correcci6n semitangenciaT
que no consideran los efectos de la fuerza cortante inicial,
como es el caso de la matriz [K~]a c' condujo a valores muy
groseros del valor de la carga cr1t1ca.

Respecto del !tern (g), los resultados obtenidos por sim
ple reducci6n de matrices (14x14) a matrices (12x12) con a
labeo a torsi6n restringido, convirgieron a los mismos val~
res obtenidos con matrices formuladas sin alabeo a torsi6n.
Como era de esperar, esto no afect6 en los resultados pues
se trata de elementos de secci6n rectangular fina, poco sen
sible al alabeo a torsi6n. En la ref. [9] fueron considera
das vigas de secci6n cuadrada, y esto no modific6 los resuT
tados. -

Como paso final, la verificaci6n experimental de los re
sultados del p6rtico en L, confirma la validez de los resuT
tados lineales, ya que para los niveles de carga mostrados,
los desplazamientos pre pandeo son pequefios comparados con
la altura de la secci6n. El modo de pandeo obtenido contie
ne desplazamientos asociados a la torsi6n y flexi6n fuera del
plano. De esta manera, se trata de un problema t!pico de bi
furcaci6n de equilibrio, y el an4lisis lineal de autovalor
es una aproximaci6n adecuada de la carga cr!tica real de la
estructura.

Oued6 demostrado que la utilizaci6n de diferentes cam
pes de desplazamientos para las matrices geom~tricas, no a
fecta al valor de la carga cr!tica desde que se haga una bU~
na discretizaci6n de la estructura.

Para el caso de vi gas rectas sometidas a momento en su
extremo, todas las matrices llevaron al mismo resultado des
de que la matriz de correcci6n nodal sea coherente con la
forma de aplicaci6n del momento.



Para el caso de aplicaci6n de mementos atrav6s de fuer
zas aplicadas en barras r!gidas, solamente las matrices geo
m6tricas formuladas llevando en consideraci6n losefectosde
la fuerza cortante inicial y la correcci6n nodal, dieron re
sultados correctos en el valor convergidb de la carga crit!
ca.

La caherencia presentada en los diversas ejemplas, as!
como la verificaci6n experimental de los resultados y la ar
gumentaci6n en [lJ'carroborada en [4J, [5J, [7J ,[9], [12J yn3T,
muestran la necesidad de considerar fuerzas cortantes y ma
trices de correcci6n nodal (1& formulaci6n semitangenciaI
lleva inherente este efecto de correcci6n nodal), a<lntrat4n
dose de piezas esbeltas. - -
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