ANALISIS COMPARATIVO DE FORMULACIONES DE MATRICES GEOMETRI-
CAS EN PROELEMAS DE ESTABILIDAD ELASTICA LINEALIZADA

Juan A. Ronda Vésquez
Departamento de Estructuras. Facultad de In-
genierfa. Universidad Nacional de Cérdoba.
Cérdoba - Argentina

Raul Rosas e Silva
Pontiffcia Universidade Catflica do Rio de
Janeiro. Departamento de Estruturas.
M.S. Vicente, 225, Gévea 22453 R.J.
Rio de Janeiro - Brasil

RESUMEN

Una breve revisifn en la literatura muestra discrepan
cias en las diversas formulaciones de matrices geométricas
para efectos de tensiones iniciales,

Se hace una presentacifn de las diversas formulaciones
y se implementan las matrices geométricas a un programa com
putacional disponible, para el andlisis de estabilidad elds
tica linealizada de pérticos espaciales. Resultados numéri
cos son presentados para configuraciones simples, mostrando
diferencias substanciales entre las cargas criticas calcula
das através de las distintas matrices geométricas. Un ensa
yo de laboratorio corrobora las previsiones numéricas gque
consideran fuerzas cortantes y momentos semitangenciales.

ABSTRACT

A brief rewiew of the literature on the subject of geo
metric matrices for initial stress effects in space frames
is presented. It is shown that formulations differ substan
tially when bending effects are considered..Several geometric
matrices were implemented in a computer program which per
forms linearized buckling analyses. Numerical results are
presented in which high dlscrepanc1es are observed in the bu
ckling loads obtained by using different matrices. Such re
sults are discussed and explained. Experimental evidence co
rroborates the need to include shear effects and semitangen
tial moments.




INTRODUCCION

Se trata aqui de tipos particulares de matrices geomé
tricas, llamadas de matrices de tensiones (o esfuerzos)1n1
ciales, que son utilizadas para un anilisis computacional
de problemas estructurales en que ocurren no-linealidades
asociadas a cambios en la geometrfa de la estructura. A pe
sar de que estas matrices son utilizadas en en un esquema
de anflisis no-lineal incremental, con actualizacién de la
geometrfa e iteraciones de equlllbrxo, ellas son particu
larmente fitiles en la determinacién de cargas criticas en
un andlisis linealizado de autovalor. Este trabajo cons1de
ra solamente el problema de estabilidad linealizado, de vi
gas y p6rticos en el espacio, sujetos a cargas conservati
vas, en el régimen eldstico, con pequefios desplazamientos,
lo gque conduce a un problema generallzado de autovalor 1li
neal con matrices simétricas. Las aproximaciones aquf utl
lizadas corresponden a pequefias deformaciones, con rotac1o
nes moderadas, y permiten obtener la matriz geométrica en
forma comprobadamente adecuada para el cdlculo de cargas de
estabilidad linealizada.

Se muestra primeramente que dentro de las hip6tesisbi
sicas, hay formulaciones substancialmente diferentes en la
literatura, que llevan a discrepancias elevadas en los re
sulyados obtenidos, conforme a lo mencionado en ([1]. Segu1
damente se discuten las controversias en relacibn aesa cues
tién. Se adopt6 como herramienta de an&lisis un programa
disponible y comprobade [9] y [10], que fué modificado para
utilizar diferentes matrices geométricas de la literatura.
Los resultados numéricos, bastante diferentes entre si, son
presentados sistemiticamente. Para dirimir las dudas, fué
necesario concebir un ensayo en una estructura suceptible a
pandeo lateral, cuyos resultados son presentados y confir
man las observaciones conclusivas de este trabajo.

OBTENCION DE LAS MATRICES GEOMETRICAS

Limitaciones de espacio impiden presentar la formula
cifén completa del m&todo de la rigidez, que permite obtener
las tensiones actuantes en la estructura através de un pro
cedimiento standard disponible tanto en la literatura como
en innumerables programas computacionales. La matriz geomé
trica Kg, adicionada a la matriz de rigidez el&stica ¥ eJle
van a la ecuacién matricial de equilibrio (el sImbolo -~ sO
bre la variable indica vector (minfisculas) o matriz (mayﬁs
culas)):

(Ke + Kg)dr = af (1)

donde dr y df son los incrementos en los desplazamientos y
en las fuerzas generdlizadas de la estructura o elemento.

Por lo tanto, en un an8lisis no-lineal incremental puede
ser f&cilmente implementada, asociada al método de Newton-
Raphson o a métodos de integracién numérica de ecuaciones
diferenciales ordinarias, bastando con notar que Ke yKg de
ben ser reformuladas siempre que ocurran alteraciones apre
ciables en la geometrfa. En el problema de estabilidad 1i
nealizada, se admite que tales matrices son formuladas en
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la geometrfa inicial, y que Kg es proporcional a un determi
nado nivel de carga, designado por un parimetro c, de forma
que se puede escribir

{Xe + cKg)dr = d4f 2)

Cuando se alcanza el nivel de carga Cgp, la matriz del sis
tema se vuelve singular, pudiendo haber incrementos de des
plazamientos sin aumento de las cargas, por lo tanto ccr es
el menor autovalor del problema generalizado

(Ke + cKg)dr = 0 3

Para la obtencién de c¢.,, son disponibles técnicas com
putacionales eficientes , que estdn descritas en [9] y f107.

Para nuestro caso en estudio, del elemento deviga o pér
tico espacial sobre rotaciones moderadas, lamatriz geométri
ca es obtenida usualmente de la expresién de la energfa de
deformacién asociada a las componentes cuadrdticas del ten
sor Lagrangeano de las deformaciones. Cabe resaltar que las
matrices geométricas obtenidas de esta forma, no consideran
el trabajo no-lineal .proveniente del cargamento aplicadoque
debe ser incluido en forma de matrices adicionales,llamadas
matrices de rigidez o de direccibn de las cargas [10].

Se utiliza la notacién indicial asociada a la matricial
con las respectivas convenciones. Los ejes de referencia en
las direcciones longitudinal y transversal de la viga (x;,
X2, X3). Los desplazamientos respectivos son designados por
u; (i=1 a 3); las tensiones existentes en el elemento por
Tiyi ¥ las componentes cuadrx&ticas de las deformaciones por
Dig' siendo estas dltimas obtenidas por la siguiente expre
sibn:

1
Dij = 5 uk,i Yk,j (4)

La ecuacifn de la energfa correspondiente es obtenida
integrando sobre el volumen V del elemento:

U= LTij Djj 4v (5)

Los desplazamientos de un puntc de la seccién transver
sal en la direccifn x;, pueden ser calculados a partir de
los desplazamientos nodales r, através de funciones de inter
polacién dispuestas en vectores nj (X1, x2, X3}, camo se mes
tra en la siguiente ecuacién (el Indice superior T indica
transposicién):

T
w; =0 r (6)
Por lo tanto, la matriz de rigidez geomé&trica obtenida atra
vés de consideraciones usuales del an&lisis matricial, resul
ta de la siguiente forma: -

T
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Una descripcifn detallada de la manera de obtener esta
matriz geométrica, se encuentra en la referencia [13]).

En la ecuacitn (7), al ser efectuada laintegracibn par
cial en la seccidn, quedan explfcitos los esfuerzos resultan
tes. Para el caso en estudio, nos limitamos a los esfuerzos
usuales en vigas, despreciando los esfuerzos asociados al a
labeo (bimomento). De esta manera, llegamos a la expresién
siguiente (suponiendo x; y x; los ejes principales de la sec
cién), en ausencia de cargas internas al elemento:

KG=P1ISé+Mz{(é+M31_(é+M1I_(&+le_(é+P3].(é (8)

donde P; es la fuerza axial; M; es el momento torsor; M, vy
M; son los momentos flectores medios; P, y P; son las fuer
zas cortantes.

Los términos explfcitos de las diversas matrices en (8),
pueden ser obtenidos de las diversas referencias citadas. En
el desarrollo se buscé apenas fornecer un mfnimo de informa
ciones que permita una descripcién comparativa de los dife
rentes enfoques encontrados en la literatura, lo que es he
cho a continuacién.

Elementos usuales en el andlisis de pérticos espaciales
son formulados con interpolaciones Hermitianasy Lacgrangeanas.
Para el caso de interpolaciones Hermitianas, el esquema tra
dicional usual para vigas esbeltas, utilizando 12 grados de
libertad, es emplear funciones ctbicas para flexi6n, la ro
tacion de flexifn es obtenida por derivacién de los despla
zamientos transversales, y es interpolada con funciones cua
drdticas. El desplazamiento axial es interpolado con funcio
nes lineales; la rotacibn de torsibén es interpolada lineal
mente en los trabajos de Argyris et al.[1) y cdbicamente en
los de Bazant y Nimeiri [2], Gallagher y Barsoum [3],y Yang
Y McGuire [4] y [5]. Tebedge et al.[6) presentamatrices con
errores algebraicos. Elias [7) presenta un tratamiento deta
llado, con matrices similares a las de Argyris [l] y Yang y
McGuire [4] y [5].

Un enfoque que facilita la consideracién de cambios en
la geometria es mencionado por Bathe [B}, tanto para elemen
tos Hermitianos como Lagrangeanos. Ronda [9], desarrolla u
na matriz geométrica para elementos de pértico espacial, u
sando funciones de interpolacifn Lagrangeana lineal, indepen
dientemente para translaciones y rotaciones, através de una
formulacién paramétrica de la geometria y los desplazamien
tos, lo que evita algunos problemas observados en los ele
mentos Hermitianos.

CONSIDERACION DE EFECTOS EN LAS DIVERSAS FORMULACIONES

Serfa de esperar que los elementos listados mas arriba,
forneciesen resultados similares para cargas criticas, con
siderando diferentes grados de convergenciaen los elementos,
excepto en la referencia {6] que contiene errores algebrai
cos, por lo que fué descartada.
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Matrices de rigidez geométrica para elementos de barra
simple y viga-columna, fueron obtenidas por diversos autores
considerando diferentes efectos, como el efecto de la carga
axial inicial {11], momentos flectores iniciales [3], torque
y bimomento iniciales (medidas de rotacifn y alabeo de la sec
cidén) [3], efectos de deformacibn por alabeo [2], considera
cién de la naturaleza de momentos flectores y torsores [1],
[4),y la inclusifn de matrices de rigidez de las cargas [11].

Un aspecto importante para una formulacién coherente
con la forma de aplicacifén del cargamento, es la correcta
descripcién de las fuerzas nodales para el elemento, através
de un vector de cargas generalizado, que lleva en cuenta la
relacién de dependencia de momentos quasitangenciales y semi
tangenciales referidos a las rotaciones, es decir, que el u
so de una formulacién semitangencial para los momentos noda
les segdn la ref. [1}, asegura esta descripcién. En caso de
que no se consideren, como es usual, efectos de contorno en
las integrales para la obtencién de la matriz geométrica,se
debe hacer una correccién nodal, para garantizar que los mo
mentos actuantes en los elementos sean semitangenciales. A
pesar que dicha correccién es de f&cil visualizacibne imple
mentacién, las justificativas presentadas en lasdxversasre
ferencias a su favor, encuentran ciertas inconsistencias en
sus argumentos, lo que ha generado muchas controversias.

Bazant y El Nimeiri (2], desprecian los efectos del mo
mento torsor y las fuerzas cortantes, basindose en su deduc
cién en un raciocinio intuitivo, aparentemente justificado,
ya que las deformaciones de cizallamiento son comunmente des
preciadas en un andlisis lineal de vigas y pérticos. Esta
formulacién no toma en cuenta la naturaleza de los momentos
flectores y torsores, ni la variacibén de los momentos flec
tores a lo largo del eje del elemento, es decir que la ma
triz proveniente de estos autores, no contiene términos de
cortante, por lo que se desarrollf otra matriz basada en la
anterior, tomando en consideracién la variacién del momento
flector.

Gallagher y Barsoum [3] formulan su matriz geométrica,
bas&ndose en el método de los desplazamientos, para andlisis
de estabilidad de miembros sometidos a flexién. El campo de
desplazamientos representa la accifn del elemento en flexidn
simple, y son despreciadas las deformaciones debidas al ci
zallamiento. En la expresién de la energfa potencial, en la
parcela correspondiente al potencial de las cargas aplicadas,
son excluidos los términos de contorno en el potencial dado
por torques y momentos flectores conservativos. No toman en
consideracifén la naturaleza de los mometos flectores y tor
sores.

Yang y McGuire [4] adoptan la formulacién Lagrangeana
actualizada (U.L) para el an&lisis no-lineal, y de la misma
manera que Argyris et al.[l], llevan en consideracién la na
turaleza de los momentos flectores y torsores.

Los autores de las referencias {2},[3] y [4], conside
ran el efecto de alabeo a torsidn (tor816n no uniforme), vy
por razones de comparacibn, fueron removidos los grados de




libertad correspondientes, quedando todas ellas de dimensién
12x12.

Elias {7] considera las rotaciones no-lineales. Enton
ces su matriz geométrica sale con correccién automitica. Es
ta formulacién lleva en cuenta la naturaleza de 1os momentos
flectores y torsores, y muestra que la matriz geométrica es
igual a cero para momentos semitangenciales.

Ronda [9] usa una formulacién paramétrica de la geome
trfa y desplazamientos. Los elementos Lagrangeanos usan no
dos internos al elemento. No es tomada en consideraci6mn 1la
naturaleza de los momentos flectores y torsores.

Conci [12], deriva la matriz geométrica, asociada ades
plazamientos no-lineales, utilizando la formulacién Lagran
geana actualizada (U.L). Considera el alabeo de torsiény la
naturaleza de los momentos flectores y torsores.

Las siguientes matrices, todas de dimensién 12x12, fue
ron implementadas para efectos de comparacibn: la matriz re
sultante de la 1ntegrac16n de la ecuacién (7) paraelelemen
to Hermitiano comGn [K.) , que incluye el efecto de ciza
llamiento, idem, sin e¥eft8 ae cizallamiento . [Kglg o7 1la
matriz correspondiente a la ecuacién (7), considerande los
términos de correccibn semitangencial, [K ]c cr gue también
corresponde a la ref.[1); idem sin efectg cizallamiento
[Ks]s ¢; la matriz presentada en la referenc1a (21, I[Kggl.y
la“correspondiente considerando la variacidn delosmomentos
flectores [Kgply:; la matriz de la referencia [3], las
matrices oriundas de la ref.[4] y [5 designadas por ?KE
sin correccién semitangencial, y [K%é] con correccién sem1
tangencial; la proveniente de la re [9], estd desinada co
mo [Kglpp: yva lae matrlces obtenidas de la ref. {12], sonde
signagas como [KSQ] (sin correccién semltangenCLal),ylxssl
considerando la gérrecc16n.

Ejemplo 1: P&rticc Espacial
A pesar de ser bastante simple, el pértico mostrado en
la Fig. 1, constituye un buen ejemplo para la comprobacién

de la eficiencia de las matrices geométricas, en lo que res
pecta al c&lculo de las cargas de pandeo espacial.

Seccién A-A Datos:

Y 1=240 mm
b=30 mm
]\x‘ | t=0,6 mm
Z i w=0,31
E=71240 N/mm?
- -

Fig. 1 P6rtico analizado
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Este ejemplo fué utilizado en la ref.{1] para mostrar
la necesidad del uso de momentos semitangenciales en la for
mulacién de matrices geométricas. Son evaluados dos casos
de carga, mostrados en la figura 2.

I I’

= =
| |
F P
Caso A Caso B

Fig. 2 Casos de carga

. La siguiente tabla, muestra los resultados numéricos del
ejemplo de la Fig. 1

Tabla I
I’c‘ in} Caso A Pcr ) Caso B
[KG] Nemero de elementos por lado Ndmero de elementos por lado

) 3 s 15 1 3 3 1s
Kele o 0.4269  0.4217 0.4217 0.4217 | 0.5605 ©.5517 0.5505  0.550%
*ele.c 0.7079  0.6832 D0.6808 0.6808 | 1.1751 1.0971 1.0885  1.0873
Ko, . 0.8769  0.8285 0.8248  0.8236 | 1.3136 1.2332  1.2258  1.2234
s, . 1.2794  1.0946  1.0812 1.077% | 2.3729  2.1484  2.1087  2.096S
(Rgg) 0.8534  0.8261 0.8236 0.8236 | 1.2697 1.2283  1.2250 1.2234
Keply 0.8554 0.8261 0.8236 0.8236 | 1.2829  1.2307  1.2256  1.2234
X! 0.7470  0.7138 ©.7113  0.7101 | 1,0541 1.0140 1.0092  1.007%
<<% 0.4245  0.4217 0.4217 0.4217 | ©.5585  0.5511  0.5505  0.5505
L5} 0.7021 0.6520 ©0.6808 0.6808 | 1.1787 1.0971 1.0897  1.0873
Rl gy, 0.4396  0.4235 ©0.4217 0.4217 | 0.543%  0.5499  0.5505  9.5505
x50 0.4453  0.4438  0.4403  0.6403 | 0.5802 ©.57%  0.5723  0.5697
L) 0.7198  0.7004 ©.7000 ©6.7000 | 1.1543 1.1107 1.1000  1.1000
ELIAS o.6818 - - - 3.0847 - - -




Ejemplo 2: Viga cantilever en flexién pura

La Fig. 3 muestra una viga cantilever en flexifn pura,
habiendo sido discretizada en 1, 3, 6y 15 elementos.

'7

{2240 an ~tp—
T+
bs 30 mn .—gib
1206 mm 3

ue 03
€5 N240 N/mm?

Mergredrico) © .1{_\Il:xyetx
a

Mcrz 622.20992i3 K- am

Fig. 3 Viga cantilever en flexifn pura
Los resultados numéricos se muestran en la Tabla II.

Tabla II. Resultados numéricos del Ejemplo 2.

Mcr {N-mm)

[KG] Nfimero de elementos por lado

1 3 6 1s 15%
(Xl o 343.079 314.697 311.91¢ 311.287 623.620
), . 686.194 650.591 624.441 623.016 -
(Kely o 343.079 314.697 311.914 311.287 623.620
[Kg)'.c 686.194 650.541 629.441 6223.016 -
L. 325.439 313.232 311.523 311.267 622.893
(Xeg)y 325.439 313.232 311.523 311.287 622.893
[Keg! 325.439 313.232 311.523 311.287 622.893
x5 325.439 313.232 311.523 311.287 622.893
Ixge) 571.547 636.717 625.803 623.016 -
IXglpy 343.074 314.697 311.914 311.287 623.620
x$9) 326.271 313.295 311.295 311.295 622.893
x35) 571.560 594.287 623.000 623.000 -

* Correccibn semitangencial
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Este ejemplo muestra la convergencia al valor del mo
mento crftico te6rico (considerando a=1 para aplicacién se
mitangencial), de los momentos critlcos obtenldos através
de las matrices [K5) ’ (xS , [XS ]y {55}, Los resul
tados obtenidos ut?lf!gndo(iag Sem én&atricgﬁ convergen a
un valor que es la mitad del valor crftico te6r1co, es de
cir que interpretaron la aplicaci6n del momento cmm>sxfue
se quasitangencial (a=1).

La dltima columna (*), muestra los resultados obteni
dos luego de modificar la entrada de datos, através de una
matriz de correccién nodal, y es posible notar que los re
sultados obtenidos con las matrices que convergfan al valor
guasitangencial, esta vez convirgieron al valor teérico pa
ra momento semitangencial.

Ejemplo 3. Cantilever sometida a un momento torsor au
toequilibrado.

La Fig. 4 muestra una viga cantilever sometida alaac
ci6n de un momento torsor autoequilibrado en su extremo 1li
bre.

1240 mm
¢ 30 mm
»
tt 06 mm
cemzeonemt HF

nrQ3

2
Wrcrieico " Tylz Iy = 16020 N-mm
Fig 4. Viga cantilever con torsor autoequilibrado

La siguiente tabla muestra los resultados numéricos
del ejemplo 3. El valor del momento critico teSrico, fué ob
tenido de la ref.[9].

Tabla III. Resultados numéricos del ejemplo 3.

[Ks] W lxclc.c “(s:]c.c ﬂG]l.c {xéls.c “GB) "calx
mCR [N-um] | 8004.38 16010.8 24527.9 49072.4 24527.9 24527.9%

(Kl | (Kl o) X3y Klyy (KD (Kgp!
"TCR {N-am] | 830838.0 8004.35 16017.2 8009.42 8004.0 16010.0

Nuevamente através de este ejemplo, se muestra la efi
ciencia de las formulaciones gue llevan en cuenta la coxrec
cién noda}, demostr da en gl resultado obtenido por las ma
trices [KG]c.c' (xS ]y (K ], y muestra la incongruencia de
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la matriz [Ks] . Todas las demds matrices llevan a valores
muy distintof §'Son errores elevados. Particularmente la for
mulacién de Gallagher y Barsoum es deficiente cuando est§ re
ferida al efecto de torsidén.

Ejemplo 4. Resultado experimental

La estructura mostrada en la Fig. 5, fué sometida a en
sayo sobre carga similar al caso A del ejemplo 1. Las propie
dades del material (acrilico), fueron determinadas de tresma
neras diferentes (strain-gages y ensayo de traccién; péndulo
de torsifn; y vibracibén en flexién), y luego de verificados
y comparados los valores, fué observada una dispersibén de a
proximadamente 2%, en el nivel de tensiones esperadoenel en
sayo.

Ly = 212.2 mm
Lz = 199.3 mm
L' = 203.2 mm

E = 2745.96 N/mm?
u = 0.4

b = variable

t = variable

Seccién A-A
',
—ith-
- I

Los resultados numéricos, tomindose 15 elementos por la
do (con grosor variable, de acuerdo a las mediciones realiza
das en laboratorio), son mostrados en la tabla IV.

Fig.5 Esquema del modelo experimental

Tabla IV. Resultados numéricos (modelo)

le) l‘c)c.c “(s:]c.c (‘Gll.e [xgl'.c "‘a’ "GB)H

Pcr (M) [o.29687 0.49387 0.5808S 0.78303 0.50944 0.58944

(Kgl [ xgg) txg) (xgy) Xglyy X 1xgy)

Per [K] |0.50447 0.29687 0.48387 0.30328 0.29710 0.4839%0

La carga fué aplicada por gravedad, llenandounrecipien
te cilfndrico cuya tapa estf perforada y permite la insercién
de agua através de una jeringa. Interiormente existe una ca
mada de espuma absorvente que evita efectos din&micos de go
teo. El cilindro de aplicacién de la carga tiene un soporte
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construido que mantenga el cargamento en el punto de aplica
cién sin introducir momento de torsién en la extremidad de
la barra horizontal en el momento de ocurrir el pandeo.

Una vez instalado y nivelado el modelo, se procedif a
inserir agua en forma de gotas, y se vi6 que la estructura
se volvia sensible a desplazamientos laterales enun nivel de
0.40 N, pero fué posible efectuar compensaciones através de
unos tornillos dispuestos para tal fin, buscando obtener la
carga de pandeo lateral lo mds préxima posible de la que se
ria obtenida en el caso de tener una estructura perfecta. A
través de esta regqulacién compensatoria, fué posible obtener
una carga mixima de mantenimiento de la configuracifn plana
de la pieza (carga méxima, luego de la cual los desplazamien
tos laterales se vuelven incontrolables) de 0.4631 N como va
lor medio de cinco ensayos. Este valor de carga crftica ex
perimental es apenas un 5% inferiox_de la carga prevista a
través de las matrices [xg]c ! [K(s;f{] y [Kgi) .

DISCUSION DE LOS RESULTADOS

Se observan enormes discrepancias en los resultados de
los ejemplos expuestos. Tales discrepancias pueden tener di
versos origenes y pueden ser divididas entre. las que provie
nen de causas externas como ser: {a) errores en la implementa
cién de las matrices en el programa; (b) errores en laentra
da de datos y manipulacifn del programa. Ademis tenemos las
causas que provienen de las formulaciones que son: {(c) dife
rentes grados de convergencia en los elementos; (d) inclusiba
o no de la fuerza cortante inicial; (e) existencia o nodema
triz de correccifn nodal; (f) efecto del &ngulo formado por
los elementos; (g) inclusién o no del alabeo a torsidn.

La coherencia observada en un anélisis cuidadoso, cru
zando los elementos entre sf y con los de la literatura, per
mite considerar que los errores provenientes de causas exter
nas son de baja probabilidad, y cuando eventualmente aconte
ce algGn error, este es ficilmente detectable en la salida
del programa.

En lo referente a las discrepancias provenientes de las
formulaciones, se observa en relacién al ftem (c), todas las
matrices llevan a resultados dentro de una tolerancia razo
nable con una subdivisién de 3 elementos o mis, en los casos
en que los demis items no son preponderantes.

Se observ8® que existen diferencias de hasta un 20% en
los t&rminos de las matrices geométricas con elementos Her
mitianos, y una configuracién diferente para la matriz con
elemento Lagrangeano, incluyendo fuerzas axiales y momentos
de inercia referidos a otros ejes. A pesar de eso, tales di
ferencias no afectan los resultados de forma sensible cuan
do se discretiza la estructura en virios elementos. -

Cor referencia al ftem (d), se puede observar que en 1los
ejemplos donde intervienen fuerzas cortantes, sea en los e
lementos gue sirven para la aplicacién de los momentos, o de
fuerzas gque act@an en la estructura {9], se observaun incre
mento sensible en el valor de la carga crftica cuando las
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minos asociados al cizallamiento eran retirados. Esto ocurre
también para el caso de vigas esbeltas donde la deformacién
por cizallamiento en el régimen lineal es despreciable,

Como se puede observar en la tabla I, el efecto de 1la
fuerza cortante inicial es muy importante, pues la remocién
de términos asociados al cizallamiento causa incrementos de
mig del 100% en el valor de la carga crftica. Solamente en
el ejemplo 2 en el que la fuerza cortante es nula, vemos u
na convergencia al valor de la carga critica, salvo que es
ta vez la convergencia se produce para valores de carga crz
tica semitangencial y guasitangencial, mostrando el efecto
de la consideracién o no de matrices de correccién nodal en
la formulacibn o através de la entrada de datos.

En relacifn a los ftems (e) y (f), las matrices geomé
tricas llevan a valores muy errados de cargas crfticas como
se muestra en el ejemplo 3, cuando los elementos forman &n
gulos diferentes de 0° o 180°, y son las matrices que no to
man en cuenta la correccifn nodal, ni los efectos de la fuer
za cortante inicial en su formulacién. Vemos que los resul
tados para matrices geométricas con correccién semitangencial
que no consideran los efectos de la fuerza cortante inicial,
como es el caso de la matriz [KS] . condujo a valores muy
groseros del valor de la carga grfﬂica.

Respecto del ftem (g), los resultados obtenidos por sim
ple reduccién de matrices (14x14) a matrices (12x12) con a
labeo a torsibn restringido, convirgieron a los mismos valo
res obtenidos con matrices formuladas sin alabeo a torsién.
Como era de esperar, esto no afect§ en los resultados pues
se trata de elementos de seccibn rectangular fina, poco sen
sible al alabeo a torsién. En la ref. [9) fueron considera
das vigas de seccibn cuadrada, y esto no modificd los resul
tados.

Como paso final, la verificacién experimental de los re
sultados del pértico en L, confirma la validez de los resul
tados lineales, ya que para los niveles de carga mostrados,
los desplazamientos pre pandeo son pequefios comparados con
la altura de la seccién. El modo de pandeo obtenido contie
ne desplazamientos asociados a la torsién y flexibn fuera del
plano. De esta manera, se trata de un problema tipico de bi
furcacién de equilibrio, y el anilisis lineal de autovalor
es una aproximacibn adecuada de la carga crftica real de la
estructura.

CONCLUSIONES

QuedS demostrado que la utilizacién de diferentes cam
pos de desplazamientos para las matrices geométricas, no a
fecta al valor de la carga crftica desde que se haga una bue
na discretizacién de la estructura. -

Para el caso de vigas rectas sometidas a momento en su
extremo, todas las matrices llevaron al mismo resultado des
de que la matriz de correccién nodal sea coherente con la
forma de aplicacifén del momento.
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Para el caso de aplicacifn de momentos através de fuer
zas aplicadas en barras rfgidas, solamente las matrices geo
métricas formuladas llevando en consideracién los efectos de
la fuerza cortante inicial y la correccifn nodal, dieron re
gultados correctos en el valor convergido de la carga critz
ca,

La coherencia presentada en los diversos ejemplos, as{
como la verificacién experimental de los resultados y la ar
gumentacién en [1} corroborada en [4),(5),[71,(91,112) y{13],
muestran la necesidad de considerar fuerzas cortantes y ma
trices de correccifn nodal (la formulacif6n semitangencial
lleva inherente este efecto de correcci6n nodal),aﬂntratan
dose de piezas esbeltas.
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