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En e.t..- comunic:ec:iOnse pre.ent..- une I"ormulac:16n
alt.ernet.iv.- para encont.rar !as condiciones de equUibrio
po8t-crlt.ico de sist.e1NUJes1oruct.urales, d1scret.izados por element-os
t'1nit.os, Pajo 1a -.cciOn de carcas que dependen de Ios
desplazamient.os. La f"ormulac:10nes adecuada para el an*11sis por
Element.os Flnit.os y considera 1a f"WlCiOnenercia pot-enc1al t.ot.al
de un slst.ema cJas1co en un dominio rest-rincido de S\B paramet.ros.
Se resuelven 108 81st.e_ no I1neales con el M6t.odo de !as
Pert.\.IJ'baciones y 1a T6c:n:ica de Sust.it.uci6n. Se obUenen
condiciones para c1aB1t'1car el est.ado de equl1ibrio crlt.ico
d1st.int.o. Se _t.ucUa 1a 1nest.abl11dadde un modelo rnecAn1cosimple
de doe Crados de l1bert.ad en un raneo paramet.rlco desde el
problema clasico de Euler a1 no conservat.!vo de Beck.

An alt.ernat.ive f"ormulat.lon too obt.a1n post.crlt.!ca1
equil1brium condit.ions of" discret.e st.ruct.\.IJ'al syet.ems under of"
f"ollower f"orces. is present.ed In t.his work. The I"ormulat.ion is
suit.able f"or t'1nit.e element.s analysis and consJders t.he t.ot.a1
pot.enetal enercy I"unct.lon of" a classical s)lSt.em. in a r-est.rlct.ed
domain 0" it.s paramet.ers. The non-l1near equat-ions are solved by
t.he pert.\.IJ'Pat.ionmet.hod and t.he subst.it.ut.ion t.echnique. Condit.1ons
are obt.ained t.hat. malee possible a c1asit'1cat.ion "or t.he dtst.1nct.
crlt.lca1 equil1brlum .t.at.e. The inst.abl11t." 01" a simple t.wo decree
of" "reedom mechanical model is .t.udled in a par_torie ranee "rom
toheclassical problem 0" Euler t.o t.he non-conservat.ive of Beck.



El est.\,ldio de 18 est.abilidad de 10s est.ados de
equllibrio de un Ill1st.emaest.ruct.\,lral p\,l8c1ehacerse bUicament.. pOl'
dos vias. En pr1mer lUCar. mediant.e un anAlis1s no lineal direct.o
basado .n UaUcas 1n<:rement.a1es,C(\1esl bien det.erminan el est.ado
crit.1co del sist.ema, no son capac:es de c1aslrtc:ar el f'en6meno en
f'orma 1nmed1at.a.En se~undo IUCar, Se puede ana.l1zar el problema
mediant.e f'orm\,lladones espec:1a1e. que est.ud1an al punt.o c:rit.ic:o
m1smo[1,2). Est.as clan 1nf'ormac:16nadic:10nal a 18 obt.en1da pol' un
an611s1s no lineal direct.o y permit.en 851 c:las1f'ic:ar el f'en6meno.
Los problemas resuelt.08 pol' Element.os F1n1t.os mediant.e est.a vta
ha8t.a el pre_nt.e [2-8) ex1cen 1a exist.encia de un pot.enc:ial toot.al
para el s1st.emeest.J'\1ct.\,lraL

Exist.en a1cunos sist.emas est.ruct.~ales donde act.Uan
care" depend1ent.es de desplazarnient.os, para Ios cl,la}es 1a
1nest.ab1lidad de t.ipo 'nut.t.er' puede ser descart.ada y pOl' 10
t.ant.o pueden ser t.rat.ados con el cr1t.erio enere~t.ico [9-111. En
est.os sist.emas, l1amados pseudo-consevat.1vos en (9], suele ser
f'recuent.e 1a impos1b1lidad de explidt.ar 18 f"~i6n enereta
pot.enc1a1 t.ot.a1 para 1a discret.1zaci6n adopt.ada, ya C(\18 laB
ecuac10nes de 8C(\1ilibrto reswt.an no simet.r1cas, aunqwt
diaconalizab1es. Est.a diaconaUzac16n es posible en siat.emas C(\1e
present.an punt.os crtt.icos dist.int.os, para Ios cuales no hay
acoplamient.ode modos, t.omandocomo base Just.ament.e esos modos.

En es1.e t.rabaJo se analiza el eC(\11librio
post.-crtt.ico, en 1a vecindad del est.ado crtt.1co d1st.int.o, de
sist.emas con care" dependient.es de desplazamient.os poscrtt.lcos,
como limit.e de 'P" sist.eme c:1*sico, para el cl,la} se conoee un
pot.encial t.ot.a1, al que se Ie acreean rest.ricciones en 18
variaci6n de _ paramet.ro•.

POl' est.e mot.ivo, al slst.eme de car,.•• se 10 divide en
dos: uno c:ont.rolado pol' el paramet.ro A, C(\18es 18 part.e de laB
car,._ independient.es de 10s desplazarnient.os; ot.ro cont.rolado pOl'

el paramet.ro H que I'epresent.a a !as care" dependient.e. da
desplazarnient.os. Pero al eql1ilibrio para el nuevo sist.ema
est.ruct.ural •• buscare para variacione. especiales da sus erados
de libert.ad. Est.as veriaciones deberan verU'icar !as ecuaciones de
re.t.ricci6n del problema q\le se t.oman de 18 def'in1c16nmisma d.
laB car,._ .acwdol'_ qwt act.u.n en el model0orieinal.

2. COMPORTAMIENTO DE ESTADOS CRITICOS DISTINTOS DE
SISTEMAS CON CARGAS DEPENDIEHTES DE DESPLAZAMIENTOS

Sa supone q\l8 !as cereaS pUeden represent.ar_ a
t.rav6s de des paramet.ros de carea: A repl'e.ent.a component.e. de
carea que se consideraran 1ndependient.es; mient.res que 1a
dependenda de careas con desplazamlent.os se pondl-Ade manit"lest.o
a t.rav~s de !as component.escuyo paramet.ro de cont.rol se denomina



H. A 1011 ef'ect.os de .-cribir
sist.eme clUico. supond:remos
independient.es ent.:re sl.

El equilibrio en ~ vedndade. de un est.ado c::r1t.1co
d1st.1nt.o a (2) cor:responde a un valor est.adona:r10 del f'Wldonal
enerc1a pot.encial t.ot.al respect.o a !as coordenadas ceneralizadas.
que se expresa

la e•• reia
inicialment.e

pot.enc:1al
que )..

t.ot.al
Y H

del
son

qj desplazam1ent.os i~ment.ale ••

V. indica derlv.s- de V~
credos de l1bert.ad C\.

Para conslderar 18 dependencia de !as carcas con loa
desplazamient.os. se condiciona 1a b<asqueda del est.ado de
equ1l1brio a la :ree16n def'inida pol' k ecUlllCionesde rest.ricc16n

que se obt.ienen de la reJaci6n ex:1st.ent.e. ent.:re e1 .i.t.ema de
careas independient.e. (c:on pa:r~t.J'os de cont.ro1 )..). _1 sist.ema de
care- seeuidoras (con pa:ramet.l'O de cont.rol H) y 10.
desplazamient.os. N6t.ese que el nWnero de ec::uaciones de J'est.J'icci6n
e. menor 0 a 10 sumo iCual al n<unero de eeuaciones de equilibr10.
En 1UCal'de _"PJ'esal' _1 problema a t.raves de un Unico potoencial.
!.as ecuadones (1) 10 def1nen a toraves de dos sist.emas de
ecuaciones no llneales. que deben resolverse en forma simul~a.
E1 pot.enc:ial en est.e Ult.imoenf'oque es mucho mas simple que el que
se obt.end:r1a en el enf'oque sin rest.ricciones, pero con carCas
secuidoras en el pot.enciaL

Para :resolver e1 sist.ema de ec::uaciones no
(1) se recurre al Met.odo de 1_ Pert.urbaciones [2,12:1.
propone una soluc16n asinto6t.ica del t.ipo:

lineales
Asi se

Qc + 11>0 + 1 IZX: Zqj. j qj s z,qj S •••

).. • )..c + )..I1)C + ~>..IZ>C 2s 21 s ...

H • He + H11X: + ~H1ZX: 2S zI S .••

s es un paNunet.ro de pert.urbad6n adec:uado.y
< )cr) indica derivada de orden r respect.o • s.

Si _ reemplazan !as seri_ (2) en _1 slst.ema <1>
quedan f'unciones lmplldt.as de s.

VI.< q/.),).I.).HI.) ,. 0

"Ir< qlal,)..I.),H<a> ). 0



cuyas derivadas sucesivas respect.o a s seran nulas, y al ser
evaluadaa en el est.ado c:rlt.ico permit.iran obt.ener 10s coeficient.es
de !as serfes (2). Est.as derlvadas sucesivas const.lt.uyen Ios
sist-emas de ecuaciones de pert.urbacI6n. A cont.inuacl6n se
pre.entAn 108 dos prlmeros,

V C&> + V: "Cf.) + V. HC&>
Ie _

0\j qj ~ ~

t' Ci) + t" "It) + t' HC&> r-Olejqj Ie Ie

V,j
(8) + V: "ca) • V. Hca) +qj ~ ~

+(V .. q~U+ V: >..It) + V. HCf.) > r-O~J-. J ~.. ~..
t'lej

C:D + < >..ca) • ~ IeHca) +qj

+(t' q") + t" >..<1.) +
t'le••

Het) > r-Olej.. j Ie••

donde
(.) indica derfvade con I"espect.o a H,
( )'indica derlvada con respect.o a >..,
10s t.itrminos ( >,. Indican derlvac16n respect.o a s,

pero seC6n la recla de la cadena.

Est.os slst.emas lineales t.ienen !as sicuient.es
earact.erlst.lcas:

• t.odos 108 sist.emas t.ienen los mismos coe1"iclent.es
de !as 1nc6Cnit.as,

• el t.itrmino lndependient.e depende de !as solUc1one.

Cualquier sist.ema de pert.urbacl6n se puede expresar
de la t'orma ceMrlca

V ..
Cr) + V: >..CJ') V. HCJ') 1'-' IC - 0qj • • c.> .

\J ~ ~ \

Cr) t' • >..CJ') t'leHer')+ /. r-t IC
0t'lejqj + + •Ie Ie

SiCulendo a 113l _ poslble
sust.it.uc:16n de variables para resolver el
pert.urbac16n (4), Para e110 se obt.lene Hcr)

usar la t.6cn1ca
r-6simo slst.ema

de !as ecuac10nes



10 cual e. poBtble debido a que, a! .er 1.- rest.ricc1onetl "empre
&e:t.iv_ en B, se t.iene que

f'k ;;It 0 <7>

R_mplazando 18 (6) en ~ ec:uacion8s de equUlbrlo ~t.-crlt.lco.
- lleca a

f'~f'~

La .oluc16n cenera! de (8) es posib1e expresarla como
surna de 18 solucl6n homoc'nea mU una soluci6n part.lcuLar (14] (0
surna de do. soluciones part.lculares>

qlr) _ CI X + ( AIr> Y
j

+ y.r >
j r j J

que est.. Carant.1zada pol' .er C un punt.o c:rlt.ico dlst.int.o, y Yt ~
son soluciones part.icu1ares de los sist.emas

1t... Y. - -b.
\J J \

It.i.j~
r-i- -t..
\

solucion8s
par*met.ro
•• posible

Se debe _ftalar que el coef'1c1ent.e Clr depende • 1.-
part.lcular_ elec1das y _ expllc1t.ar6 al elecir \D'l

de pert.urbad6n s adecuado. 51 .e cons1<1:t:r-a<12>en 3>
t.ener una dependencia f'uncional Qn1caen A • ya que



e 1'-2) (ll
q j ••••• qj •

~el'-l) ~(l) 1'-1 He•...2) Hell}~ • • • ,Y
j
, ..•

Se pue~ ehol'S obt.enel' ~el'>Caplicandoel mecan1smo de
cont.l'acc16n [2] sobl'e el sist.eme de ol'den I' 0 de ol'den 1'+1 seCOn
COl'l'eSpOnda.

Sea ¥';. so1uci6n del sist.eme

"'i.Ai.jIC. 0
Ces dec11' un aut.ovect.ol' pol' izqulel'da de Ai.j'

no coinc:idil' con el aut.ove<:t.ol' pOl' del'echa
posible ralt.a de simet.l'ls de A.c,

\J

<17>
que en cenel'al podl'.
x. (13), debido a 18

J

( "'i. t.~-') Ie
<¥Ii. bi.)

En est.as cil'cunst.anc1as
pel't.urbac16n a H,

Hel'): 6
ar

es el Delt.a de Kl'onec:ker.

La cond1c16n (22) en <1~) permit.e obt.ener .1
eoerlc1ent.e 01 Pal'S t- soluc1onell pal't.lculal'_ Y. Y': de (14)

I' J J
elecldas. Es raeu verlrlcar que pal's r • l' result.a que

ae ,..ae • t.ae • 0 (23)4.' . •
\ \ \



de (15) Y (22) A{ W +<] a +~I} c
f'k >" [Ckj Yj

+ f
kj Vj

Q • Aa
f
k

flej X.
J

(ale
(a)=Q x +Y >" +ya

qj a j j j

La Corma de 1a soluci6n asint.6t.ica de se~undo orden
obt.enida permit.e c1asU"lcar est.e comport.am1ent.ocomo PUNTO UMITE

Cuando se c:umpleque

"'i. bi. IC
• 0

no es posible obt.ener >,,(r) de (18). Es convenient.e recurI'll' a 18

c:ont.rac:d6n del sist.ema de orden <1'+1). obtoeni6ndose

q~r-u ••••• q~U.>..CI'?.. >,,(1).
J J

H(r)o..(r».HCI'-I) ••. y(u}lc

Si~u1endo 1a toeor!a ceneral de est.abUidad. [2] _
adecuado en est.. caso elee1r como paramet.ro de p.rt.urbac:i6n a



Ell posible elecir como soluciones part.ic:u1ares de
ct4) a aqueUas que verincan que

AsS.e. ~ble con (32) en (28) obt.ener una ecuad6n en una Unica
inc6cnit.a ACl'lc.

Oonocido ACI'>C es posible complet.ar la soluc16n del
r-6simo sist.ema, a saber

qlJ.rl _ 6 x. + (AII'> Y. + Y: )
tor J J J

HCI'I = - ~le{ 6torf'lej x. + >.11'1 [ f' Yj + f'~ ] +
J lej

f'1C.I
I' ,.-to }+ Yj + I-le

de manera que al cont.r_l' el secWlClo.!st..ma surce

a
A It.> A\ + A(VIB • c:: _ 0



Las doe pos1bl_ eoluciones de ~) manil'iest.an el
l'en6meno de BIFURCACION.5i

C • ¥I. P~ ex.) ~ 0
~ ~ J

Para saber de ~ t.1po de eimet.rta •• t.rat.a •• debe
cont.r_r e1 t.e:rcer sist.ema, en e1 c::ual, et Be considera (31).<32)
y (39) resu1t.a

t.1• I ex. u(f.)._.l.I» + ,IZlc I < HIll Y )
t Pi. J- r j ,.. ri. xj' • j

I ex .•••Ill.yl.I»¥Ii. Pi. c- J J
)., • - I III

¥It ri. exj'" 'Yl
51 ).,CZlc •• posit.ivo "I'. una BIFURCACION5IMETRICAESTABLE,pol'
10 cont.rarl0 81 e. necat.tvo ser. INESTABLE.

A 108 el'ect.os de tlust.rar la t.eorta desarroUada
ant.ertorment.e, Be ha pre"erido apllcarla a un modelo me~co
.enciUo de des erados de libert.ad. La ext.enst6n a un modele
d1scr.t.izado mediant.e E1ement.08 Ftnit.os no present.a dU·icult.ades
adic1onales, y .e encuent.ra en est.e moment.o en "ase dIt desarrollo.

Se -uz.a 1a e.t.abWeSad del equ1Ubrio de una
columna bajo 1a ac:c:16n de care- dependient.es de 108
cte.plazamient.08, adopt.ando un modelo simple de doe erado. de
llbert.ad que •• t1\Bt.ra .n 1a Fteura 1. La rietdez fiextonal .e
(lOhCent.:ra en doe 1'.801'.... .u..Ucoa lineales ubicados en t-



6%'t.lculaclones del modelo. Los Cl"ados de l1bel"t.ad adopt.ac:los eon
108 cl1"Oe ~ de !as b6%'l"_ I"lC1das aJre<1edOI" de la8
al"t.1cu1ac:i0•.•••, medld08 l".-pe<:t.o de la vel"t.1cal <F1CUl"a t.). £1
818t.ema de C81"C- que _ apl1ca 80bre al ext.remo sup81"101"est.a
f"ol"mado pol" \.U\8l ca1"ca vel"t.lca1 >.. lnclependiant.e de 108
desplazam1ent.os, y una C81"cahol"lzont.al H, que ..w. def"1n1dapol'

H - )" ~ t.c<CI;.)• 0 (42)

c:Ionder es coef"ic1ent.e que varia ent.l"e cel"O Y uno. ~a t.)

1"_H

Sl ( _ al ~ulo l"e.pect.o a la vel"t.lcal, de la
~ult.ant.e de f"uezas apl1cada:s en el ext.l"emo supel"lo1" del s1st.ema,
sa vel"lf"ica que

Sa deb. dest.aC81" que pal"a )" -0 .e Uene el cu.stco caso de Eu1e1"
con .610 C81"C. vel"t.lcal • lnclependient.e de 10. delSp1azam1ent.os.En
cambio, .1 _ cons1del'a r -t .e obt.lene el P1"oblemade Beck [9).

V<q.,CIa'~,R>-i,q: 20 + },q: 0 - q.CIa 0 + H <s.n<q.> + .en<CIa»-

- ~ L <l-C08<q.) + i-cos<qz» <.•.•)
c:Ionde0 es la I"lC1deznextonal. y L la lone1t.ud de !as ba1"l"as.

_n<~) • • +....• C\- .,q,

cos<C\) • i- • z + !"q4 _ (45)i,q, .. ,
t.c<C\) • '+ • • +....iq,

en el pot.enc1al t.ot.al <.•.•). y en <.•3), que se t.oma como la
Ec::uac16nde Re.t.l"lcc16n, .e t.lene



,. 'zV(q,'CIz.l.,R:>-i,q, 20 +i,q.

+ B L { q, + ~

[2-11 Y II - 1
Yll ) C

[A.. J •LJ -1 1 - II +

• ),. L
II c-

La soluc16n del problema de valores

deUA.J • (1-y> Ilz + 3(y-1> ,.,+ 1 • 0
~ c c

cuy. soluci6n e.
a(a-y) { +

II. • z(l-y) a_

<x/or. { 1,

<VI/'r. { 1,

[
I + 4(a-y>a

PCI-y>

1 }'rU-,., +rll )
c c

-<y II - 1>}'rU-,., +r,., >
c c

AI evaluar b. con (9) result.a.
L

b • 0i.

Asi s1 se consider. (27) con (152) y <53> se concluye que el
sist.ema present.a una Blf"urcaei6n.

Se eHee • qa como paramet.ro de p8rt.urbac16n. En
vlrt.ud de (31», (31) Y (53), de (141)se obt.lene

con x
j

dado POI" (52).

AI evaluar loa coeficient.8s (36) .como
,e

Pi.
rasult.a (; nulo Y POI' 10 t.ant.o



X (s)C. 0

Con 108 l'eSU1t.ados (52) Y (56) <let(33.2) se t.iene que

yC&>C. XC r
(l-~c +y~o)

Como consecuencia <let(56) Y (5'7) de (3·" result.A que
t.& c • 0 (59)~

Y .i se considera (53) y ('59), con (30) y (3D, en (14) se obt.iene

q~Z)C • 0
J

AI evalWU' (o4D, result.a

~ CZ>c IN Ic
" • - II:)"

ID • 3 L ¥'I (xzr - Xl) + 3 L ¥'z Xz (r - 1)

<Sondela component.es de ¥'j Y x
j

est.an dadas pOl' (52).

Con (!51), <5!5), (57), (61) Y (62), se pue<let expresar
una so1uci6n cuadr:6t.lca de la t.rayect.oria poscrlt.lca:

"- 1 + :tC z-- . q& (64)XC
c X ca)c

con :t •
2 XC

La Tabla I. muest.ra las carc_ c:r-lt.icaa y mocto.
Cl'lt.lcos obt..nidos en f"unc16nde r.



clrga cr{tica

A }J-et

D~

mod()~_c!'(ficos

•. Pt.
D }J."
o X,

():~e
0.20

A "1:1.119

~ 't:~/g

• 't:d9

o '1:0



~Cl " ¥'a ~1y a

0 O.IUli' 1. "110 1. cstlO O. lOll
1..••.• O. ~'QlI 1. "~07 1. GdO? O. ~0'1~•.....• O. SilO 1. 07~1 1. ~IZO O.~lla•.....•. a._o 1. 7 •• 1 1.'d«) O.dZZO•.....• O. I_ 1.15.1 1. 1701 1. OClC'7•.....• 1.5000 '.0000 0.5000 Z_1

y ~CZ X
a ¥'a ~a

0 a. dl110 -0.dlI0 -O.OUO 0.181a
1..••.• a. lidO? -0.71'd -0. GdOcI 0. 11S7a
a ..••.p a.~lIzo -1. 0'1~7 -0. ~Iao 0. 1dlSD

•....." a.'ddO -1. 78al -0.8ddO 0. 0.~7

~..•.." a. 1701 - •• II!Ul -0. 1701 -'.11800
G•.••." •• 5000 +•• ooסס +O.GOOO -Z_d7a

Se observe que cuando r crece y t.oma al valor 5/9 las
cart;as crlt.icas coinclden en el valo:r 3/2. y los modos crlt.lcos
asoelados t.ambien colnciden <Flt;ura 2.>. A part.lr de est.e valor el
sist.ema no puede se:r mas t.rat.ado pol' al crit.e:rio ene:rt;et.icoya que
no es poslble encont.rar una base en la cual las ecuaciones
t;obarnant.es puedan di~onal1zarsa. Las component.es no
consarvat.lvas son demasiado import4ont.e. y la lnest.abllidad t.lpo
nut.t.er no puade descart.arse. En la F1eura 3. se represent.an !as
soluciones asint.6t.lcas de set;Wldo orden obt.enidas para el primer
est.ado crl t.lco.

sa ha obt.enido el equ1l1brl0 poscrtt.lco de slst.emas
pseudo-conservat.lvos con carcas secuidoras m&d1ant.e !as
condielones de est.ac1onal1dad de un pot.enclal c1asico. en un
domini0 rest.rincido de sus variables. Ese pot.eneial c18sico se
obt.tene de conslderar a t.odas !as carC8S tndependient.es de 10s
despJ.a:zamient.ospero asociadas ados paramet.ros de cont.rol. El
dominio se rest.r1nce con las re1aclones exist.ent.es ent.re cart;as
set;uidoras y despJ.a:zamtent.os.Las ecuaclones no lineales se han
resuelt.o con el met.odo de !as pert.urbaclones y la t.ecn1ca de
sust.lt.uci6n.

La formulaci6n att.ernat.iva que se present.6. es
part.icu1arment.e vent.ajose para c1aslficar el est.ado de equilibrio
crlt.lco de sist.amas est.ruct.ura1es para 10s cuales se conoce la
definici6n de !as carcss dependiant.es de 10s dasplazamient.os, y se
eVldencla una falt.a de simet.rla que imposibl1it.a 18 formulaci6n de
un pot.encial t.ot.al que involucre a !as carcas seeuidoras.

Cabe seftalar que aUn cuando se hall
de claaificaci6n de est.ados crt t.lcos

ampllado
d1st.int.o. ,

las
se



mant.ienen acot.adas a 10. eas08 en que la ine.t.abUidad de t.ipo
~lut.t.er puede ser deseart.adL

Para e1 ejempl0 anallzado .e muest.ra no 8610 el
Umit.e hast.a el eual puede t.rat.ar.e a1 .ist.ema eomo
pseudo-conservat.ivo [91. 81no t.ambi.n la innueneia de la
dependencia de !as careas eon 108 de.plazamient.os en las careas
erit.ieas y !as t.rayect.orias po.cr1t.ie_ del sist.ema.
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