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RESUMEN

En esta comunicacién se presenta una formulaciétn
alternativa para encontrar lasg condiciones de equilibrio
postcritico de sistemas estructurales, discretizados por elementos
finitos, bajo la acciéon de cargas que dependen de los
desplazamientos. La formulacién es adecuada para el andlisis por
Elementos Finitos y considera la funcién energia potencial total
de un sistema clasico en un dominio restringido de sus parametros.
Se resuelven los sistemas no lineales con el Método de las
Perturbaciones y la Técnica de Sustitucion Se obtienen
condiciones para clasificar el estado de equilibrio critico
distinto. Se estudia la inestabilidad de un modelo mecanico simple
de dos grados de libertad en un rango parametrico desde el
problema clasico de Euler al no conservativo de Beck.

ABSTRACT.

An alternative formulation o obtain postcritical
equilibrium conditions of discrete structural systems under of
follower forces, is presented in this work. The formulation |is
suitable for finite elements analysis and considers the total
potencial energy function of a classical system, in a restricted
domain of its parameters. The non-linear equations are solved by
the perturbation method and the substitution technique. Conditions
are obtained that make possible a clasification for the distinct
eritical equilibrium state. The instability of a simple two degree
of freedom mechanical model is studied in a parametric range from
the classical problem of Euler to the non-conservative of Beck.
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1. INTRODUCCION.

El emstudio de 1la estabilidad de los estados de
equilibrio de un =mistema estructural puede hacerse basicaments por
dos vias. En primer lugar, mediante un andlisis no lineal directo
basado en técnicas incrementales, que si bien determinan el estado
critico del sistema, no son capaces de clasificar el fenémeno en
forma inmediata. En segundo lugar, se puede analizar el problema
mediante formulaciones especiales que estudian al punto critico
mismo (1,2). Estas dan informacién adicional a la obtenida por un
anélisis no lineal directo y permiten asi clasificar el fendmeno.
Los problemas resueltos por Elementos Finitos mediante esta via
hasta el presente [2-8) exigen la existencia de un potencial total
para el sistema estructural.

Existen algunos sistemas estructurales donde actuan
cargas dependientes de desplazamientos, para los cuales la
inestabilidad de tipo ‘flutter’ puede ser descartada y por lo
tanto pueden ser tratados con el criterio energético [9-11). En
estos sistemas, llamados pseudo~consevativos en (9], suele ser
frecuente la imposibilidad de explicitar 1la funcién energia
potencial total para la discretizacién adoptada, ya que las
ecuaciones de equilibrio resultan no simetricas, aunque
diagonalizables. Esta diagonalizacién es posible en sistemas que
presentan puntos criticos distintos, para los cuales no hay
acoplamiento de modos, tomando como base justamente esos modos.

En este traba jo se analiza el equilibrio
post-critico, en la vecindad del estado critico distinto, de
sistemas con cargas dependientes de desplazamientos poscriticos,
como limite de yn sistema clasico, para el cual se conoce un
potencial total, al que se le agregan restricciones en la
variacién de sus parametros.

Por este motivo, al sistema de cargas se lo divide en
dos: uno controlado por el parametro A, que es la parte de las
cargas independientes de los desplazamientos; otro controlado por
el parametro H que representa a las cargas dependientes de
desplazamientos. Pero el equilibrio para el nuevo sistema
estructural se buscara para variaciones especiales de sus grados
de libertad. Estas variaciones deberan verificar las ecuaciones de
restriccién del problema que se toman de la definicion misma de
lag cargas seguidoras que actGan en el modelo original.

2. COMPORTAMIENTO DE ESTADOS CRITICOS DISTINTOS DE
SISTEMAS CON CARGAS DEPENDIENTES DE DESPLAZAMIENTOS

2.1. ANALISIS POR PERTURBACIONES

Se supone que las cargas pueden representarse a
través de dos parametros de carga: A representa componentes de
carga que se consideraran independientes; mientras que la
dependencia de cargas con desplazamientos se pondra de manifiesto
a través de las componentes cuyo parametro de control se denomina




H. A los efectos de escribir la energia potencial total del
sistema clasico, supondremos inicialmente que A y H son
independientes entre =i.

El equilibrio en las vecindadezs de un estado critico
distinto C (2] correspondse & un valor estacionario del funcional
energia potencial total respecto a las coordenadas generalizadas,
que se expresa

V< gl > =0 ek D)

donde
qj desplazamientos incrementales,

V,‘ indica derivadas de v respecto a los
grados de libertad q

Para considerar la dependencia de las cargas con los
desplazamientos, se condiciona 1a basqueda del estado de
equilibrio a la reglién definida por k ecuaciones de restriccién

£,Cq A H = 0 a2

que se obtienen de la relacién existente, entre el sistema de
cargas independientes (con parametros de control Ad, el sistema de
cargas seguidoras (con parametro de control H> y lom
desplazamientos. Notese que el numero de ecuaciones de restriccién
es menor o a lo sumo igual al namero de ecuaciones de equilibrio.
En lugar de expresar el problema a través de un unico potencial,
las ecuacicnes (1) Jo definen a través de dos sistemas de
ecuaciones no lineales, que deben resolverse en forma simultanea.
El potencial en este ultimo enfoque es mucho mas simple que el que
se obtendria en el enfoque sin restricciones, pero con cargas
seguidoras en el potencial.

Para resolver el sistema de ecuaciones no lineales
<1> se recurre al Método de las Perturbacicnes [2,12). Ast se
propons una solucién asintética del tipo:

Lt _(»c 2
29;
A m A% e aC g ‘ax‘”" s .. @>

c (1>C
. Q.+ q s <+
q) QJ qJ

BB+ H7C g 4 Lu®° &7
donde s es un parametro de perturbacién adecuado; y
< indica derivada de orden r respecto a =.

Si se reemplazan las series (2> en el sistema <1
quedan funciones implicitas de =,

V‘( qj(o),)uo),ﬂw J= 0

fk( q’.(»,k(m,llw )= 0 ‘ @
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cuyas derivadas sucesivas respecto a s seran nulas, y al ser
evaluadas en el estado critico permitiran obtener los coeficientes
de las series (2). Estas derivadas sucesivas constituyen los
sistemas de ecuaciones de perturbacion. A continuacién se
presentan los dos primeros,

. (-]
V.q+VaA® s v H® | =0
A7 B | L3 i
. (-
7 N s
£, A"+ H | =0
2 STt SR T
V.‘j qj + Vi ' N - Vill + .
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+< fu..q. + tk.o AT+ !’k’. H™ D I =0

') indica derivada con respecto a H,

€ Y’indica derivada con respecto a A,

los términos ¢ ), indican derivacién respecto a s,
pero segidn la regla de ia cadena.

Estos sistemas lineales tienen las siguientes
caracteristicas:

¢ todos los sistemas tienen los mismos coeficientes
de las incégnitas,

® el término independiente depende de las soluciones
anteriores,

Cualquier sistema de perturbacién se puede expresar
de la forma genérica
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Siguiendo a (13] es posible usar la técnica de
sustitucién de variables para resolver (?l résimo sistema de
perturbacién (4). Para ello se obtiene H™ de las ecuaciones de




restriccién en la forma:

) {r) . ) r-1
H =-f{ quj+fkk+#,‘} )

lo cual es posible debido a que, al ser las restricciones siempre
activas en H, se tiene que

fk#O (40

Reemplazando la (60 en las ecuaciones de equilibrio post~critico,
se llega a

g +b AT + ™ a0 >
LS ] i i
donde
AV -V T r
I ©
b=V -V £ 1
r~e ret N r-4
t e o VT & 10>
for 1 a
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La solucién general de (8) es posible expresarla como
suma de la solucién homogénea mas una solucion particular (14) Co
suma de dos soluciones particulares)

" ma x + AT Y +¥" ) a2
J r j ]

x‘i es solucién no nula del sistema

[+
|

xj =0 a3

3]
que ests garantizada por ser C un punto critico distinto, y Y, Y:
son soluciones particulares de los sistemas

A Y = -b
LY I | 19

14)
r=4
A, = Y

Se debe sefialar que el coeficiente a depende de las

soluciones particulares elegidas y se explicitara al elegir un
parametro de perturbacién s adecuado. Si se considera 12> en
o3 posible tener una dependencia funcional Unica en A\ , ya que




<r) -~ {rd 4
H =-fk{arfijj+h [rkjy,,+rk]+ 15>

r~1
* rkj yj + ‘k }

t.:" - t.,‘{ar_‘xj, q;'_z’,. ...q® 16>
AT A(*).y:-‘,ll('-”. ) _“u)}

Se puede ahora obtener A" Caplicando el mecanismo de
contraccién [2] sobre el sistema de orden r o de orden r+1 segan
corresponda.

2.2. PUNTO LIMITE.
Sea v, solucion del sistema

w.‘Au|c- o an
es decir un autovector por izquierda de A:, que en general podra
no coincidir con el autovector por derecha xj 13>, debido a la

posible falta de simetria de A."}".

Si se aplica contraccién sobre (8>, en virtud de U

resulta
w, b AT+ ¢ ¥, t.:">|° =0 s>
de modo que si
c
&, b =0 19>
es posible calcular
cy t™H ¢
A‘”c - [¢1)]
(w,‘ bt)

En estas circunstancias es adecuado elegir como
parametro de perturbacién a H,
8 = H 21>
y por lo tanto w
B s,, 2>
donde 6" es el Delta de Kronecker.

La condicién 22> en 13> permite obtener el
coeficiente o para las solucionez particulares Y’. Y: de 14O

elegidas. Es facil verificar que para r = {’'resulta que

o?’-,z,""‘-sf‘-o @
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y asi se queda

de 20 A e 0 24.1>
de 12> q;"° - x 24.2>
de (15> y 2> 1 m-f £ x 243>

Para r = 2 es facil verificar que, conocidos (24) resulta

s 1
L =P, 0‘3) 3

y asi se obtiene:

4
Cy ptxd)]e
de €20 ARC w . LI S €26.1>
(w.‘ bi.)
de 15> y (22
- @ 4 2 1 c
r“{x Loy *nl*ny, ”‘k}
a = = <€26.2>
fk !'h. xj
(2> e 2
de 12> ¥ za x + Y. N +Y 26.4>
3 2 J 3 3

La forma de la s=solucién asintética de segundo orden
obtenida permite clasificar este comportamiento como PUNTO LIMITE

2.3. BIFURCACIONES

Cuando se cumple que

v b |“=o0 7>
no es posible obtener A" de «®>. Es conveniente recurrir a la
contraccion del sistema de orden (r+1), obteniéndose

r (r-4) (8) S () | ()
witt{ar xj, q‘i ,....q,. AT WA, 28

Py (0}, =) w] |e
H O e H}

-0

ecuacién que relaciona a Ay a.

Siguiendo la teoria general de estabilidad, (21 es
adecuado en este caso elegir como parametro de perturbacién a

s ®q 29




con lo que resulta

- & 30>

. Es posible elegir como soluciones particulares de
14> a aquellas que verifican que

Y wY mo 31
E Y

De esta forma resulta de (12>, <30> y (31
a =5 32>
r ar

Asi es pos(i't’tele con (32> en <(28) obtener una ecuacién en una Gnica
incognita X .

Conocido A“° es posible completar 1la solucién del
r-ézimo smistema, a saber .

de (12> con (32)
=5 x+0" Y +Y > &R0
ar } 3 J

de (15> con (32

o e . ] 4 332>
B = - fx{"ufk,- X + A1y, v ]

Es posible verificar que para r=2

2
towplexd + A% 2t e YO + AT s YD |° 34>
t | S 3 b} + 3}

i
de manera que al contraer e! segundo sistema surge
w?

A R+ A\YB.Cmo s>

A=y s: ) €36.1>
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Bwy oo YD 36.2>
LI F I

C= v, p: (xj) €36.3>

Las dos posibles soluciones de (35> manifiestan el
fenémeno de BIFURCACION. Si

C=y p: x> =0 & 19)

se trat;a de una BIFURCACION ASIMETRICA. St

4
C=y p xP=0 38>

la bifurcacién sera& SIMETRICA pues

S <39>

es smolucién de (3B).

Para saber de qué tipo de simetria se trata se debe
contraer el tercer sistema, en el cual, si se considera (31),(32)
y €39) resulta

t: = p: (x,.,u“’,\';’ﬁ + £\ ®r x-: (xj,llm,Yj) €40

2 TS 3
v, P (xj,ﬂ .Y’. ) e
A = - “1

2 (1)
¥, T (xj,l{ ,Y’.)

St A% es positivo sers una BIFURCACION SIMETRICA ESTABLE, por
lo contraric si es negativo sers& INESTABLE.

3. EJEMPLO.

A los efectos de ilustrar 1a teoria desarrollada
anteriormente, se ha preferido aplicarla a un modelo mecanico
sencillo de dos grados de libertad. La extensién a un modelo
discretizado mediante Elementos Finitos no presenta dificultades
adicionales, y e encuentra en este momento en fase de desarrollo.

Se analiza la estabilidad del equilibrio de una
columna bajo 1a accidn de cargas dependientes de los
desplazamientos, adoptando un modelo simple de dos grados de
libertad que se {lustra en la Figura 1. La rigidez flexional s=me
concentra en dos resortes elisticos lineales ubicados en las
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articulacionea del modelo. Los grados de lbertad adoptados son
lo= giros q de las barras rigidas alrededor de las

articulaciones, medidos respecto de la vertical CFigura 1. EIl
sistema de cargas que se aplica =mobre el extremo superior esta
formado por una carga vertical A independiente de los
desplazamientos, y una carga horizontal H, que esta definida por

H-rkbc(qz)-o ) 42>
donde y ez coeficiente que varia entre cero y uno. Figura 1.)

I HA A Txi
+ o ¥:0
L

l 3z > e

Figura 1,

St [ es el angulo respecto a la vertical, de Ila
resultante de fuezas aplicadas en el extremo superior del sistema,
se verifica que

tLg<{> » y bc(q’) <43>

Se debe destacar que para y w0 me tiene el clasico caso de Euler
con sSlo carga vertical e independiente de los desplazamientos. En
cambio, si se considera y =1 ge obtiene el Problema de Beck [9).

El potencial total para cargas clasicas en este caso
on

1 2 £ 2
V(q‘,q:.x,lb- 219, 2C + 719 (o] 9,49, C +H (son(q‘) + son(qz»-

-A L (1-cos(q‘) + 1-cos(qz)> (44>
donde C es la rigidez flexional, y L la longitud de las barras.

Si se consideran las aproximaciones

sencq)> = q - fa +

cos(q)> = 1~ ;—,q: . %'q: - 43>
Y
AN

{.‘(q,‘) - q‘ +

en el potencial total (44), y en 43, que se toma como la
Ecuacién de Restriccién, se tiene
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V(q‘,qz,l,ﬂ)- %lq: 2¢ *%lq: Q- q‘qac +

4 8 1 t 6>
+BL {".*". AT *} -

s 2 1.2 _ 1 6 _ 1 &
e L{ % + 1% % uq:" }

1 8

f‘CQ‘,q..RJD LI - B - N ¢ ql + s q! +..D s 0 47>
Asi de (9> resuita
2~ u ru-1
A)= C 48>
H -1 1= p+yu
donde = k——cl‘ 49>
La solucién del problema de valores propios U3
exige que
detiA J = Ci-p> HD + 31> H*1moO 0>
cuya solucién es o2
8(s-yd + 4C1-)
".'m-—ﬁ{‘-["pt%“] } o1

T 1 T
o= {" T _ra c>}

T
T Ly 4= D
(w).) - { 1, ?__1- pe ﬁpc—)}

G2

Al evaluar bi con (9) resulta,
b,‘ =0 3

Asi si se considera <27) con (32) y (53> se concluye que el
sistema presenta una Bifurcacion.

Se elige a q‘ como parametro de perturbacion. En
virtud de (30>, (31 y (53>, de (14) se obtiene
y‘i = 0 4>
y asi resulta

z X, 433>
con x), dado por (52).

Al evaluar los coeficientes (36> ,como

pl.e -0 36>

A}

resulta € nulo y por lo tanto




N (S)C. o

Con los resultados (52) y (56> de (33.2) se tiene que
c

Hmc - A
<1-u°+w°5

&7

(<2 )

Como consecuencia de (36) y (57) de (34) resulta que

t.: “wo 59>
y =1 se considera (33> y (39), con (30) y <(31), en (14> se obtiene
y =0
! 0>
2
y; =0
Si se considera (60) y €33.1), se tiene
;"" =0 61>
Al evaluar (41), resulta
S Rl b w2>
con
N=wALC x>+yp x> +2rALy x"+y x -
1 71 22 1 T2 2 "2
(F 9} 2 2
-3LH (v‘ x, + v, xa) 63>
D-aLw‘(xzr-x‘J-O-SL\vzx:(r—i)
donde la componentes de wj y x.i estan dadas por (52).
Con (81>, (3%5), (87>, (61> y (62>, se puede expresar
una solucién cuadratica de la trayectoria poscritica:
A c 2
R 64>
¥ BT
c A
con x = 3
2\
La Tabla I muestra las cargas criticas y modos

criticos obtenidos en funcién de ».
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26 carga critica
& Mo
‘ o M
9 &
0.38 4

0.20 ‘ . ¥
o 49 3/0 sia 1
% modos criticos
z >———-o-—0f‘4 a M,
4 0——0—0- ]“ ¢ 8 My
0 ‘ ° x
&9 4 ]
Figura 2.
m‘ a ¥:zlh
A ¥:3/9
6 L J t:‘b
o *:O
y
2
T




Tabla I.

r Hes Xa A€ X,

o 0. ses® 1. 5180 1. 6180 0. 3018
L9 O. 4999 1. 6407 1. BooO? 0. 407¢
F 92 0. 5180 1. 6748 1. ¢020 0. 4012
P2 o. as¢o 1. 72821 1. 3800 o. 8220
PV o. azee 1. 9548 1.1708 1. 0087
s/ 1. 5000 3. 0000 0. 3000 2060001

X

F Hea 2 ¥, X,

o 2. 6180 -0. 6180 -0. 8180 o. 1982
1/9 2. BOO7 -0. 7886 -0. 8804 0. 1572
29 2. 4820 -1.0747 -0. 4820 O, 1655
s 0 2. scoo -1. 7924 -0. 3660 ©. 0ea?
49 2. 1708 -4. 8544 -0. 1708 -8.8890
92 1. 5000 +9. 0OOO +0. 8OO0 -2600672

Se observa que cuando y crece y toma el valor 5.9 las
cargas criticas coinciden en el valor 3/2, y los modos criticos
asociados tambien coinciden (Figura 2. A partir de este valor el
sistema no puede ser mas tratado por el criterio energético ya que
no es posible encontrar una base en la cual las ecuaciones
gobernantes puedan diagonalizarse. Las componentes no
conservativas son demasiado importantes y la inestabilidad tipo
flutter no puede descartarse. En la Figura 3. se representan las
soluciones asintéticas de segundo orden obtenidas para el primer
estado critico.

4.CONCLUSIONES

Se ha obtenido el equilibrio poscritico de sistemas
pseudo-conservativos con cargas seguidoras mediante las
condiciones de estacionalidad de un potencial clasico, en un
dominio restringido de sus variables. Ese potencial clasico se
obtiene de considerar a todas las cargas independientes de los
desplazamientos pero asociadas a dos parametros de control. EIl
dominio se restringe con las relaciones existentes entre cargas
seguidoras y desplazamientos. Las ecuaciones no lineales se han
resueito con el método de las perturbaciones y la técnica de
sustitucion.

La formulacién alternativa que se presentd, s
particularmente ventajosa para clasificar el estado de equilibrio
critico de sistemas estructurales para los cuales se conoce la
definicién de las cargas dependientes de los desplazamientos, Yy se
evidencia una falta de simetria que imposibilita la formulacién de
un potencial total que involucre a las cargas seguidoras.

Cabe sefialar que aun cuando se han ampliado las
condiciones de clasificacién de estados criticos distintos, se
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mantienen acotadas a los casos en que la inestabilidad de tipo
flut.ter puede ser descartada.

Para el ejemplo analizado se muestra no sélo el
imite hasta el cual puede tratarse al sistema como
pseudo-conservativo [93, sino también la influencia de 1a
dependencia de las cargas con los desplazamientos en las cargas
criticas y las trayectorias poscriticas del sistema.
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