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Se presenta una fomulaciO"l te6rica para el anoilisis de la
estabilidad eloistica de sistemas discretos frente a bifurcac:icnes
simetricas. El desarrollo sioue 105 lineamient05 dados per ~ Y
I-tslt. Se particulariza la fomulaciO"l para una coiscara de nN'Oluc:iO"l
caroada axilsimetricamente, la que se discretiza per elementos finites
semianaHtic05. Se canbinan 105 metodos de cO"ltinuaciO"lpara el
anoilisis precritico no lineal y la tIl!cnicade perturbacicnes para el
coilculo posc:ritico. Finalmente se presentan al9J'1O!5 resultados
~ic05.

A 1:heorvtical fomulaticn for the elastic stability of discnn
systems is presented. Chly synmetrical bifurcatiO"lS are cO"lSiclered.
This developmentfollows closely the theory presented by Tt"o1lpscn.-ld
I-\Jnt. The forflUlaticn is applied to synmetrically loaded shells of
revolutiO"l discretized using a semian.-lytical finite element.
CO"ItinuatiO"lmethodsare used for the nO"l-linear precritical path while
perturbatiO"l techniques are used for the asimptotic approach to ttw
postcritical branch. Finally sane nl.MT'ef"icalresul ts are pres&nted.



Las estructuras laminares capaces de resistir solicitacicnes
ccnsiderables debido a formas geotTll1>tricasconvenientes son nu::has vec:es
prcx:lives a fallar per inestabilidad, ya sea debido a bifun::ac:iones 0 a
plSltos l.i.mites. Las laminas de revoluci01 cargadas axilsi~tricanente
son Ln ejemplo clasico de este tipo de comportamiento (1).

Tradicionalmente la forma mas silllple de tratar este tipo de
estructuras ha sido mediante analisis de bifun::ac:i01 considerando
trayectorias precriticas lineales y despreciando la flexi01 intrcdLcida
per los apoyos (2). Sin emban;jOse presentarcn ca!lOS da'1de existian
fuertes divergencias entre los resul tados te6ricos y experimentales
[1,2). Se ensayaron distintas explicac:icnes para estas anomalias. El
aporte mas significative fue induclablemente debido a Keiter (3) quil!!l'l
en su tearia para estabilidad de s6lidos continuos mostrO que las
discrepancias eran debidas alas inevitable iq:erfecciones existentes
en las estructuras reales no c:onsideradas en el modelo; esta tearia
permite predecir la mayor 0 menor sensibilidad de la c:arga maxima
frente a la existenc:ia de dic:has imperfecc:iones. Los desarrollos de
Keiter fueron usados extensamente en los anos CIJ y c:onienzos de los 70
[4-6). Posteriormente Thcmpsony H.Jnt desarrollaron Lna tearia similar
para sistemas disc:retos (7), sin embargo sus aplic:ac:iones han sido
limitadas.

Otra forma de analizar estas estl"\JCtur"as es introduciendo una
i~fecci01 en la estructura y c:onvertir la bi fun::ac:i01 en Ln plSlto
limite, este esquema conbinado c:on los ~todos de c:ontinuac:i01
desarrollados a partir de finales de los anos 70 permiten (si bien a un
costo computac:ional nu::ho mas elevado) seguir en forma c:anpleta las
trayectorias posc:ri tic:as (8).

La ventaja de usar la primera aproximaci01 radic:a en que, ademas
del costo c:omputac:iona 1, la determinac:i01 de las c:argas limi tes para
distintos valores de las imperfecc:icnes se realiza en una Lriic:a
corrida. En tanto la desventaja esta dada en que la forrrulac:iCrl
asint6tic:a solo es valida en la vecindad del punto de bifun:: ac:iCrl, y
para valeres pequenos de la imperfecc:iCrl. Ademas la SE'gISlda es
indispensable c:uando resul ta de interes el c:onportarniento de la
estl"\JCtura a 10 largo de la rama posc:ritic:a ya que permite seguirla con
prec:isiCrl para grandes desplazamientos. Sin embargo existen nu::hos
casas da'1de s6lo resul ta de in teres el conportarniento en la vecindad de
la trayectoria primaria y la estabilidad del punta c:ritic:o mismo; en
esos case el analisis asintDtico es indudablemente conveniente.

En este trabajo se presenta un ampliaciCrl de la tearia de ~
y Hunt y su particularizaciCrl al analisis per elementos finites de
laminas de rl!'VOluci01 cargada axilsi~tric:amente. Se presentan ademas
algu"lOSejemples analizados con el objeto de validar la fomulac:iCrl.

Ccr1sideremos la energia potencial V de un s6lido elastica que
~ IllOClelarsecon un nUnero fini to "n" de coordenadas Q£. SupongatnOS
que esta energia posee a 10 mas terminos cuartices en Q£. Sea " un
parMetra que indica el nivel de solicitaciones sabre la estl"\JCtura;



supcndremosque V es lineal en 1\ y que a su vez 105 tenni.nos que
ca'ltienen a 1\ son lineAles en D•.• Tenemosenta'ICes:

Las ecuacicnes de ~ilibrio resJl t., (lIl subindic. en V indica
c:lE!rivadaparcial respecto a 1a coordenada Dd I

en ta"lto que la condicia. de p.rIto cdUco, esto es donde hay III cambio
en la estabi lid.cl dftl sistema _tA dada par aquellos p.rItos que
satisfac:en (2) Y 1a ccndicia.1

9.JpongamosentalCes que partimos de III p..nto de equi1ibr io
ca'lcx:ido, per ej. (D•.,I\)=(O.,O), Y avanzamos sabre la trayec:toria no
lineal de equilibrio (a 10 largo de la cual se satisfacl! (2» hasta III

p..nto critico (~ , I\C) • Posicia'landa'los en I!Ste p..nto aplicarnos la
tl!!cnicade perturbac:ia'll!Ssabre 1as ecuacia'll!S (2) uti lizando CClID

parametro la coordenada Q•.• Definamosademas:

la idea de la tl!!cnicade perturbac:ia'les es obtener U"Ia expansia. de q•.
Y Xen tenninos del parametro de perturbac:ioo q•.

reemplazandolas (5) en 1a (2) y derivando respecto al parametro de
perturbac:ioo obtenemoslas 1•.•• ec:uaciale5 de perturbac:ioo

supcndremosque el p..nto de equilibrio es distinto, esto
nuc:leode V•..•sea de diJlEnsioo1; llamandox al vector que
nuc:leode V•..•

es que 1!1
genera al

da'Ide 8i es .1 del ta de Kroenec:ker.Reemp1azando(8) en (0) y va1uando
en 1!1p..nto cri ticol



X ,a., •. 0

q}a., •• x..•

el sistema admit:emasde l.FIasoluc:il7l y tenemos bifurc:acil7l, que es
precisamente 10 que nos interesa estudiar-. Para resolver (9) es
neeesario C:crlsiderar las:ZCO-- ec:uacicrws de perturbac:il7l; derivemos
entcnces (6):

y apliq.JelllOSel mecanismode ccrltraccil7l que c:cnsiste en nultiplicar
cada ecuacil7l per x•., !lUIIlIrlasy valuar en el Pl.Flto critico. Teniendo
en cuenta ac:Iemaslas ec:uaciO"leS(7) y (12) obtenemos:

es la tangente a la trayec:toria primaria. Reemplazando(15) en (14) y
desarroll ando

ecuacil7l de Z- grade en X'•.), si

V•...••• x•. x..•x••• 0

entcrlCes>.,a.'==o es soluc:il7l (Bi1 Sinetrica) que es el case que nos
interesa aqui, si V•...•••x•. x..•x••.~ 0 entcnces X,a.)~ 0 (Bi1 asim*trica).
Tenemosentonces (C:crlsideraremosde ahora en mas5610 bi1. simetrica):

X,a., • 0
q}a., •• x..•



i,j • 2,n
k,l • 1,n

aplica"ldo e1 mec:cni5llDde ca'ltraccUn y ccnsiderando (8)( 12)( 19) Y (22)
obtenenos I.I"Ia ecuaci~ lineal en >.(2) de dcnde esta p.JE!dedespejan;e:

1:5 V•..Ikl X•. X.I Xk Xl. V•..Ik X•. X.I Zoc

V•..Ik X•. X.I Yk

e1 5i9"O de >.(2) detenllina 5i 1a bifurcaci~ es _tab1e(+) 0 :inestab1e
(-). IIbtar que estames asumiendo que e1 dencrninador es no 1"AJ1010 que
_ 1a ca'ldici~ de U"I IJlSlto critico di5tinto. La ecuaci~ (Z5) permits
escribir en forma similar a (15) Y (21)

En forma similar a 10 realizado hasta ~i p.JE!de pnxedenie para
obtener 1as derivadas superiores. IIbtar que 1es sistemas de ecuacionE!S
lineales a resolver (16) Y (22) tienen 1. misma matriz de coefic:ientes.

CcnsiderenDs ahara el caso en que _ista I.I"Ia imperfeccioo E tal
que cowierta e1 p.,rlto de bifurcacioo en U"I p.,rlto limite. Interesa
ahara encO"ltrar la lX'Sici01 de _tes p.,rltes limi t_. _to _ la
reiacioo que existe entre 1& malT'itucl de 1a imperfeccioo y 1a
disminucioo que se produce en e1 valor de 1a carQa maxima (interescn
ahara 5610 les cases en que! >.(2)< 0 ). Ccnsideraremos aqui
exclusivaments iJnperfeccicnes que! puedan modelarse cerro U"I sistema de
carQas. La erlerQia potencia se escribira ahara cerro:

1as ecuacia'les a perturbar Sa'l ahara las de equilitrio (2) Y 1.
ca'ldicioo de p.,rlto critico (7), que escribillDS cerro:

U.. + A f.. + E 0.. • 0

V14 X.I • 0

ca'ltinuaremos usando a 1a primera coordenada cerro parametro de
imperfecci~. Interesa ahara hallar:

M
1 2.

q~u., q•. + 2! q~(2) q~ +



1 2
AM • A- + >.01''') q~ + 2\

>.01(2) q~ +

1 2 (28)
• ·0 + .''') q':. +

2\
.(2) q':. +

1 ••
x~ • )(~ + 'X':(~) q':. +

2!
)(~(2)q':. +

dcrlde "I supraindice M (mA)CiflD)_ para distinguir de 105 resul tadO!!i
anteric:res. Las prineras ecuac:icrleSde perturbaciOn SCJ"I:

impcniendo ..t:.. 1 10 que implica )(~,•.)= 0 , utilizando el mecaniSflD
de Ccr'ltracciOnsobre (29.1), tenemos:

V"J )Co.~, •.)+ go. X •. e''''+ fo. x •. >.01''') • 0 (30)
~ ~

10 que implica que la imperfecciOn tiene influenc:ia
comportamientocritico. Llevando este resul tado a (29.1) y
tenenDs:

sobre
usando

~laundo (37) en la (29.2) obtenemos tl;''') (recordando que:
)1•."0.1. 0)

i,j • 2,n
k,l • 1,n



V~ ••.x .•. ~ •••. + 0.•. X••• «(2) • 0
'ot

v.•.J••.• X... XJ X... X. + ~ .•.J... X... XJ ZK«<:S) • 2 _
0.. x•.



En U1a forma similar puede ccntinuarse para obterwr las derivadas
superieres de _te esquemade perturbacicnes.

donde CI'Y £ son las c~tes del tensor de tensicnes y de
deformacicnes ordenadas cano vectores. En tanto que el vector t _t.1
fonnac:loper las funcicnes de mapeamientode 10$ desplazamientos (ver
per ej. [9]) y V _ el dominie de la _tructura en _tudio.

a· [ a~1,Uzz, a~, a1Z, a~~, aZ3 ]
£ •• [ s •.•., s••••, s""', 2S •.:z, 2S •.:s, 2S:z:s

to- (u•., Ua, U:s)

p" (P•.,P2,P3)

(53)

(54)
(55)

(50)

Las defonnac:icnes £ se escriben en funciOn de 10$ coordenadas
generalizadas 0 como

en tanto que 10$ tensicnes se relacicnan ccn _tas ~1 timas a travez de
la matriz de elasticidad D

££ •• [B:. + B•.(O) ]£ + 8•.(51) 0" [B:. + 2 B•.(O)t

fT •• LtT peN

LI'lsupraindice indica la coll.M1nade la matriz 0 VKtor correspcndiente.
Reemplazando(58) (60) en (59) obtenemos:

v£ •• ; Iv[ B:. + 2 Ba.(0) ]£T D [ B:. + 2 B•.(O) ] 0 +

OT[ B:. + 2 Ba.(0) r D [ B:. + 2 8•.(0) t eN + " f£ •• 0 (02)

Para resolvwr Itl pnrsente problema (ec.02) per medio de LI'l
algoritmo l"ll.lIlerico_ neeesario derivar este ccnjLl'lto de ecuacicnes no
lineal_ respec:to a 10$ coordenadas generalizadatl, 10 que permite,



partiendo de \II p..nto de equilibrio ctrlCll:ido,resolver est. ecuaci6'l en
forma incremental;

II (T T ~ TV",l • 2 V lIu e + II •• £,l+ 11.1£ •.+ II flu) eN (03)

£u· 2 B•.(S~) S~ •• 2 Bi(S~) (64)

Vu• iJvf ST D &+ &T D S + [2Bi(S~)r " + crT[2Bi(S~)J

+ ST D (2B='(Q)]+[~(Q)]T D ~+~T D [2It.:(Q)]+~(Q)]T D ~

1a15compcnentesde Vu fonnan \II matriz que dencminaremosleT (matriz de
rigidez tanoente)

~,l •• ~ L[ ST D ~+ ~T D S ] eN (67)

y K.,. y K.a scn 1_ componentesde la matriz de grandes desplazamientos

K.,.=;L STD[28=.(Q)J+[~CQ)rD ~+&T D~(Q)]+[~(Q)rD ~ eN (69)

K.a. ~ L(2BtCQ)r D (2BiCQ)J + (2Bi(Q)JT D (2Bt(Q)J eN (70)

Si Be ca'lSic:leraque los desplazamientos !Ia'\ pequeFos 1. (71)
resu1ta 15implemente:

Para realizar \II ""lisis de _tabilidad CD'l trayectDri_
prllCritic_ linea1_ (., 1. cua1 cr es proporcicnal a It ) hay que



clcnde ao es el estado tensicnal para el valor de car'9a de referenc:ia
CA=l)obtenido ccn (72).

Analisis de estabilidad ccn trayectorias poscriticas no lineales
pueden resolvenoe lllPVando•• cabo U'1 analisis no lineal hasta que
cxurra U'1abifurcaciOn. Dicha bifurcaciOn se detect.. rftOlviendo U'1
problema de autovalores de Ia forma:

[ ICT + M IC~ ) If" 0 (74)

clcnde IC'T_ Ia derivada de 1•• matriz till"9f!l'lte respl!Cto al parMietro de
car'9a A ; para obtener dicha matriz reeordando que 1C~.1•• VI.J
observemos que ~ •• VI.J" ;-, de C71) obtenemos que:

~ •• - 1(.;" f ••Y (75)

V 1J T T T T T T )I.J" "':2 vCa£.1 £"+a£,, £.I+a£ £.I,,+a.l" ££+a.l ££"+a,, £I.J dV

Y£.Ik-~ JJ~CS1)r [Be.+2B•.CQ»)k+(Bc.+2Bo.CQ»)"T[2I(cSl»)

+ ~T D (2BtCS~»)+~CS~»)T D ~ +~T D (2BfCQ)]+(2BfCQ)f D ~

+ (2BfCQ)]TD (2BtCS~)] + ~CS~)]T D ~CQ)]

+ (2BfCS~)]T D (2BtCQ)] + [2BiCQ)]T D (2BfCS~)])dV

••• V dQ.. IC'
V£.I" £.1" Cli\ •• T

IC~" IC'.. + IC'.. +IC'••

La resoluciOn de Ia ecuacien incremental (71) conbinada ccn Ia
busqueda del PlIlto critico lleva finalmente a Ia determinaciOn precisa
del PlIlto de bifurcacien. A partir de ese PlIlto es neeesario realizar
Ia aproximacien asint6tica, para 10 cual se neeesita de Ia derivada
cuarta de Y, Ia cual p.JI!de obtenerse de (76) y cn)

V 1ICT T T£.1"" -:2 V a£.1 £k1+a£k £.I.+a£1 £.Ik+a;k ££.+a;1 ££k+a:. ££.1) dV C9O)

~Iazando C~) y (64) ., C9O)

Vl.Jk1- ~Ivf[2B:cS':)r [2B•.CS'r»)"+ (2B•.CS'r)]"T~(S~»)

+ [~C8'r)r D [2B:C6:)] + [2BiC6:)f D [~(8'r)]

+ ~Cs:::)r D (2BfCS'i)]+ (2BiCS'i')r D ~C6:)])dV (81)



La fonrulaci01 hast. aqui presentada es particulanlB"lte f.icil de
implementar en IMlinas de rl!'llOlucien ~o carQa axi IsinWtrica
utilizando elementos finitos para discretiz¥ el meridia1Cl y series de
Fourier para modelar el ccmportamiento a 10 laf"'90 del paralelo
(Elementos Finit05 Semianalitic05). En tal case al ser la carva
axilsinetrica el c~tamiento precritico _ tambiiln axilsinetrico, y
ba5ta considerar el modo 0 de la serie de Fourier, entonces el sistema
incremental (71) resulta con III limitado nUmero de grades de libertad;
per 10 que el an.tlisis no lineal no es c05toso. La (03) se escribln

dcnde Nu Y M..., son 105 esfuerzo5 membranales y mementos flectores en
la IMlina y s..., y Xu son las defonnaciones y cillriJios de curvatura de
la 5Uperficie media. Per otro lade la (57) se escribe:

[~.[[ ~

Ba. B
fb B

1 Bz Ba.
+ 2

dcnde 105 B•. son 105 giros de la normal y G•. son 10K compc:nentes de 1a
matriz que relacicna 105 B•. con las a (ver per ej. 00-11).
Reemplazando en (68) (69) Y (70) obtenenos la matriz tangente KT para la
ann6"lica circlllferencial J en III p.nto de equilibrio E (rt:. ,A-):

'"~ •••II J? '"~ D '"8,. dx •.

dcnde So es la lCll"l9ituddel elemento y r es la distancia al eje de
revoluc:i01. IIbtar que 1. integral en la direccien del paralelo ya ha
sido reelizada. Llamando



"~. 11 J~"[G•. a.. Eb 8:.•. a,..,. B:.s ]

•.~~ : :<:.e •. ;c..e •.

Per otro lade e1 problemade autcJva10res (74) SIP deNaJp1a para
cada armOnicaccnsiderada, par 10 que su reso1uc:i6n no dananda ISl

_fuerzo 5ignificativo. Sea E ISl pu"ltode equilibrio (r!t.,"-) p1ante.wrcs

dcnde ~ _ 1a matriz de riQidez t.w1Qenteen e1 modoJ calcu1ada en E
y "IC'T- _ 1a derivada de 1a matriz anterior va1uada en 1a dinecciO'l 0y
en e1 lIIismopu"lto. Iknde 0y _ e1 vector tanQente a 1a trayectoria no
lineal axilsinetrka (ccn cc:mpc:re-tte5610en 1a armOnka 0)

da1de ~ _ 1a matriz de rigidez tanoente en e1 modo axi1siJletrico y
Of _ el vector de caroa de referenda (A=1). En tanto que definiendo

c:.(S~+3Ihe~) •
+C,.,s;'

.c.. (S ~+fhe~ )+ :
:C•..sz+2C..B~e•. :

:(c:.+C,.,)(S~+9•..p~ j

:":(~~).f!~ .



con 10 que _ obtiene I.n aproximacia, a la carva "C •. ,,-+ M , al
desplazamiento rr •• cf&+ M 0y y. al modocdtico "... Este esquema de
autovalores combinadocon el avance SCIbrl! la trayectoria no lineal
axilsimetrica, permit!! obtE!l"ll!rcon precisia, el P'-"to critico
(denaninaremosx al modocritico definitive).

Lha vez det!!nninadoel 0 lO5P'-"tos critic05 de int:en!!s, cada In:)
a!!iCJCiadoa I.n armOnicacircl.nferencial dada J, planteames el metodo de
la. perb.Jrbaciones ccrnofue descripto en la prinwra parte de est!!
trabajo utilizando ccrnoparanetro de perturbacia, la componente de
mayervalor absoluto de x.

Para detenllinar 5i 1. bifurcacia, es simetrica 0 asimetrica, hay
que evaluar VUk x•. x.. ••• • Teniendo lC 5610cevnpc:nentesen la armOnica
J, la intE!ljjral_ neduc:ea esta; Al explici tar este producto aparecen
en todos 105 terminos product05 entre fl.nCionessenos y cosenos de a 3
en la mismaarrrenica J que intE!ljjrad05entre 0 y 2n se anulan (salve que
J=O), de dc:ndepuede extraerse la siguiente conclusia,:

En CAscarasde Revolucia. CarQadasAxilsi.metricanente 5610 _ posible
U"1a Bifun:acia, SII'E'TRIaIen rt:ldosno Axilsi.metricos.

Siendo la bifurcacia, simetrica (~""'=O ,~"· ••x.,) calculemos ahra
las derivadas 5eC;lU1das;necesitamos 105 vectores V•..••..lC•• lC... cuyas
c~entes no nulas!5a'l exclusivamente en las armOnicas 0 y 2J;
llamando 0g y ""g a las componentesde V•..••..lC.•••• en las armenicas 0 y
2J respectivamente est05 puedencalcularse nediante las integrales:

[

c.B~+ (c.-+C.) B"+C,.,S:

0g •• n JS; O[ Bo•.,Beo,~] C.B~+~c'--+C.)s ••~ ••a: .
° 13•.( 3c.a~+(c.+c"') 13"+(e,..+2C- ) 13:

+2«c.e •.+CnS••)B •.+e-SB ••)

"9 •• ; I: Z> [ Bo•.,Bo:z,Bo:s,G •.,G.z, G:]

C.B~-(C.+Cn)8=-enB:
.:a ·2:·2CnB •.-(C ••+Cn)13 -C •.13••

2C,a •.S••
• :2 .::1' .:z . .. . .

13•. (3C.B •.-(C.+c"')13 -(e,..+2C,)S ••+2«C.£ •.+Cn£••)13•.00C,£S••

2( P•.(Cn+2C,) S•.B.+(c.S •.<-s••)B••+e.e B •. )
2B ( (C.+C,.,) (P •.a •.+S •. )+ (C,-+Cn)S •• )

°z -r~-" °9

a CCll'ltinuac:i~ nol:emosque



de dcnde podemos calcular

1 V + 0gT.OZ + ZgT.ZZ:5 ".H,'X •.X.• X••.X.

En case de presencia de imperfeccic:nes, la derivada tercera del
parMi!tro de imperfecciOn resul ta :

Similarmente pueden calcularse las siQUientes derivadas. DiQMlOS
ademas que >.,::s)= 0 y que q'::S) tiene cc:mpcnentes en las arrrenicas J y
3.1, en tanto que q'.) tiene compc:nentes en las arrrenicas 0, 2J y 4J.
La determinaciOn de las intel;jrales necesarias par!l el calcul0 de 1_
derivadas ha side llevada a cabo usando Lrl manipulador silliJ6lico
em> ya que a partir de las derivadas t:erceras se vuelve enoot rose
el manejo algebraico de las ecuaciones.

Cal el objeto de validar la fonnulac:iOn utilizada
dP.iarroll ado , es necesario comparar cases resuel tos en
ccn 105 resultados que arroja el programa.

y el cOdigo
la li teratura

N=/\---+ N-/\
+-- t...o,01

E=1o"'

Este case es tal vez el case mas simple que se puecIe analizar en
el case de lc1minas de revoluciOn. Lha seluciOn analitica del mi5lllil en
terminos de funciO'leS de Bessel se ha obtenido en [7). Para 105 valeres
de la Fig.1 y v = 0,3 105 resultados 50n 105 siOUientes:



deride 51! usa como par4metro de perturbacio, £01 desplazamiento del
centro de la placa en £01 IIOdo critico, que en este case es
axilsi.lnetrico. EI prtJ9rama. ccn 5 £Olemli!l"ltosigualmente espaciados. da
105 siguientes valCll'"eS:

que nuestra U"Ia £Oxcelente CO'lCordanc:ia ccn 105 obtenidos per ~.
Per otro lade ccn £01objeto de mostrar la aproximacio, a la trayectoria
postcritica, 51! ha realizado Ul analisis no lineal de la placa (usando
Ula versio, anterior del c6digo clebidafl8'lte probacIo [l1J), en la que _
ha introducido una pequena caroga normal para obi igarla a que _ desvie
per la trayecteria sec~aria. En la Fig.2 51! nuestran las trayectorias
no lineal y asint6tica, dcnde _ ve la exc£Olente aproximac:io, lograda
aun para valeres del orden de des veces la carga critica.
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Este ejemplo fue ccnsiderado en la ref. [12]; al Ii _ intrccLce una
imp&!rfeccio, lateral y _ resuelven las ecuacicnes no lineales de
equilibrio en fonne ~ic •• En la FiCjl.4 51! nuestr ••.• la'5 treyectori_
postcriticas para 105 pri~ 5 IIOdos obtenides ccn el presente
c6digo. Los resul tados cQllpar'ados ccn [12] nuestran las IIli.smas carvas
criticas en tanto que las traywctorias po!lCriticas scn cualitativafl8'lte



similares pero difieren un poco en sus valores; estas diferencias
aparecen tambien en la trayectoria axilsinetrica, la que podemos
ccmparar CO"lresultados no lineales propi05 y helros encO"ltrado U"Ia
coincidencia del tipo mostrado en la Fig.2
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Este tipo de estructuras han sido objeto de numerosos estudi05
te6ric05 [5,13) y experimentales [14) en 105 an05 l:I:) y conienz05 de 105
70. En particular de [5) (dO"Ide se realizan extensos estudi05
parametric05) se ha tomado U"I ejemplo cuya georretria y cargas se
nuestran en la Fig.5

En [5) 105 resul tados se presentan en forma adimensiO"lal, en
particular la carga aparece referida a la carga critica clasica de U"I
Kfera completa bajo presi6n ext.erna q.:>= :2 E (h/R)2/[3(1-v2)J11'2. Para
la georretria y carga de la FiQ.5 105 resultados Obtenidos per Fitch y
8.ldiansky SO"II



o.C/q. •• 0,78
n •• 7 (nUmerode la iirnenica circ\l'lferenc:ial)

;[0.'2' /0."] h2 •• b •• -1.08

cIcnde el paratr'etl"'Ode per"turbK:iOn _ el maximodesplazMliento normal a
la cascara en el modocri tieo (a aproximad_ 414 medido desde el
empotramiento); reemplazando 105 valores de la Fig.5 se obtienel

el presente codigo, modelando ccn 12 elementos (85 graclos de
en el analisis no lineal y 121 en el calculo de autovalores)
105 siguientes resul tadosl

libertacl
pnxluc:e

vemos que los resultados rruestran una excelente correlaciOn no 5610 en
el valor de la carga cd tica sino tambien en la deri vada SE!QU"'lda.

Basandose en la teoda elaborada per Thornpscrl y tt.nt se ha
desarrollado una estratE!9ia que no incluye el reemplazo de la
trayectoria precri tica en la energia potencial V. En particular se han
estudiado bifurcaciones del tipo simetricas y se ha ccnsiderado
analisis de sensibilidad ante imperfecciones.

Se ha presentado una fornulaciOn general
elementos finitos y se ha particularizado para
cargadas axi lsimetricamente, dcnde la
particularmente simple y eficiente.

usando el
laminas de
metodolo;lia

El c6digo c~tacicnal desarrollado ha side ~leado para
comparar resul tados existentes en la 1i teratura, los que han mostrado
una excelente correlaciOn ccn los entregaclos per el pro;lrama. AdemAsse
ha comparado la aproximaciOn asint6tica ccn el analisis no lineal en un
case de iqlerfeccicnes pequei'\as; los resultados en el ejemplo
presentado han sido excelentes, si bien la estructura analizada es
particularmente simple y ccn comportamiento poscritico estable.

Q.leda abierta la posibilidad de utilizer esta herr_ienta ~ica
para el analisis de nuchas estructuras de interes en los campos de la
ingenieria civil y mecanica,cuyo cc:mportamiento es fundamentalmente del
tipo de inestabilidad per bifurcaciOn

Los autores agradecen el apoyo brindado per CINICET dur.,te el
desarrollo de la presente investigac:iOn.
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