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RESUMEN

Se presenta una formulacidn tedrica para el andlisis de la
estabilidad eldstica de sistemas discretos frente a bifurcaciones
simétricas. El desarrollo sigue los lineamientos dados por Thompson vy
Hunt. Se particulariza la formulacidn para una cdscara de revolucién
cargada axilsimetricamente, la que se discretiza por elementos finitos
semianaliticos. Se combinan los métodos de continuaciéon para el
andlisis precritico no lineal y la técnica de perturbaciones para el
calculo poscritico. Finalmente se presentan algunos resultados
numéricos.

ABSTRACT

A theoretical formulation for the elastic stability of discret
systems is presented. Only symmetrical bifurcations are considered.
This development follows closely the theory presented by Thompson and
Hunt. The formulation is applied to symmetrically loaded shells of
revolution discretized using & semianalytical finite element.
Continuation methods are used for the non-linear precritical path while
perturbation techniques are used for the asimptotic approach to the
postcritical branch. Finally some numerical results are presented.
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INTRODUCCION

Las estructuras laminares capaces de resistir solicitaciones
considerables debido a formas geométricas convenientes son muxhas veces
proclives a fallar por inestabilidad, ya sea debido a bifurcaciones o a
puntos limites. Las laminas de revolucion cargadas axilsimétricamente
son un ejemplo cldsico de este tipo de comportamiento [1).

Tradicionalmente la forma mas simple de tratar este tipo de
estructuras ha sido mediante andlisis de bifurcacién considerando
trayectorias precriticas lineales y despreciando la flexidn introducida
por los apoyos [2]. Sin embargo se presentaron casos donde existian
fuertes divergencias entre los resultados tedricos y experimentales
[1,2]. Se ensayaron distintas explicaciones para estas anomalias. El
aporte mas significativo fue indudablemente debido a Koiter ([3] quien
en su teoria para estabilidad de sélidos continuos mostré que las
discrepancias eran debidas a las inevitable imperfecciones existentes
en las estructuras reales no consideradas en el modelo; esta teoria
permite predecir la mayor o menor sensibilidad de 1la carga maxima
frente a la existencia de dichas imperfecciones. Los desarrollos de
Koiter fueron usados extensamente en los afos 80 y comienzos de los 70
[4-6]. Posteriormente Thompson y Hunt desarrollaron una teoria similar
para sistemas discretos [7], sin embargo sus aplicaciones han sido
limitadas.

Otra forma de analizar estas estructuras es introduciendo una
imperfeccidn en la estructura y convertir la bifurcaciétn en un punto
limite, este esquema combinado con los métodos de  continuacion
desarrollados a partir de finales de los aros 70'permiten (si bien a un
costo computacional mucho mas elevado) sequir en forma completa las
trayectorias poscriticas [8].

La ventaja de usar la primera aproximacién radica en que, ademas
del costo computacional, la determinacidn de las cargas limites para
distintos valores de las imperfecciones se realiza en una unica
corrida. En tanto la desventaja estd dada en que la formulacidn
asintodtica solo es vdlida en la vecindad del punto de bifurcacion, vy
para valores pequefios de la imperfeccidn. Ademas la segunda es
indispensable cuando resulta de interés el comportamiento de la
estructura a lo largo de la rama poscritica ya que permite seguirla con
precision para grandes desplazamientos. Sin embargo existen muchos
casos donde soOlo resulta de interés el comportamiento en la vecindad de
la trayectoria primaria y la estabilidad del punto critico mismo; en
esos caso el andlisis asintdtico es indudablemente conveniente.

En este trabajo se presenta un ampliaciton de la teoria de Thompson
y Hunt y su particularizacion al andlisis por elementos finitos de
laminas de revolucion cargada axilsimétricamente. Se presentan ademas
algunos ejemplos analizados con el objeto de validar la formulacidn.

TEIRIA DE ESTABILIDAD BLASTICA
a) Andlisis de puntos criticos distintos con bifurcacion simétrica

Consideremos la energia potencial V de un sélido eldstico que
puede modelarse com un ninero finito "n* de coordemadas 0,. Supongamos
que esta energia posee a 1o mas términos cuadrticos en Q.. Sea A un
parametro que indica el nivel de solicitaciones sobre la estructura;




suporddremos que V es lineal en Ay que a su vez los términos que
contienen a A son lineales en Q.. Tenemos entonces:

V(Q:,A) = U(Qe) + A fo Qo (1)

Las ecuaciones de equilibrio resultan (un subindice en V indica
derivada parcial respecto a la coordenada Q.):

V=0 (2)

en tanto que la condicidn de punto critico, esto es donde hay un cambio
en la estabilidad del sistema estd dada por aquellos puntos que
satisfacen (2) y la condicidn:

lV;_,l =0 (3)

Supongamos entonces que partimos de un punto de equilibrio
conocido, por ej. (Q:,A)=(0,0), y avanzamos sobre la trayectoria no
lineal de equilibrio (a lo largo de la cual se satisface (2)) hasta un
punto critico (QF , A®) . Posiciondndonos en este punto aplicamos la
técnica de perturbaciones sobre las ecuaciones (2) utilizando como
parametro la coordenada @,. Definamos ademds:

Q. =G +q.
A=A + A

(4)

la idea de la técnica de perturbaciones es obtener una expansion de qg
Yy A en términos del pardmetro de perturbacidn qa
0: = QF + q.‘.“ Qa + él qiz’ Qf + tereane
’ (S)
A=A+ 2P gy + é, AT gT 4 cevenen

E 8
donde se ha usado la notacidgn ( )¢ = 2 ()
dqi

reemplazando las (5) en la (2) y derivando respecto al parametro de
perturbacion obtenemos las 17*" ecuaciones de perturbacidn

Voo 37 + fo AP =0 (6)

supondremos que el punto de equilibrio es distinto, esto es que el
nucleo de V.5 sea de dimensidn 1; llamando x al vector que genera al
nucleo de Vg

Vis xs =0 (7)
y tomemos x,=1., Ademds por ser q. el parametro de perturbacidn:

qQi”™’ = &2 (8)

donde 5] es el delta de Kroenecker. Reemplazando (8) en (&) y valuando
en el punto critico:

Vey Qs = = £ AP - v, i=t,n j= 2,n )
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tTx =0 (10)

que corresponde a un punto limite, la solucidn de (9) es:

A2 = 0

q;;> = x, (11)
si

fT.x =0 (12)

el sistema admite mas de una solucidon vy tenemos bifurcacién, que es
precisamente lo que nos interesa estudiar., Para resolver (9) es
necesario considerar las 29" ecuacidnes de perturbacién; derivemos
entonces (6):

Visw @§2°qE*° + Vg, q§™+ £, AF =0 (13)

y apliquemos el mecanismo de contraccion que consiste en multiplicar
cada ecuacion por x,, sumarlas y valuar en el punto critico. Teniendo
@ cuenta ademds las ecuaciones (7) y (12) obtenemos:

Vesw x.;q}“qi" =0 (14)

de (9) podemos escribir:

Q= wy + oy, AV i=2,n (15)
donde
Y =0
(16)
ys = =(Veg)™* £, i,J = 2,n

es la tangente a la trayectoria primaria. Reemplazando (15) en (14) y
desarrol lando

=z
A Vg % Vs Ve * A2 Vg Vi % Xy + Vige X X5 X = O (17

ecuacion de 2°° grado en A‘*’, si
Vigw %o X35 X = O (18)
entonces A‘*’=0 es solucidn (Bif Simétrica) que es el caso que nos

interesa aqui, $i Visu %X X5 % # O entonces A‘*’% O (Bif asimétrica).
Tenemos entonces (consideraremos de ahora en mas sélo bif. simétrica):

A“’ =0

st = x, (19)

reemplazando (19) en (13) obtenemos:

Vos Q5% = = Ve %y % = o A (20)
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que puede resolverse similarmente que (15), obteniendo:
Qi =z, ¢y, A (21)
con
2, =0

N (22)
- 2
Zs * =(Ves)™ ( Vara % %3 ) ::'; : 1::

derivando las (13) obtenemos las 3"°° ecuacidnes de perturbaciédng

1) __Ca) (€ 34 [

Veska Q52752 7qi"° + 3 Vege @§27Q8F 0+ Vo, q§™ 0+ 0= 0 (23)

aplicando el mecanismo de contraccidn y considerando (8)(12)(19) y (22)
obtenemos una ecuacidn lineal en A‘®’ de donde ésta puede despejarse:

%vl..ikl Xg Ng MK Mat Vg Xg X5 Zae
AP = - (24)

Visw X2 X3 Vi

el signo de A‘®’ determina si la bifurcacién es estable(+) o inestable
(-). Notar que estamos asumiendo que el denominador es no nulo lo que
es la condicidn de un punto critico distinto. La ecuacidn (23) permite
escribir en forma similar a (13) y (21)

q;S) - z-’ + Ys X(S) (25)

En forma similar a lo realizado hasta aqui puede procederse para
obtener las derivadas superiores. Notar que los sistemas de ecuaciones
lineales a resolver (16) y (22) tienen la misma matriz de coeficientes.

b) Analisis con imperfecciones

Consideremos ahora el caso en que exista una imperfeccidn € tal
que convierta el punto de bifurcacidn en un punto limite. Interesa
ahora encontrar la posicién de estos pntos limites, esto es la
relacidn que existe entre la magnitud de la imperfeccidn y la
disminucién que se produce en el valor de la carga maxima (interesan
ahora solo los casos en que A‘*’C 0 ). Consideraremos aqui
exclusivamente imperfecciones que puedan modelarse como un sistema de
cargas. La energia potencia se escribird ahora como:

V(Ge,A€) = U(Q,) + A f, Qg + € g G (26)

las ecuaciones a perturbar son ahora las de equilibrio (2) y la
condicidn de punto critico (7), que escribimos como:

U +Af, +€g, =0

Vs X_"O

continuaremos usando a la primera coordenada como parametro  de
imperfeccidn, Interesa abtora hallar:

1 2
OF =6+ Q'™ Qf + 3, AT Q'+ .evune.




AM = Ac + A"‘;’ q': 1 AH(?) qv;=+ ceesens

+
2
2 (28)
€ =0 + € '+ é, €™ ol + .eueen
1 2
X7 = xT+ X722 ot + > X0 gl + ceereee

donde el supraindice M (mdximo) es para distinguir de los resultados
anteriores. Las primeras ecuaciones de perturbacion sont

Ves Q%%+ g, €204 £, N2 = 0 (29.1)

3

Vi QT“ Xy + Vggy X?u'" (o] (29.2)

Ay o

imponiendo xT = 1 1o que implica x}
de contraccién sobre (29.1), tenemos:

s utilizando el mecanismo

VLJ Xg ﬂtl)+ Qs Xe e(l.).'_ f‘ Xy AH(&) =0 (30)

!

€* =0 (31)
donde hemos asumido que

Qs X * O (32)
lo que implica que la imperfeccidn tiene influerncia sobre el

compor tamiento critico. Llevando este resultado a (29.1) vy usando (8)
tenemos:

Vis Q5% = = gy ~ 4 AV (33)

de donde podemos expresar:

Ll X 7 1)

q; =% +ys N (34)
contrayendo ahora las (29.2) nos queda:
Vise Xa Xy q:“‘” = 0 (35)
reemplazando 1a 34 en la 35 obtenemos
Visw Xo X5 X + Vige X2 X5 Y A = 0 (35)
recordando la (18) resulta
AH(t)g o
™MCl1) (37)
Qs = Xy
reemplazando (37) en la (29.2) obtenemos »;‘*’ (recordando que:
2,0 o)
W P= - (Ve )7 Vika e s 1,3 =2,n (38)

k,1 = 1,n




observando (22) vemos que del andlisis sin imperfecciones
x:"l(a.) =z, (39)

consideremos ahora las 2°*" ecuaciones de perturbacion

vu.‘ q';(L) &(1)4_ vu qr';uza* Qs ‘(3)+ f‘ AH(Z) = 0 (w-l)

v‘-’k‘x" &(&)qf:(l).’ vuu % d‘:(a)* wu" Q’:“’x’;‘&,w“ “T(Q’w (40.2)

realizando contracciéon sobre la ec. (40.1) nos queda:

Visi X X3 X + Qg %g €% =0 (41)

l_o__l

de donde
€ =90 (42)

llevando este resultado a la ec (40.1) valuada en el punto critico
Vos €% = Ve %y ne — £ N (a3)
en donde puede expresarse q3 ‘%’ en funcién de \™®
Qi =z, 4y, N (44)
realizando contraccidn sobre la (40.2) nos queda:
Vesma %o ®s Y Xa+ Vege Vi XaXs A5+ 3 Vg %0 %5 2. = 0 (45)

despejando A‘*’

Viska X Xy X X3 + 3 Vige Xg Xs 2

A= (36)
Visw Xo X5 ¥
observando (24) vemos que:
PN 2 ¥ N (47)
reemplazando (44)(44) y (47) en (40.2) obtenemos:
Vs G = - Viam %ot 30 Voa 21 + Vo v A7) m (48)
observando (23) y (25) y comparando con (48) concluimos
5= = 9, (49)
derivando la (40.1) y contrayendo obtenemos:
Visea XaXsXuXs + 3 Vese %0q5® « gy x, €3 2 0 (50)

despejando €‘’ y reemplazando (46) tenemos:

Veswa Xa X5 X X3 + Vg X X5 2

e =2 T (51)
ry L




En una forma similar puede continuarse para obtener las derivadas
superiores de este esquema de perturbaciones.

FORMILACION POR ELEMENTUS FINITOS

La energia V puede escribirse en forma matricial como:

vellomeav-aAl  pav (52)
2fy v

donde 0y € son las componentes del tensor de tensiones y de
deformaciones ordenadas como vectores. En tanto que el vector & estd
formado por las funciones de mapeamiento de los desplazamientos (ver
por ej. [9]) y V es el dominio de la estructura en estudio.

o = [Ua..u U2, 033, Oaz, Uiz, Um] (53)
€= [sn.; €z, €3, 2612, 26.3, 2623 ] (54)
$0= (ui, Uz, Us) (55)

P = (Pi,ypP=yPs) (S6)

Las deformaciones £ se escriben en funcidn de los coordenadas
generalizadas G como

€=[B+Bi® ] 0 (57)

en tanto que los tensiones se relacionan con estas Ultimas a travez de
la matriz de elasticidad D

e=DE€E (38)

Las ecuaciones de equilibrio (2) resultan ahora:

v‘=éj(cIe+o*e;)w+Af‘=o (s9)
v .
donde
€= [Bo + Bu(@ ]* + Bu(8]) O = [ Bo + 2 Bu@)]* (60)
f*=Ii"pdV (61)
v

un supraindice indica la columa de la matriz o vector correspondiente.
Reemplazando (58)(&0) en (97) obtenemos:

v‘-éﬁ,[&nzmm "D [B+2Bum) J O+

G[B+2B.(@ ]"D[Bo+2B.(@ J*V+ AT =0 (62)

Para resolver el presente problema (ec.62) por medio de un
algoritmo numérico es necesario derivar este conjunto de ecuaciones no
lineales respecto a los coordenadas generalizadas, lo que permite,
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partiendo de un punto de equilibrio conocido, resolver esta ecuacidn en
forma incremental;

V‘-";I ( 0l € + 0L €4+ 03 E2+ @ €44) AV (63)
v
€as= 2 Bi(8%) 8} = 2 Bi(57) (64)

reemplazando (58) y (64) en la (&3) obtenemos:
Ve 5 L[ BST D Bé+ BT D BS + [2BI(8D)]7 o + o7 [2Bi(5D)]
+ 857 D [2Bl(@)]+[2Bl(@]" D B:+RLT D [2Bi(@]+[2BL(@]T D BS

+ [8@]" D [B(@)] + [BL®]7 D (@] | W (65)

las componentes de V., forman un matriz que denominaremos Ky (matriz de
rigidez tangente)

Kr =Ko + Ko + Ky + Ka (65)

'Ko es la bien conocida matriz de rigidez de pequeios desplazamientos
-ch-;L[ss*oas+as'nss]ay )
Ks €s la matriz de tmsiﬁa iniciales
K = ; L[zai(s:)]* o+ o' [2B{(67)] oV (68)

y Ky ¥y Kz son las componentes de la matriz de grandes desplazamientos

Kfé]v B37D{28 (@)]+[281(®)] "D BS+BLT D[2BI ()] +[2B1()]TD BS v (69)

Ke = ;Lm(m]" D [Bi@)] + [BL@]" D [B@] v (70)

finalmente la ecuacidn incremental queda:
KM+ MNFf=0 (71)

Si se considera que los desplazavnieu';tos son pequefos la (71)
resulta simplemente:

KeG=ATt 72)

Para realizar un andlisis de estabilidad con trayectorias
precriticas lineales (en lacual ¢ es proporcional a A ) hay que
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resolver el siguiente problema de autovalores:
(Ko + AKo(oos) ) @ =0 (73)

donde 0o es el estado tensional para el valor de carga de referencia
(A=1) obtenido con (72).

AMdlisis de estabilidad con trayectorias poscriticas no lineales
pueden resolverse llevando a cabo un andlisis no lineal hasta que
ocurra una bifurcacidn. Dicha bifurcacidn se detecta resolviendo un
problema de autovalores de la forma:

[K-.-+MK5.-]¢=O (74)
donde Ky es la derivada de la matriz tangente respecto al parametro de

carga A ; para obtener dicha matriz recordando que X' = WV, »

observenosq.aed%’iiavugén‘n‘,deﬂl) obtenemos que:

%g—ﬁ"fay (75)

en tanto que Vi,. se deriva a partir de las (&3) usando (60) y (64)
Vigw = ; J (015 €ut0lu £540% €40 t0]n €449 €qnton Eay) AV (76)
v

Vigun .i, J [[231(81)]* [Bo+2B.(@)]"+ [Bo+2B. (@] (2BI(51)]
v
+ BT D [2B{(8L)]+[2B1(51)]7 D BS +BS” D [2BL()]+[2BL@)]" D RS
* [2Bi@]7 p [2Bi(80)] + [2Bi(s1)])7 D [Bi()]

¢ [®is0)]7 D (@] + [28®)7 D [28is2)] Jov (77
Vis = Ve # = Ky (78)
Ky = Ko + Ki +K2 (79)
La resolucidn de la ecuacidn incremental (71) combinada con la
busqueda del punto critico lleva finalmente a la determinacidn precisa
del punto de bifurcacién. A partir de ese punto es necesario realizar

la aproximacion asintotica, para lo cual se necesita de la derivada
Cuarta de V, la cual puede cbtenerse de (76) y (77)

Visaa = ; L(cI.. Exat0li Eoat0ly £5400n €.at0]s Eantol, £4,) dV (80)
reemplazando (58) y (64) en (80)

Visua= ;L[[zai(s:')]* [2B.(8T)]"+ [2B.(8T))"" [2BL(6T))

+ [i5D]7 D [2BLED)] + [28L(sM]7 D [28L(s)

+ [ZB:(s:':)]* D [281(8';‘)] + [281(5':‘)]" D [m:(sr)]]dv (81)




PARTIOLARIZACION PARA LAMINAS DE REVOLLCION

La formulacidn hasta aqui presentada es particularmente facil de
implementar en laminas de revolucidn bajo carga axilsimétrica
utilizando elementos finitos para discretizar el meridiano y series de
Fourier para modelar el comportamiento a lo largo del paralelo
(Elementos Finitos Semianaliticos). En tal caso al ser la carga
axilsimétrica el comportamiento precritico es también axilsimétrico, vy
basta considerar el modo O de la serie de Fourier, entonces el sistema
incremental (71) resulta con un limitado nimero de grados de libertad;
por lo que el andlisis no lineal no es costoso. La (63) se escribe:

aa Cn €11
Noz G~ C- €22
N;z CQ 2813
Myg = Da DA Xas &)
M=z D~ D~ Xz
"*3 Dt nl:—‘

donde Nis y Mys son los esfuerzos membranales y momentos flectores en
la lamina y €45 Y Xss SOn las deformaciones y cambios de curvatura de
la superficie media., Por otro lado la (57) se escribe:

€12 Ba
€2z B
2€,:> 1 1828
Xaa = Bo * 2
Xz

2X 1z

8
f

]
P

™

donde los 8, son los giros de la normal y G, son las componentes de la
matriz que relaciona los By con las Q@ (ver por ej. ([(10-11]).
Reemplazando en (68)(69) y (70) obtenemos la matriz tangente Ky para la
arménica circunferencial J en un punto de equilibrio E (O%,A%):

KE =S+ S+ S+ E (84)
con
So
%S =n | r B3 D °B, dx, (85)
[~

donde sc es la longitud del elemento y r es la distarcia al eje de
revolucion. Notar que la integral en la direcciétn del paralelo ya ha
sido realizada. Llamando

W =G + G + G (86)

reemplazando (82)(83) en (68)-(70) y sumando, puede demostrarse quet
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Se
M‘..-nj °( 61 Gz 65 Boi Boz Bus ]

(-3
[Na+CaBT : CaBa CBa - 126 ]
"h"‘Cgﬂf CQB; &
Na+Na - Gs
......................... dxs (87)
Simétrico Boy
[} Boce
b . L - h -

Por otro lado el problema de autovalores (74) se desacopla para
cada armdnica considerada, por 10 que su resolucitn no demanda un
esfuerzo significativo. Sea E un punto de equilibrio (GF,A") planteamos

[F+M7K")w=0 (e8)
donde K¥ es la matriz de rigidez tangente en el modo J calculada en E
y ’k+" es la derivada de la matriz anterior valuada en la direccicn °y
en el mismo punto. Donde ®y es el vector tangente a la trayectoria no
lineal axilsimétrica (con componente sélo en la arménica 0)
-2

°y = °KF  °f (89)

donde “Kr es la matriz de rigidez tangente en el modo axilsimétrico y
°t es el vector de carga de referercia (A=1). En tanto que definiendo

£€'=%B vy y =G y (50)
la matriz derivada ( Visn “y.) se calcula como:
;K-'r‘ = JK'.I -+ JK';‘ + JK0=¢ (91)

reemplazando (82)(83) y (89) en (78) obtenemos:

Se
"K-'r‘=|lj J[G;Gzrx&;aez&s] (92)
o
Ca(61+38.8%) : S |
+C 65 : EC-B; ECnB:. Gy
C-€2+2C B3 01 :
(CatCn) (8148284 ) &
Simeétrico HCetCr)ex dxa
Boa
[+ B
Bos
L L

mediante un proceso iterativo se resuelve el problema de autovalores
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con 1o que se obtiene un aproximacion a la carga A = A%+ A\ , al
desplazamiento @ = @ + M °y y- al modo critico e. Este esquema de
autovalores combinado con el avance sobre la trayectoria no lineal
axilsimétrica, permite obtener con precisién el punto critico
(denominaremos x al modo critico definitivo).

Una vez determinado el o los puntos criticos de interés, cada uno
asociado a un arménica circunferencial dada J, planteamos el método de
las perturbaciones como fue descripto en la primera parte de este
trabajo utilizando como parametro de perturbacidn la conponente de
mayor valor absoluto de x.

Para determinar si la bifurcacidn es simétrica o asimétrica, hay
que evaluar V. . X X5 X« . Teniendo x solo componentes en la armdnica
J, la integral se reduce a esta; Al explicitar este producto aparecen
en todos los términos productos entre funciones senos y cosenos de a 3
en la misma arminica J que integrados entre O Yy 2n se anulan (salvo que
J=0), de donde puede extraerse la siguiente conclusion:

En Cascaras de Revolucion Cargadas Axilsimetricamente sdlo es posible
una Bifurcacidn SIMETRICA en Modos no Axilsimetricos.

Bifurcacidn en J distinto de O

Siendo la bifurcacion simétrica (A‘*’=0 ,qi*’=x,) calculemos ahora
las derivadas segundas; necesitamos los vectores Vi gmXs X cuyas
componentes no mulas son exclusivamente en las arménicas O y 23;
llamande °g y %g a las componentes de Vi uxsx. en las arménicas 0 y
2] respectivamente estos pueden calcularse mediante las integrales:

CaBT+(CatCn) B3+CB3
So - A=, AR
g=1 I r °[ Boa,Boz,Gs ] C.en.(c..«:.)a +F"a’ . dxa (93)
° Bi(3CuBI+(CatC) BT+ (Ca+2y ) B2
+2((Ca814Cnb2) B1+Cué Ba)

S
o= 5 J r [ Bos,Boz,Bos,61,62,63)
o
[ CaBT-(CatCa)B=-C 03
CnBT-(C+Cn)B*-C B2
2C.f1f2
B1 (3Ce BT~ (CatCn) BT —(CatZ. ) BZ42((Cuf 14CaE2) B ~Coat Ba
2(Bi{CA+ZCe)BaBat (Cnb24C 62) P2+Cet By)

2B( (Ca+Cn) (B2B14€ 1)+ (CCA)E2) |

dx, (94)

estas integrales permiten calcular:

°z =[] °g 22 =[5 % (%)

a continuacidn notemos que

Visw X %5 2 = °g7 %z + 2g7.22 (96)
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en tanto que
Viswe X X3 Y = °97-Y (97)
s4lo resta entonces calcular Visw: Xo Xs X« X3 para obtener A‘®’
v 3 Se s ne )
232 Xa X3 N Ma= I n r 3(CaB2+C-Bz+(Cu+2C+C-)B7) +
o
2((CatCr) BIBTH(CA+2CL) BIBE +3(Cr+Cn) BER™)dx, (98)

de donde podemos calcular

3 VismiXaX XXy + og'r.oz + aq'r'zz
A(:) = - (W)
OgT'Y
en tanto que
Q%= (®°z + y AT )+ 2 (100)

En caso de presencia de imperfecciones, la derivada tercera del
parametro de imperfeccion resulta :
VesmaXaXs XX +3(°g7.%2z + *g7.%2)
€= 2 (101
xT . f

Similarmente pueden calcularse las siguientes derivadas. Digamos
ademas que A‘*’= O y que q°®’ tiene componentes en las arménicas J vy
3J, en tanto que q‘“’ tiene componentes en las arménicas 0, 2J y 4J.
La determinacion de las integrales necesarias para el calculo de las
derivadas ha sido llevada a cabo usando un manipulador simbodlico
(REDUCE) ya que a partir de las derivadas terceras se vuelve engorroso
el manejo algebraico de las ecuaciones.

RERULTADOS NUMERIOOS
Con el objeto de validar la formulacién utilizada y el cédigo
desarrollado, es mecesario comparar casos resueltos en la literatura

con los resultados que arroja el programa.

.Placa circular simplememente apoyada con carga coplanar (Fig.1)

N=A h N=A R=10
> 56 i Q € =0,01
% R E=10*

Fig. 1. Placa simplemente apoyada, geometria y cargas

Este caso es tal vez el caso mas simple que se puede analizar en
el caso de laminas de revolucion. Una solucidn analitica del misma en
términos de funciones de Bessel se ha obtenido en [7]. Para los valores
de la Fig.1 y v = 0,3 los resultados son los siguientes:
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A® = 3,84832 vy A\‘® = 20778

donde se usa como pardmetro de perturbacién el desplazamiento del
centro de la placa en el modo critico, que en este caso es
axilsimétrico. E1 programa, con S elementos igualmente espaciados, da
los siguientes valores:

A° = 3,84413 y A= = 20787

que muestra una excelente coxordancia con los obtenidos por Thompson.
Por otro lado con el objeto de mostrar la aproximacién a 1a trayectoria
postcritica, se ha realizado un andlisis no lineal de la placa (usando
una version anterior del cédigo debidamente probado [11])), en la que se
ha introducido una pequefia carga normal para obligarla a que se desvie
por la trayectoria secundaria. En la FiQ.2 se muestran las trayectorias
no lineal y asintdtica, donde se ve la excelente aproximacién lograda
ain para valores del orden de dos veces la carga critica.

35
A :
ot andlisis asintético
25 /
2 1
alisi
aadtisis,
15 /
1 =T T T T T
(o] os 1 1.5 2 u/h 25 3

Fig. 2. Andlisis No-Lineal vs. Andlisis Asintético

Placa Anular Empotrada con Carga Coplanar (Fig.3)

= = R=2
N A% o *h . 4N A o, 1
o R (_‘ r _I E=1
rai , 24

Fig.3 Placa anular empotrada—-libre, geometria y carga

Este ejemplo fue considerado en la ref.(12]); alli se introduce una
imperfeccidn lateral y se resuelven las ecuaciones no lineales de
equilibrio en forma numérica. En la Fig.4 se muestran las trayectorias
postcriticas para los primeros 5 modos obtenidos con el presente
cadigo. Los resultados comparados con [12) muestran las mismas cargas
criticas en tanto que las trayectorias poscriticas son cualitativamente




similares pero difieren un poco en sus valores; estas diferencias
aparecen también en la trayectoria axilsimétrica, la que podemos
comparar con resultados no lineales propios y hemos encontrado una
coincidencia del tipo mostrado en la Fig.2

s ) ) S
/S )
N
=

w/h

Fig.4. Trayectorias poscriticas (A vs w) para distintos modos
Esfera Rebajada Empotrada Sometida a Presidn Exterma

Este tipo de estructuras han sido objeto de numerosos estudios
tedricos [5,13] y experimentales [14) en los afos &0 y comienzos de los
70. En particular de [(5S] (donde se realizan extensos estudios
paramétricos) se ha tomado un ejemplo cuya geometria vy cargas se
moestran en la Fig.5

a=21
R = 100
h = 0,1
H= 2,73
E = 10°
v =1/3

Fig.5 Domo empotrado bajo presién extén‘ta, geometria y cargas

En [S] los resultados se presentan en forma adimensional, en
particular la carga aparece referida a la carga critica clasica de un
esfera completa bajo presidn externa qo = 2 £ (R/R)2/[3(1-2)1*/3, Para

la geometria y carga de la Fig.5 los resultados obtenidos por Fitch vy
Budiansky son:




Q°/Ge = 0,78
n =7 (Mumero de la armdnica circunferencial)
é[q‘z’/q“] hF=b=-1,08

donde e) parametro de perturbacién es el mdximo desplazamiento normal a
la cdscara en el modo critico (a aproximadamene a/4 medido desde el
empotramiento); reemplazando los valores de la Fig.5 se obtiene:

Qe = 0,012247 qQ® = 0,00955301 qQ* = -2,06345

el presente codigo, modelando con 12 elementos (85 grados de libertad
en el analisis no lineal vy 121 en el cédlculo de autovalores) produce
los siguientes resultados:

Q% - 0,00955773 qQ‘=? = -2,00

vemos que los resultados muestran una excelente correlacidn no sélo en
el valor de la carga critica sino también en la derivada segunda.

CONQLLUSIONES

Basandose en la teoria elaborada por Thompson y Hnt se ha
desarrollado una estrategia que no incluye el reemplazo de la
trayectoria precritica en la energia potencial V. En particular se han
estudiado bifurcaciones del tipo simétricas y se ha considerado
andlisis de sensibilidad ante imperfecciones.

Se ha presentado una formulacidn general usando el método de
elementos finitos y se ha particularizado para laminas de revolucion
cargadas = axilsimetricamente, donde la metodologia resulta
particularmente simple y eficiente. .

El cddigo computacional desarrollado ha sido empleado para
comparar resultados existentes en la literatura, los que han mostrado
una excelente correlacién cton los entregados por el programa. Ademas se
ha comparado la aproximacidn asintédtica con el andlisis no lineal en un
caso de inperfecciones pequefias; los resultados en el ejemplo
presentado han sido excelentes, si bien la estructura analizada es
particularmente simple y con comportamiento poscritico estable.

Oueda abierta la posibilidad de utilizar esta herramienta numérica
para el andlisis de muchas estructuras de interés en los campos de la
ingenieria civil y mecdnica,cuyo comportamiento es fundamentalmente del
tipo de inestabilidad por bifurcacién
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