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RESUMEN

En el presente articulo, se analiza el comportamiento flexional
de cdscaras basado en 1a teoria de placas de Mindlin mediante técnicas
de elementos finitos. Para evitar el efecto usual de bloquec en placas
se utiliza un funcional de Mindiin modificado.

ABSTRACT

In the present paper, it is analized the shell flexional beha-
viour based on the Mindlin Plate theory by means of Finite £lement
Techniques. In order to avoid the usual "locking" problem on plates,
a modify Mindiin functional is used.
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INTRODUCCION

E1 and1isis del comportamiento flexional de placas mediante la
técnica de elementos finitos ha sido objeto de importantes investiga-
ciones, cuya formulacibn en general puede ser dividida en dos grupos:
una basada en la teorfa de placas de Kirchhoff y 1a otra en la teorSa
de placas de Mindlin (que incluye 1a deformacidén por corte). Bajo la
hipbtesis de Kirchhoff, los elementos finitos que derivan del teorema
de los trabajos virtuales, o del de 1a minima energia potencial total
deben satisfacer una compatibilidad C1 a 10 largo de 1o0s contornos del
elemento. Por otro lado en la formulacidn basada en 1a hipdtesis de
Mind1in no se requiere dicha compatibilidad, basta C°.

Pero desafortunadamente, estos elementos de tipo C° tienen la
‘tendencia al bloqueo ctuando el espesor de la placa se hace cada vez
mds pequefo.

Se han efectuado muchos esfuerzos para solucionar este problema,
entre ellos podemos citar, el de 1a teoria discreta de Kirchhoff
[1-2], donde se controla la energia de deformacidn por corte en un ni-
mero discreto de puntos, el de integracién reducida en la evaluacién
de los coeficientes de la matriz de rigidez [3-4] y otros [5-6]. Segln
nuestro conocimiento, el primer resultado general que converge, inde-
pendientemente del espesor, es el obtenido por F. Brezzi y M. Fortin
en 1986 [7].

Una perspectiva diferente, que consiste en modificar el funcio-
nal, mediante la inclusién de un "término de penalizacidn®, que fue
desarrollado por S. Alliney y R. Carnicer, [8] permite alcanzar una
formulacidn mixta, cuyas condiciones de estacionalidad coincide :con la
de Brezzi y Fortin [7].

Se incluye en este articulo un resumen de la formulacién general.

Dado el adecuado funcionamiento de este procedimiento en el com-
portamiento flexional de placas, se desarrolla una aplicacién directa,
al caso flexional de cdscaras, que son discretizadas mediante elemen-
tos planos, de manera de aplicar a cada elemento el funcional modifi-
cado, obteniéndose buenos resultados, incluso cuando e} espesor tiende
a hacer cumplir la hipétesis de Kirchhoff, no evidenciindose efectos
de bloqueo.

FORMULACION VARIACIONAL PARA EL CASO DE PLACAS TIPO MINDLIN

La teorfa cldsica de Mindlin se basa en Ya hipdtesis que las sec-
ctiones planas luego de 1a deformacifn permanecen planas pero no norma-
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les a la superficie media de 1a placa deformada. Esta simplificacién
es la mds elemental que incluye el efecto de deformacién por corte. St
expresamos 1as rotaciones en torno de los ejes X e ¥, como By y B2
respectivamente (Fig. 1), el campo de desplazamiento asociado al com-
portamiento flexional, viene dado por,

U(X, Yy, Z) = -7 Bl(x’ ’)
V(x, ¥, z) = =Z B2(x, y) (1.
W(x, y, z) = W(x, y)
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Figura 1

Se asume que la placa en su configuracién inicial ocupa una regidn Q x
[-h/2, h/2], siendo h el espesor de l1a placa. La configuracién defor-
mada debido a la aplicacién de cargas verticales (por unidad de super-
ficie) f= [0,0,f] se determina minimizando el funcional.

2
1 a(B,B)hd+r h |Ivw-8ll - JJ fwdxdy-
J . Ta(_ 8) + T“_w _“o HQ w dxdy
- Jaar, Vz w ds - fagr, B .(-B) ds (2)

donde: V; es la fuerza de contorno de corte en el borde aQr,

M es el vector momento de contorno en el borde 3,
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El primer término del funcional,

a(s’ B) = ___E___ !I [(al,x +Vv 52,y)] Bl,x +
12(1-v2)

+ (BZ'y +V Bl,x) Bz,y + _%V_ (Bl’y | Bz'x)’] dx d_y (3)

representa l1a energfa potencial relactonada con la flexién, mientras
que el segundo,

Yw-8 “ « Jfaltw,x - B2 + (w.y - B,)®] dxdy  (4)

iiene en cuenta el efecto de las fuerza de corte. Dividiendo el fun-
cional por h3, se obtiene,

J (B, w) =1 a(B, B) + Ah-2
(8, w) } (8, B) ¢

!v-all i

- fJagwadxdy - fapr, V2 wds - fanr, H. (-8) ds  (5)

Los dominios de las variables, que intervienen en el funcional son
Bz vg, VB = {B/B T [H'(N)]* y B = E en 30wy }
WI Vy, W= {wWwZH(R) yws=wen oy}
MI Vy, VM= {M/M 3 [H£(301,)]%}
Vo, 2 Vy, Vy = {Vz/vz T HA(30T,)}

mientras que la carga g no es mds que la carga f dividida por h3
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En la formulacidn (5) solamente el término relacionado con las
fuerzas de corte estf multiplicado por h~¢ ; de manera que se puede
concluir que cuando el espesor h -> 0, se comporta como un "término de
penalidad*, asegurando la {gualdad Vw = 8, que coincide con la hipé-
tesis de Kirchhoff .

De las condiciones de minimo para J( 8, w) se obtienen,

8g0 = a(B, ¥) - Ah"Z (W - 8 ,Y) - h-3 fage, (-F) . y ds = O (6)

6 = AR-2 (Ww - B, Wv) - (9,v) - b3 sapy VIvds =0 (7)
De 1a segunda ecuacidn aplicando integracibn por partes, inmediatamen-
te surge que,

- M2 (9 .(Iw-8), V) = (9.V) (8)
sin incluir términos de divergencia nula. Por 1o tanto la ecuacién que

asegura la condicién de equilibrio de las fuerzas de corte con las
cargas externas no controlan la parte rotacional del vector rotacién.

UN PRINCIPIO VARIACIONAL MODIFICADO
Una descripcibén mds precisa de la fuerza de corte se consigue,
explicitando 1os componentes rotacionales e irrotacionales de,

(Yw - 8) = hZ (V¢ + rot p) (9)

con rot p = P1y e) - Piy &2

YIHI(Q)Y v=0en du,
pPEZHI(Q) Y p =0 en 301,

Este procedimiento corresponde bdsicamente al desarrollado por F.
Brezzi y M. Fortin [7] y es mds 0 menos standard en dinimica de los
fluidos (V. Girauld y Raviart [9]).

Aqui impondremos (9) mediante un término de penalizacién, de manera
que el funcional modificado es,
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2
I* (8w ¥ p) =0y - ADZ || (W -8) - hZ (T ¥+ rotp)

(10)

Tomando variaciones con respecto a los argumentos de J* (10), aplican-
do 1a regla de cdlculo vectorial,

(rot p, Y v) = (V. rot p, v) = 0 (11)
teniendo en cuenta las condiciones de borde, se obtiene que

AV, ¥v)=(g v)-h3 Tae, V2V Os (12)
a(8, ¥) - A (rot p, ) = A (Y¢, y) + h-3 ’am, M.vyds (13)
(-8, rot q) = hZ (rot p, rot q) (14)
(T, ¥x) = (B + hZ Ty, ¥x) (15)

Se observa que estas ecuaciones diferenciales se encuentran desacopla-
das, siendo 1a (12) un problema eliptico, que permite obtener el
‘campo ¥, luego las (13) y (14) son equivalentes al problema de Stokes,

de donde surgen 8 y p , y finalmente Ja (15) es nuevamente una elfip-
tica, obteniéndose w.

Ademds, en el caso que el espesor tiende a cero, el cumplimiento de
Ww=g, enn
es satisfecho por la (15), mientras que

rot 8 = 0 en Q, se asegura por 12 (14)




EJEMPLOS NUMERICOS PARA EL CASO PARTICULAR DE PLACAS

Se considera una placa simplemente apoyada ijsotrépica {( v = 0,25) de
lado a y espesor h, solicitada a una carga uniforme fo (Fig. 2). Los
resultados obtenidos por medio de la presente formulacidn variacional
(que denominamos “teoria de ptlacas con deformacién por torte modifica-
do * o MSDPT) se comparan con el modelo con deformacién por corte
(teortfa de placas con deformacién por corte™ o SDPT) como la define
J.N. Reddy en [10].

E1 elemento usado en el modelo MSDPT corresponde a un elemento trian-
gular con funciones de forma lineales para la incdgnita w y p mientras
que para By y Bz se utilizan funciones lineales mis una "bubble func-
tion® [11]. En e} modelo SDPT, el elemento es cuadrado, y sus funcio-
nes de forma lineales (para la evaluacibn de un coeficiente de rigidez
se usa integracibn reducida).

En la Tabla 1 se muestran los desplazamientos en el centro de la placa
normalizados

M = W(0,0) ER3 10/fo a4

para los modelos SDPT (con (M) y sin (F) integracidén reducida) y
MSDPT.

De tos resultados surge que se alcanza una muy buena aproximacibn del
MSDPT frente al SDPT con integracién reducida adn cuando la relacién
h/a tiende a valores muy pequefios (hipdtesis de Kirchhoff), sin evi-
denciar problemas de bloqueo ("Locking*)

ﬁp Wa0 P
T
o WO
ot =
1 N2
Be w0 75




TABLA 1:

Efecto del uso del! principio variacional modificado, su comparacién
con el efecto de integracidn reducido (M) e integracidn total (F), pa-
ra el desplazamiento y 1a tensibén en el centro de una placa isotrépica
simplemente apoyada.

SDPT MSDPT
Exact
4 x 4 (1inear) 4 x 4 (1inear)
rectangular element] triangular_element
a/ IJ Integr.) w** < w* a w** z
10 F 3.883 0.216 4,720 0.267 4.791 | 0.276
M 4.773 0.266
F 2.363 0.137 4.576 0.273 4.625 | 0.276
20 M 4.603 0.266
F 0.944 0.059 4.540 0.273 4.584 | 0.276
% M 4.560 0.266
F 0.652 0.038 4.536 0.273 4.579 | 0.276
40 N 4,555 0.266
F 0.182 0.018 4.530 0.273 4,572 | 0.276
%0 M 4.548 0,266

APLICACION DEL FUNCIONAL DE PLACAS PARA EVALUAR EL COMPORTAMIENTO
FLEXIONAL DE CASCARAS CON DEFORMACION POR CORTE

Debido a 10s buenos resultados obtenidos en el andlisis precedente,
se decidid encarar el anflisis de cdscaras, aprovechando su discreti-
zacién mediante elementos planos triangulares.
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Para ello se adopt§ un sistema de coordenadas planas, donde cada
elemento presenta un sistema de coordenadag oblicuas (X1, x2) definido
sobre una superficie, cuya coordenada de X° coincide con 1a normal n,
y su proyeccidn sobre el plano ¥ es un sistema de coordenadas planas
ortogonales (X!, X2, n) (Fig. 3)
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Figura 3

La funcién £ (X1, X2) se obtiene a partir de los valores que la
misma asume en los nodos 1, 2, 3, ( £1, £2, )

£ (X1, x2) = &y Ny(x1, x2) +52 Nz(xl, x2) +£3 N3(xi, x2) (17)

:1endo Ni(x1, x2), Nz(x1, x2). N3(xi, x3) funciones de formas 1inea-
es.

E1 vector posicién de un punto sobre el elemento T(xl, xZ) puede ser
expresado como,

F(xL, x2) = x1 €1 4+ X222+ 5 N1 +8p N2 +E303] €3 (18)
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de donde surge la métrica necesaria para la evaluacién de las funcio-
nes (¥, P, B, w) en el elemento.

Cada elemento se analiza como una placa plana, de manera que las
ecuaciones diferenciales que surgen de minimizar el funcional de pla-
cas con deformacibn por corte modificado son aplicables para evaluar
el comportamiento flexional de 1a cdscara.

A (Y9, V) = (3, V) V=8 (19)
a(B, Y) -~ A (rot p, Y) = A (W9, ¥) Y = 58 (20)
(-8, rot q) = h? (rotp, rota) Q=8 (21)
(Iw, ¥x) = (8 + hZ Ty, %) X = 6w (22)

donde p, w son escalares en el elemento

4
B vector de rotaciones
g carga normal a la superficie/h3
A médulo de corte (GK)
E1 operador a( B, Y) que surge de 1a minimizacién de la energfa de de-
formacién fiexional, queda expresado, a partir de las nuevas coordena-
das, como,
a( B, ¥) = [ EaBYS Tys Tgp E da (23)

12 (1-v2)

siendo

(Tagd" = {B1,1 B2,2  1/2 (81,2 + 82,1)}

EﬂBYS -V aas aYA + (1 - v) aGY QBA

con a®8 los componentes del tensor métrico
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Posteriormente se plantean las ecuaciones, (19,22), adoptdndose funciones
1ineales dentro de cada elemento para las incognitas w, ¢ y p; ¥y
funciones 1ineales mis una "bubble function" para g1, B2, teniendo en
cuenta para las diversas operaciones la métrica correspondiente.

Nuevamente el problema se analiza desacopladamente, primero se ob-
tiene el campo de ¢ , a partir de 1a solucién del problema el§ptico
(19), conocido y se resuelve el sistema de ecuaciones (20) (21),

que es similar al problema mixto de Stokes, obteniéndose los campos p
y B, y finalmente otro problema eliptico (22) de donde surge w.

EJEMPLO NUMERICO PARA EL CASO PARTICULAR DE CASCARAS

Se analiza el comportamiento fiexional de una céscara cilindrica
abierta, apoyada sobre timpanos, solicitada a una carga normal a su
superficie fo, de espesor h, cuya proyeccidn sobre el plano m es un
cuadrado de lados a x a (Fig. 4). Se comparan los resultados del des-
plazamiento en la zona central con los obtenidos mediante un programa
de incbgnitas mixtas (M,w) que no presenta deformacién por corte. En
la Figura 5 se muestran las mallas utilizadas para ambas teorfas.

Los desplazamientos normalizados para una relacidén de espesor/lado;
h/a = 60, obtenidos mediante l1a teoria de Mindlin, no presentan blo-
queo y alcanzan una buena aproximacién frente a los obtenidos mediante
la teoria de Kirchhoff (Fig. 6)

Finaimente se calculan los desplazamientos, cuando la deformacién por
corte comienza a evidenciarse (h/a = 5) y se observa que los obtenidos
por Mindlin superan a las de Kirchhoff como era de esperarse. (Fig. 7)

Posicion inicial y deformada

Figura 4
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Malla Kirchoff] Malla Mindlin;
Figura 5
Comparacion de los desplazamientos
naxiimos en la seccion central (a/h=60).
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Figura 6

Comparacion de los desplazamientos
maximos en la seccion central (a/h= 5)
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Figura 7
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