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RESUt'EN

Be considera un mat.er-i&1n, daminio aoot.ado de ftn (n.12.3 en gr.ct.ica). con

una front..,..a regular r.r1urtUr3' con meet <1"1) ) 0 .., med<f'1» 0 Be imcIOne

sobre r 1 una 1..., de t.iDe Nllwt.on con coeficient.e de transf.,..encia cOO '"

t.arnQrat.ura ext.rior b>O.'" sClbre r a .a considera un flUJOde calor salient.e Q ) O.

En ut.e trUlajo _ vrifioan l'lIJIMricament.e1.. condiciones necesaria. wio
suficient.es hallada. t.eQricament.8 en [8). oara 11II>0':II Q)Ode man.ra de obt..nero un

cambio de f.... para un dado valor de t.emperat.ura ext.rior b)O. Para ell0. ••

r •• uelven numerosos orcblema. .lict.icos de t.iao mixt.o us.-.do el software

cient.ifico MODLU_EF(1) para diverso. dominies n

ABSTRACT

Weconsider • mat.erial n, a bounded domain in ft" (n • 1. 2, 3 in oract.1C.),

...ut.ha r.gular boundar", r.r lur aur 3' ...ut.hmeu<r 1) >0 and meas<r1»0. WeimclOseon

r 1 a Nttwt.on1•••• ...ut.hheat. transfer coefficient. 11II>0and ext.erior t.lIIllCI8I"at.ureD)O,

and on r 2 •• consider an out..ide heat. flux ~.

In t.his IOICrIc tole do t.hII runerical v.-ificat.ion of' t.hII neoessarv and/or

lufficilf'lt. conditions ~ in [8]'CI' 4>0 and a>O ~ Clbt.ain a enange ~
chaR. for a given value of' to.,. ext.er'ier ~at.ure b>O. Fer t.his DUrPOINI,tole

solw •••••• &1e1bDt.ic arab1amIJ 01 mixed-to"... using t.hII MCIDU.EF' Soft.wartl [1J

fer y.,..tous dl:IlIllIinall.



Se considera un matehal n, un domlnio acotado de ~., (n-1,2,3 en la

practical, con ;ronter-a su;iclentemente regular rar 1ur zUf3 ( (med(f1) > IJ ""

mtld<f2) > 0). Se suPOne, SJ.n prd1da de 9en.ralid~, au. la temP.ratura d. camoio de
;as••• COC.

Se imoone 30br. f 1 una condicicn de tipo Newton con co.f iClente de

tr-ansfrencla a; > a .., tRlTlCl.ratUl"aexter-ior b > O. ." sobre fz un HUJOde calor-

salient. a > O.Tambien .8 supone .~ la porci6n de frontera f'1 (cuando aXlSte) 115

una pared adiabatica al calor, i1S a.cir QUe el 1'lujod. calor sobre r, •• nulo.

Si 5. olantea en n un oroblama dli conduccicn de calor utacionario,

intraa encontr.,.. condiciones !"'ecuarias .,,/0 su1'ici.ntes Dara .1 1'lUJOde calcr a

sobre f:2 .., para el coe1'iciente de t.ransfer-~ia de calor " sobre r1 de maner-ad.

obtener- un cambio de ; ••• en n. it. decir un Droblemade Stefan e.tacionarlo ados

"ases en n. En otras Dalabra., inter-ua obtener temperaturas ~lcas

estaclonarias de signa ~constante en n.
EmDleando el metoda de los Elementos Finitos, a travu del Software

Cientifico MODULEF[1,6], •• resuelven numerosos problemas .Upticos de til:lo muto

a ;in de verificar numricam.nte las condiciones suficientes. '" .n numer-osos

casos tambien necesarias ..h&l1adas en eel

Sea e-9(x) (x e n) 1a temoeratura en n. Si .e 5UPone QU. e pued.

repres.ntar •• de 1a siguiente mane!"'a:

91(x) < 0,

eex):a{ 0

9z(x> > 0,

e1'as. solida>,

(frontera lib,...>,

,fa •• liQUid&>,

donde lei •• 1&conductiviaad t&rmica d. 1a fa.. <.-1,2), entonc.tt •• obtlW\8 el

protll••• <B • ktb > 0);



u) &J _ 0 en fl.

{(ii) -tYl = a(u - 8>.
<lltlr1

(tii) -~ = Q,
oltlra

a(UN) - JVu.VV dx •
n

~: Para el oaso b > O. Cl> 0 \oJ II > 0 CCInIIt.&ntes_ casean encont.rar

condiciones necesarias wlo suficient.e. cara /& III Clen funcion dal oar.met.ro b > 0

6 S > 0, c:lernanera c:leobtM1er un Droblllllla ut.acionvio de Stefan a dos f ••••.

ent.onces exist. una const.ant.e C - ClflJ"lJ" ••r,) > 0 de inanltra QUe si Cl> Clo(B>.e

obt.l_ un 1:lf'Cbl-.nac:leStefan •. 2 fil••• en n. ctonde [10]

Clo(B)- ~I)

T...- 1: Si Cl > CIo<B>_ ti_ un ~ de Stefan •. do. , •••• en n
para todo ,,;> /lot donde



T...... ~ Si «(I,Q)e Sla~8).entoncn se tiene un croblema de Stefan a des
fa ••• ." n. dondw.

metI(r)
~((I.S) - Ikmad ia) ,

con A _ A«(I)> a una t:uncien definida cara (I > a I,j Que U_ 1.. .i9Ui.~t ••

crocieda~s:

." A() Cmed<rz)]Z!
loLl (I > mead'l) ,

{
iii> Urn A«(I) - C •

II••••••



:O!'\Junt: n, se verifica aue i..:«aS es constante sobre r1 I:i sot!re r~ 1a eondiei6r,

sufieiente aaOt oor e1 Teorema 2, es tambien necesaria

A :ontlnuaci6n se vedu"\ 105 resultados numerieos cbtenl.:10S utilizandc: el

metodo d. 105 Elementos Fini·tos ..a traves del software =ie"ti~ieo MODULE;:"[1}~.61

E,..,todes lcs cases 5e trabaj6 con 105 siguiente. dato.:

k = 0.0014 ( ea1 J iconductivid.d t.iirrr.ic. dQl •••.••)
{ 2 om seg bC (13)

b_5["CJ

(_2 ,
r2 = OJ x [O,1J ,

Er. este caso •• verifica la condici6n <11>!II los valer •• exaetes de A<tlI),

Qrnia:.B>'=' ~(4.B) vienen dados cor [81:

Be realiza un mall.de de 121 nodos !II 100 elementos ouadri1'teres de tigc

Lagrange de grade 1 [21.

Consic:leranclo dif.,..,t.. valor.. de a: daclos. •• rll5Ue1ven numeroso.

groblemas del tU:lO (3) a fin de determinar valo,... wimo. (Qi(4.B» !II minima.

(Qs(II.B»oar. QUeno •• orodu%e. c.mbio de f •••.

Se obSIII"'Y. QUIt1a diferencia .,t,re Qm(II.B>WQi(II.B)Went,.. ~ia:.B) WQs(II,B)

•• del orden de ~.10-'J[~1

Los l"tIlIU1t.aclosobtndos •• ~ ., 1. li""a 1 ., 1. cual •• han
consider.do 1•• siguiente. not.aci.ones:

: valcres de ~(",8) exactos,
x x x X : val~ de y,B) loradolt,

~ valores dIt tIm(4.B)exactos,

o CI CI CI.~ de Qi(a:,B)lorado •.



S. rutin un mtiladc dl 121 nodes y 100 .lamllntos cuadrUAt. •.. o. d. tigo
LagraM9ll de grac:to 1 C2l

Proclldiando como !In el ejemr:llo 1 •• obtianen 10s r.sul tados =3U8••

muest.ran IIn la 'i';Jl.ra 2.



•• 'f 41 I~

~( ••,/, •••••~) .> "'(./e •••)

Be realiza un maUado dIt B6 nodo. 'II 140 t.r~o. da t.iIXILagrange dIt

gr-ado 1 e2l
L•• re.wt.aem. obtenicm. •• nuHtran en la figura 3.



~-ei6n 3 En 103 ·:kls orunero. ejemp10s loti ruultados numilrlcos

obt~nldos cOlncicMnex••ctamente ·;;on 10s t.eoricos (81, QO.Jesla conaicien sui'icient.e
result a s.,.. tambitin nee•• arla par •• 1a obt.encien de un cambia de fu •.

En e1 tercer ejemc1c :I! "'ot;! ':lU1I 1a condiciCn'suficient.e ( (iZ,a) E S(2~8) ) no

.s necesaria par. 1.. obtenclon de un cambio· de f..... Mi. aUn, •• ocUen."

numerlcament.. dos l'unCl0ne5 ':Ii,.1:,B> <: a.(4,,8> QUItt.i8nl!ll'll••s siguientes P/"oPledadu:

!i> la cond!cien nee••• r:. ~ .ufici.,t.a para QUalIXist.aun can>bioda fasa ••

QUaa. > 0 •••a > Q ver~flClUenlas sigui."t.as dasigual~adas:

El .lItudia tAIOrlCOde 1•• lIXlst.lItlClaII ~1IdacIH ~ 0i •••Os nta .l~
efeetuadO ., rn
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