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RESUMEN
Se considera un material ), dominio acotado de R™ (nm1,2.3 en practica), con
una frontera regular F's[;UlUl;, con med (M) > C v medTy > O . Se impone
sobre I, una ley de tipo Newton con coeficiente oe transferencia ad0 w
temperatura exterior b>0, y sobre I'; se considera un fluo oe calor saliente g > O.

En aste trabajo se verifican numéricamente las condiciones necesarias u/o
suficientes halladas teéricamente en [8), para ad0 v a>0 de manera de obtener un
cambio de fase. para un dado valor de temperatura exterior b>0. Para ellc, se
resuslven numerosos problemas elipticos de tioo mixto usando el software
cientifico MODULEF [1] para diversos dominios O

ABSTRACT
We consider a material {I, a bounded domain in R (n = 1, 2, 3 ir practice),
With a regular boundary =TI, with meas@T,) >0 and meas(Ty)>0. We imoose on
Fi a Newton law with heat transfer coefficient ad0 and exterior temperature b>0,
and on I'; we consider an outside heat flux Q0.

In this work we do the numerical verification of the necessary and/or
sufficient conditions developed in [B) for ad0 and a0 to cbtain a change of
phase, for & given valua of the exterior temperature b>0. For this purposs, we
solve several elliptic problems of mixed-type, using the MODULEF Software [1)
for various domains 1.
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L INTRODUCCION

Se considera un material €}, un dominio acotado de R’ (N=1,23 en la
practica), con frontera suficientementa regular T=l Ul ¢ meaTy > 3y
medTy) > Q). Se supone, sin perdida de generalidad, que la temperatura de cambio da
fase eas 0°C.

€a impone scbre T; una condicién de tipo Mewton con cosficiante de
transfarencia « > 0 y temperatura exterior b > 0. y sobre I'; un flujo Jda calor
gsaliente a > 0. Tambi@n s@ supone Jue la porcién de frontera I'y (cuando arista) as
una pared adiabatica al calor, as decir gua 2l flujo de calor sobre ['; as nulo.

Si se plantea en O un problema deé conduccion de calor estacionario,
interesa encontrar condicionas recesarias y/o suficientes para el flujo ce calor q
sobre I'; ¥ para =l coeficiente de transferencia de calor a sobre I'; de manera de
obtenar un cambio da fase en (), as decir un problama de Stefan astacionarioc a dos
fases an (1. En otras palabras, interesa obtener temperaturas numericas
astacionarias de signo no-constante en .

Empleande @l método de los Elementos Finitos, a traves cel Software
Cientifico MODULEF [4,6], se resualven numerosos problemas elipticos da tipo mixto
a fin de verificar numéricamenta las condiciones suficientes, 3 sn numercsos
casos también necesarias, halladas an [81

I FORMULACION MATEMATICA Y PROPIEDADES

Sea O=O(x> (x € ) la temoeratura en . Si sa supone que 9 puede
reoresaentarsae de la siguiente marera:

9;(x) < 0O, x € N, (fase solida),
(=4 0 , x €T (frontera libre), £
a(x) > 0, x € 1, fase liguida),

Yy sa define la nuava funcion incoonita (3,49}
U = 0¥k, 6"  en @), @

donde k; es la conductivicad tarmica de la fase . (i=1,2), antonces se cbtiane el
pravlema (B = kb > Ok
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Wau=0 en {1,
)]
Gir =M = gy - T vy § =0,
(ii} a:‘l r, alu - B), (1ii %rz =Q iv) %l r, [w}
cuya formulacién variacional esta dada por [9] (U = Uggt”
Aguvixl gy anv) , YyveEV,
(4)
uey
dongde
Vo= HYD) , aluV) = I Vu Vv ax ,
' D
agluv) = aluv) + aJ uv dv, (&)
1
LagqpV) = —quv d7 + aBJv a7.
2 1

Prdnna:Par-aelcmb)D,u)Clga>0munmudueanancontrlr
condiciones necesarias y/o suficientes para o y a en funcién del parametro b > O

© B > 0, de manera de obtener un problema estacionario de Stefan a dos fases.

Observacion 1: Si en (3) se sustituue la condicion (3ii) por

‘-',rf B : ©

entoncas existe una constante C = CNT T2l > 0 de manera que si g > Qy(B) se
cbtiene un problama de Stefan a 2 fases en 0, donde [10]

9 ® = Emeatry ' v}
Para al problema planteadc se cbtuvieron en [8] los siguientes resultados:

Teorema 1 Si g > qy(B) se tiene un problama de Stefan a dos fases en 0
pars todo & > ag donde




. med (F'7) g

Teorema 2 Si (@@ € S2(B), entonces se tisne un problema de Stefan a dos
fases an }, donde

S9@) = {(a.® € RN an@B) < a < ay@d) B> O

(9
med(T"y

B med(ly)
—
Qp(a,B) = - B GM(G,B) = Ba STy

Ala)

con A = Ala} > 0 una funcién definida para & > 0 y que tiene las siguiantas
propiadadas:

. i . {medil,1?
i) A@) as decrecientes, i) Ala) > W ,
10)
ux)ch_a“A(a) =C, ahm A @) =0 .
Caso particular
En al caso en qua la solucién Uzqp verifique la condicion .
6“5 aUgqpUsap’ = cOnstanta EH]
sa tiene
Teorema 3 Si UyaB verifica {11), antonces se deduca cue
| q med(T',)
""mal rn=8-3 mad'y
w2

A(a.)-C-t-,%

4 por ende se tiens una descripcion comoleta del conjunto S3XB).

Observacion 2 En al caso en qua, debido a propiedades de simetria del
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somunts ), se verifica gue u 25 constante sobre I'; y sopre I'; la condicidr
«aB i z

suficiente gants cor 2! Teorema 2, es tambien necesaria

IIl RESULTADDOS NUMERICOS

4 continuacion se veran los resultados numériccs cbtenmidoz utilizande el
métods de los Elementos Finitos, a través del software cienmtifico MODULEF [1,5.6)

Er todos los casos se trabajo con los siguientes datos:

Kz = 00014 (S8l cconductividad tarmica del agua)

13
b= 5[
Ejamplo 1: Se coneideran los siguientes datos
n=e2, N = 04) x (0L, r, = (0 x [04],
(14
I =0 x104] , Ty = 04 x (@ 00 x Ul

Er este caso se verifica la condicién (11) y los valcres exactos de Ala),
QnaB u qH(a,B) vienen dados por [8):

Aw) =1+ 4, a.,.ca.s)-ﬁ-&, aaB) = Ba U
Se realiza un malladc de 121 nodos y 100 elementos cuadriliteros de tipo
Lagrange de gradc { (21
Considerando diferentes valores de a dados. se rasuaslven rumerosos
problemas del tipo (@) a2 fin de determinar valores miéximos (qi(a,a)) y minimos
(g:(a,B) para que no se produzca cambio de fase.
Se ocbserva que la diferencia sntre ageB v 9;(@B) y entre g iaB) ¥ qela,B)
-7y
es del orden de 510 [a“-?é—"l

Los resultados obtemidos se resumen en la figura 4 en la cual se han
considerado las siguientes notaciones:
- == - - i valores de q (a8 exactos, =" valores de g,(¢.B) axactos,
xx x x :valores de Gglx,B) logrados, © 0 0 © valores de ni(a,m logrados.
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Ejemolo 2: Se zonsiderar los siguientes datos:
n=2, n-{(x.g)/x>0,g>0,l<x2+gz<2}

Iy = {(x.y)/ x20. w20 x4+¢i= 1}

16)
I = {(x,u)/ x230, w20, x2+ !z - 2}
F3=d2 U D=xu2.
En asta caso tambign sa verifica la zcndicion (11) obtgnierndosa
Aa)=2m092+4), OnaB =B/Zlog2+ 40, Q=3 AP

Se realiza un mallado de 12! nodos Y 100 alamentos cuadrilatercs de tipo
Lagrange de grado & (2)

Procadiendo como an el ejemplo 4 se ocbtienen los rasultados zue se
muestran en la figura 2.
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Ejemplo 3 Finalmente, se consideran los siguientes datos
n=2, a={xw x>0,9> 0, P+t < 1}
r, = {0} x 041, Iy = @O0 x {0}, ue

r;-{(x,w/x>o,uzo'xz+9"i}

GSa realiza un mallado de 86 nodos y 140 triangulos de tipo Lagrange de

grado 1 (2
Los resultados obtenidos se muestran en la figura 3
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Observacion 3 €n los dos orimeros ajemplos los resultados numéricos
obtsnidos colncidan exactamente :on los teoricos (8], pues la concicidén suficiente
reasulia ser también necesaria para la obtencidn de un cambio de fase

En o} tercer sjemplc ce ~ota 3ue la condicién’ suficiante ¢ (z.a) € SYE) i no

as nacesaria para la obtancion de un cambio - de fase. Mis aun, se obtienen

numericamenta dos funciones 3,(x.B) < 35(@,B) que tienen las siguientes propiedaces:

UV qSap<ays3g v3>0,B>0,

ii) la condicion necesar:a 3 Fuficiente para que exista un cambio de fasa es
que 2 >0y a> 0 ver:figuen las siguientas desigualdades:
afaB <a<agad - a>Jparacada B0

El sstudio tedrico de la existencia y propiedades de q; ¥ ag estd siendo
afectuado en {71

o]
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