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RESUMO

Este trabalhc propde uma formula¢Sc para modelar quaig
quer formas uni, bi ou tridimensionais de forma integrada,
possuindo certas propriedades importantes em geometria com-—
putacional, tais como independéncia do sistema de coordena-
das, flexihilidade, eficiéncia e compacidade. As formas sXo
totalmente descritas matematicamente, de mode que ¢ possi-
vel obter as coordenadas de quaisquer pontos através de co-
ordenadas locais. E possivel, também, um controle das tan-
gentes de maneira a assegurar a continuidade de linhas, su-
perficies e volumes. A formulagfio proposta foi implementada
em microcomputador, constituindo um modelador geométrico
eficliente capaz de gerar malhas de elementos finitos ou ou-
tra aplicagfio que necessite dados de formas geométricas.

ABSTRACT

This work proposes a formulation to model any uni, bi
or tridimensicnal shapes in an integrated way, possessing
certain important properties in computational geometry such
as. independency from the coordinates system, flexibility,
efficiency and compacity. Shapes are mathematically fully
described such as to obtain the coordinates of any point
using local coordinates. It is also possible to central
tangents to assure the continuity of  lines, surfaces and
volumes. The proposed formulation is implemented in micro-
computer and constitutes an efficient geometric modeller
able to generate finite element meshes or any other appli-~
cation which makes use of data from geometric shapes.




- 385 -

1. INTRODUGZO

A representagcico de problemas fisicos através de mo-
delos surge da constante necessidade de manipular para fins
de anslise. projeto, descriglio, etc., a realidade fisica
que nos cerca, nas diversas areas do conhecimento.

As técnicas de modelagem geométrica visam criar mode-
los que representem, L3I0 fielmente quantc se deseje, geome-
trias existentes ou idealizadas.

Muitas vezes os cbjetos sic representados através de
um conjunto de linhas @ apresentados em perspectivas ou
vistas ortogonais. Tal conjunto de linhas oferece uma re-
presentagico tdo acurada quanto o nivel de detalhe emprega-
do na descriglc do objeto, sendo que, em geral, quanto mais
detalhada a representagfo, maior a quantidade e diversidade
de linhas empregadas.

Ocorre, porém, que tais representacSes, embora apre-
sentando um bom resultado visual, nfo possuem muitas infor-
magSes acerca da geometria do objeto, sendo apenas possivel
a obtenglo das coordenadas de alguns pontos notaveis, como
vértices e pontos de inflexio.

E conveniente, pois, que se busque uma representacgio
de formas que apresente certas propriedades importantes em
geometria computacional [(11(2] visando o Seu emprego em
computagdo grafica. Este trabalho propSe uma formulagio pa-
ra modelar qQuaisquer formas uni, bi ou tridimensicnais de

forma integrada, possuindo as propriedades supramenciona-
das.

2. MODELAGEM

A forma, nos problemas fisicos., ¢ independente do sis-
t.ema de coordenadas, portante a sua representagiio matemati-
ca também o deve ser. Ocorrem freqlentemente, também, cur-
vas @ superficies fechadas.” NIo ¢ possivel, pois, repre-—
sentar formas quaisquer através de fun¢des das cocordenadas
Cpor exemplo z=f(x,y)). Istc nos conduz i representagfo por
fungSes vetoriais cujas componentes s%o fun¢Ses definidas
om forma paramétrica, com parametros u.v e ¢ segundo a di-
mensZc da forma. Assim, uma curva seria representada por

Bew = Cw yw zCw], €1
uma superficie por

PCu.vd = pCu,vd yCu,vd zCu, V3| $)
e um volume por

Blu,v.t) = [x(u.v.t) y<u, v, ) 2Cu, v, |, (<]

E desejivel, tambeém, que a representacic matematica

das formas seja computacicnalmente trativel., eficiente,
controlada por um nimero limitado de parimetros e versatil,
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de modoe a poder representar varias formas conhecidas.

Este +trabalho prop3e wuma formulagfc para modelar
formas uni, bi ou tridimensionais situadas nc espago e pos-
sibilita acessc as coordenadas de todos os pontos através
de coordenadas locais.

A modelagem propriamente dita ¢ executada em duas
etapas. Na primeira, s%c definidos os contornos do objetc
C(nic necessariamente todos). Na segunda etapa, estes con-
tornes constituem regiSes unidimensionais, ou sfo utiliza-
dos para definir regibes bidimensionais, as quais podem
ainda servir para definir regiles tridimensionais.

2. 1{.Contorncs

Para a representaglio fiel dos contornos de um objeto
qualquer seria necessario um conjunte infinito de curvas.
Torna-se necessario, portantd, definir um conjunto finito
de curvas que possuam as caracteristicas ja& citadas e,
notadamente, versatilidade. Isto minimizaria o numero de
curvas necessario para descrever com razoadvel precisic os
contornos desejados. Normalmente s%o empregados pelindmios,
por sua representacdoc ser mais tratavel.

QO conjunto de polinémios escolhido consiste de Relias.
Pardbolas e curvas de Bézier modificadas, referidas neste
trabalho como Bézier M. As curvas serSoc apresentadas a se-
guir utilizando notagfo matricial, conveniente em computa-
¢So grafica (2) para individualizar os diferentes elementos:
que definem as curvas. Assim, um ponto qualquer ¢é dado
por

Bcw = U] M) (P = xCuwd yCwd zCuwd ca

Pix Piy Piz
(P1 = | Pax P2y P2z |

s
onde

lu{ - base de polinédmics

{M] - matriz da funglio de interpolagiio da curva

™ - pontos que definem a geometria da curva.

2.1.1.Reta

A reta Cfig. 1) é definida atravées de dois pontos no
espago Cseis coordenadas reais) e desenvolve-se de B para
2 conforme a variaglo do parametro u de O a 1. Utilizan-
do-se o polinémios interpoladores de Lagrange temos:

’?(u)' luf.ll,[fi:] [:] ?SuSI'




z
P2
’
_.-?‘ e Clemmde”® Y
Pl 7V .-
Fig. 1 - Reto

2.1.2.Parabola

A parabola (fig. 20 é definida através de trés pontos
no espago (nove coordenadas reais) e desenvolve~-ss de Bt
para passandoc por conforme a variacfc do parimetre u

de 0 a 1. Wilizando-se os polindmios interpoladores da
Lagrange temos:

Bew = |uut] [ 2 2 -4 B ]

-3 -1 4 o} 0 Sus<t
1 0 O ?3J <
z

Fig. 2 - Pardbola
2.1.3.Bézier M

A curva Bézier M foi desenvolvida visando obter efi-
cidncia @ versatilidade para a descri¢fo de contornos. Par-
tindo da curva de Ferguson (2) (fig. 3

Bcw = Lu'u'u 1_| 2-2 1 1 M
3 321 P2l cust
0 0t o 1
1 0 0 O \ e
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e substituindo

% = 3cBa-P1>
o2 = aP2-BoO
em (8>, ocbtemos matricialmente
Bew = uv®ui] [ 22 1t 11t o 0 o B1
-3 3 -2 -1 1 0 © B2
o 01 © -3 0 3 O B3
| 1 oo o] | o 3 o0-3 Be
ou
Bew = uPui] [-1 1 3-37[MH
3 0-6 3 B2 0<us1
-3 0 3 O B3
| 1 0 0 o) [ P4 4]

que & a curva de Bézier para quatro pontos. Como se pode
observar na fig. 3, trata-se da curva de Ferguson des-
crita de maneira diferente. Nesta forma, podemos definir a
gecmetria da curva atravées de quatro pontos, ao invés de
dois pontos @ dois vetores. Isto ¢ geralmente mais pratico.
O controle da tangente ng inicic e fim da curva também ¢
mantido (diregles %1 4).
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Para o desenvolvimento da curva Bézier N Cfig. 4.
tanbém partimom da curva de Ferguson, porém fazemos

% = kcBa-BL>
: XeBo-p3,
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@ substituindo em (8) obtemos matricialmente

Bcw = |uuPur] [ 2-2 1 1 1 00 81
-3 3 -2 1 01 0 Bz
0 0t O K 0 K B3
| 1 0 0 0 0 XK X
ou
Bcw = Lu’uzu 1] [ 2k k-2 o0 B
2K-3 3-K -K g2 0Ofusi
-K 0 K B3
1 o o 1o
4
3

Fig. 4 - Curvo Bezier M. A curva inicia 1
& Pl P3 ¢ temina tcngente 3 P2 P

ta medificagfo nos permite definir a geometria da
curva através de trés pontos no espago @& uma constante real
Cnove coordenadas e uma constante reald). O controle das
tangentes no inicio e fim da curva ¢ mantido (diregdes Bi183
-3 . Témos, ainda, uma constante X cuja utilizaglo
pritica se di para valores positivos no intervalo (0,30, e
que contrcla o desenvolvimente da curva. Na fig. 4, por
examplo, K<IK’<K"™., A curva assim obtida ¢ capaz. inclusive,
de modelar arcos de circunferdncia para ingulos 0°¢8<180°,

Para a modelagem de arcos de circunferédncia, basta
fornecer os pontos inicial « final do arco 1 e B2, o
‘ponto de encontro das tangsntes nas extremidades 693) @ a
constante K ldeal para aqueie comprimento de arco. Esta
const.ante pode ser determinada minimizando a integral do
arrc médico em relagio a um arco de circunferdéncia
correspondente., ou simplesmente substituindo o sngulo & do
arco em graus na equacio ‘
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_ 1 + cos & - 2 cos CO/2 e
K = =7 —7T ¢3,9988 + 1,1020-10 " & +

-1,4575-10"% %, c11d

o que é feito automaticamente na implementag@c computa-
cional. Esta equaglio foli obtida atravées de ajuste pelo
método dos minimos quadrados do K ideal fornecido pela
minimizagSc do erro médio em relagddé a um arco de cir-
cunferéncia correspondente, para diversos comprimentos de
arco.

A tabela a seguir apresenta os erros médio e maximw
cometidos aoc usar a curva Bézier M para aproximar arcos de
circunferéncia de diferentes comprimentos, empregandc o K
fornecido pela equagZo (11). Os erros percentuais E for-
necidos abaixc podem ser encarados como as distancias em
centimetros entre um ponto fornecido pela curva Bézier M e
o pontc correspondente em um arco de circunferéncia de um
metro de raic e comprimento 6. Normalmente necessitamos
modelar arcos de circunferéncia até 90°, para os quais a
representaglio através da curva Bézier M ¢ muite satis-
fatéria, com a vantagem da forma paramétrica no espago
tridimensional.

Tab. I - Erros na representagio
de arcos de circunfe-
réncia com Bézier M.

8 C* Emed (0O Emax (20
0,1 0, 000 0,000
30 0, 000 0,001
60 0,002 0,003
20 0,012 0,023
120 0,087 0,112
150 0,288 0,469
179.9 0,788 1,538

A implementagXo computacional oferece, também, a pos-~-
sibilidade de definir o arco de circunferéncia atraves dos
pontos inicial e final do arco CB1 e B2 e do centro da
circunferéncia ¢(®. 0 programa, entfo, utilizando as con-
digles de ortogonalidade ’

4 e i y @
coplanaridade de &, B1, B2, ¢ B3 ¢ empr egando

X1 = Pilx-Cx X2 = P2x~-Cx A= Y1-22-21-Y2

YLt = Piy-Cy Y2 = P2y-Cy B = 21-X2-%1-22

21 = P1z2-Cz 2 = P22-Cz C = X1-Y2-X2-Y%

monta e resolve o sistema de equagles lineares




X2 Y2 Z2 P3x P2x-X2+P2y - Y2+P2z - 22
X1 Y1 2 P3y } = { Pix-X1+P1y-Yi+P12z-21
A B C P3z A-Pix+B-Pl1y+C Plz a2

para obter ®3. Com o anguic do arco obtide através da
equag o

6 = arc cos — X1 -X2+Y1 -Y2+21 - 22 13

Cx12+v1 2421 Prcx22+v23 e 223

calcula, finalmente, o K ideal empregando a equacic Ci1).
2. 2. Regi Zes

Todos os objetos ou formas, para os efeitos da
model agem aqui apresentada, sio cComposStos por uma ou mais
regides. Cada regifio pode ser unidimensional, bidimensional
ou tridimensicnal, de acordo com © numerc de coerdenadas
locais necessario para identificar cada ponto univocamente,
conforme as equacles (1), C2) e C3).

Q usc de coordenadas locais C(parimetros) para identi-
ficar pontos de regiSes, conduz ao mapeamento univoco de
coordenadas curvilineas para coordenadas cartesianas, de
sorte que podemos trabalhar de maneira comoda com figuras
regulares em coordenadas curvilineas. as quais se apresen-—
tam distorcidas em coordenadas cartesianas.

As regiZes unidimensionais s3o do tipo centorng. as
bidimensionais podem ser dos Lipos Irjangular ou Qua-
driliters e as tridimensicnais dos tipos Linear. Quadratica
Qu Bézier M.

2.2.1. Unidimensionais

2.2.1.1.Contorne

As regides unidimensionais s3o do tipo Contorno e
complem-se simplesmente de um contorno de um dos tipos des-

critos na segXo 2.1. A fig. S apresenta o mapeamento cor-
respondente & equagio 1.

to) m
Obuél ﬁﬂ

J—

Fig. 3 - Mapeomento de regides tipo Conforno.




2.2.2.Bidimensiocnais

As regies bidimensionais sZ%o superficies delimitadas
por contornos. Para o mapeamento de regifes bidimensionais
foram desenvolvidas diversas técnicas:'r dentre as quals
destacamos mapeamnentos isoparamétrico, transfinito -
“lofting"”, amplamente descritos em [1]l] e [(2). . Destes, o
mapeanento transfinito (3}1{4] é o que apresenta melhores
caracteristicas para este trabalho, pois modela preci-
samente os contornos, fornecidos em Torma paramétrica, e
reflete de maneira suave e previsivel a influéncia dos
mesmos ao longo da regifio. £ bastante adequado, também, a
implenentagio computacional e a geragSo de malhas de
elementos finitos.

As técnicas de mapeamento transfinito s%o uma classe
de métodos para estabelecer sistemas de coordenadas
curvilineas em dominios arbitrarios. O nome se deve ac fato
de que © mapeamento ajusta yuma superficie perfeitamente,
nio em um numero finito de pontos como © isoparamétrico,
mas ao longo de regiBes continuas, que slo os contornos.
Estes devem ser descritos por fun¢Ses vetoriais, na forma
da equagfo (13. Os contornos utilizados neste trabalho fo-
ram descritos na seglioc 2.1.

A partir de dois contornos, podemos utilizar proje-—
tores ([(3]{4])] unidireciocnais ("lofting projectors") para
interpolar linearmente uma superficie, gerando ¢ mapeamento
"lofting”. Este mapeamento ajusta perfeitamente uma su-
perficie em dois contornos opostos. Finalmente, através de
uma combinaglo de projetores unidirecionais, sfo gerados os
mapeamentos transfinitos. Neste trabalho, si3o utilizadas as
formulagSes referentes & geraglico de mapeamentos trans-
finitos de regiSes delimitadas por trés contornos (tri-
angular) e quatro contornos C(quadrilitera). Estas regiles -
s¥o superficies no espago tridimensional, representados por
fungSes vetoriais na forma da equaclo (2. -

A seguir, s3o aprcs'.nt.adas as regiles bidimensionais.
2.2.2.1.Triangul ar

surrdksraegiSio triangular ¢ delimitada por trés Contornos,
fechados entre si, fornecidos em forma paramétrica. Cada
ponto da regifo & obtido atribuindo-se valores as treés
coordenadas locais u, v e w, que podem variar de O a 1
cbedecendoc A dependéncia linear u+v+w = i. Temos, portanto,
duas coordenadas locais, Jé.cue w = 1-u-v, o que & coerente
com a bidimensimnslidadecia-regifo. A equagic que define o
mapeamento transfinito correspondente A equaglio (D ¢

Btu,v = 12 [[rg;]*VJ*.[r;v-]kl‘\-D’[1;:::];('3*[1—"_;]!(1.‘\")
o ffiorsen]

OSusi1., 0SvsSi, uvsi _ QO
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onde
w = 1-y-v
Bt = 2cod
Bz = 3o
B3 = 0.

A fig. 6 apresenta © mapeamento das regiSes triangu-
lares.

-P.(u,v)
(0,1,0)

VN

(04} {100}

Ofull -
oKv¢l o —————

Olw(l
yevewsl

Fig. 6 - Mapeamento de regiSes tipe Trianguior.

2.2.2.2. Quadrilatera

A regifo Quadrilitera ¢ delimitada por quatre Contor-
nos, fechados entre si, fornecidos em forma paramétrica.
Cada ponto da regifo ¢ obtido atribuindo-se valores is duas
coordenadas locais U e v, que podem variar de O a 1. A
equacio que define © mapeamento transfinito correspondente
a equagfio (20 ¢

BCu,v) = C1-wHCv) +uBaCvI+C1-vIZCw +v¥2cw+

~C1-wC1-vIP1 -uC1 ~vIB2-vC1 -w Be-uvB3

OSusti, Osvsi1 31>
onde

P1 = o

B I I3

Be = Fuctd.

A fig. 7 apresenta © mapeamento das regiSes quadrilsa-
teras.
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z
}
to.1) (1,1 P (uv)
——"_---"i..
v
o) U (1,0
Ofuy¢l

o¢v ¢l

;5. = M dv)

Fig. 7 - Mapeamento de regiSes tipo Quadrildtera.

2.2.3. Tridimensionais

Para a modelagem tridimensional. se buscou uma formu-
lag3io que fosse coerente e compativel com a forma parame-
trizada dos contornos e mapeamentos transfinitos Jj& apre-
sentados. Para tanto, optou-se por uma utilizaglio modifi-
cada de projetores unidirecionais, de forma a interpolar
volumes a partir de superficies. Assim um ponto .4 qual quer
do volume é dado por

Beu.v,td = |T) (M1 [Bcu, vl =
= [xCu,v.td yCu,v.t) zCu,v.td} ae

P1xCu,v) PlyCu,vd P1zCu,V)
(Bcu, v = | P2>Cu,vd P2yCu,v) P2zCu, V>

H €¢um

ey
sees

onde

[[1'1 base de polindmiocs
- matriz da fungfo de interpolacic do volume
u.v)) - superficies que definem a geometria
do volume.

Como se pode observar, as equagSes 4 ¢ S sXo anslogas
as equagles 16 e 17. Naquelas, interpola-se um elemento
unidimensional Ccurva) a partir de elementos de dimensSo
zero Cpontos), e nestas, interpola-se um elemento tridimen-
sional C(volume) a partir de elementos bidimensionais C(su-
perficies). As funcles de interpolagiio utilizadas sfo as
mesmas descritas na se¢lio 2.1., po.ubl.ut.ando modul arida-
de, eficiéncia e versatilidade. conforme o discutide ant..-
riormente.




As superficies BCu,vd, empregadas na geragZo das
regiles tridimensionais, sfo as descritas na segio 2.2.2.,
obser vando-se a restrigio de utilizar regilSes bidimensio-

nais do mesmo tipo (.riangular ou quadrildtera) em uma
mesna regifo tridimensiocral.

A partir do tipo de fungfo de interpolagiio, tLemos as
regi%es tridimensionais dos tipos Linear, Quadratica ou
Bézier M, vistas a seguir.

2.2.3.1. Linear

A regido linear (fig. 8) é definida através de duas
regiSes bidimensicnais e desenveolve-se de PiCu.v) para

u,v) conforme a variagio do parimetro ¢t de O a 1. Utili-
zando-se os polindmios interpoladores de Lagrange temos:

Beu.votd = |t 1] [ -1 1 Bicu. v
10 B2Cu. v
oSt st cied

4
Flav,v) l v
—_—
W) X t
s
x .

@ao)
oCust
O¢vil z
octst
7(!.'.” v
—
o)
N/
10001 o Ruwy)
1101
O4uit

Ofv i
Olwyt
o4t 4!

devouwsl

K(u.e)

Fig. & = Mapeamento de regides tipo Linear
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S 2.2.3.2. Quadratica

— A regifio quadratica Cfig. 9) ¢ definida_ através de
trés regifSes bidimensionais e desenvol ve-se de Cu,vl) para
B2cu, v passando por B3Cu,v) conforme a variagfo do parame-
tro t de O a 1. Utilizando-se os polinémios interpoladores
de Lagrange temos:

Beu,v,td = [t¥t 1 2 2 -4 Bicu, v
-3 -1 4 | | B2tu,w
1 00 B3Cu, v
osts1 2Y->)
z R (u.v)
Fluwit) v
lUJ.)
1 x ~ 3 ",
. il (2] }
ool
Ocutl
Otvil
o — Pl ur)
[LX¥Y}
Q’ "2 (u,v)
s g JLAV)
[rrry ! .
1L0)
Ocutl #(u.v)
O¢v(l
Otw €1
ol
Hevews]
-} Filuw)

F'O-’~wamﬂpowu

2.2.3.3.Bézier M

A regifo Bezier N Cfig. 10) ¢ definida atraves de trés
regifes bidimensionais e desenvolve-se de h(u.v} para
u,v) conforme a variac¥o do parimetro L de 0 a ‘1. A re-

gi %o PCu,v) orienta as tangentes de maneira ansloga ac ca-~
so unidimensional e a constante K controla o desenvol vimen-~-




~1

to do volume C(vide segfo 2.1.3.). Utilizando-se a funglo
Bézier M desenvolvida anteriormente temocs:

Beuovetd = L% 1| [ 2k k-2 O Bicu.vd -
k-3 3-K K B2Cu, v
K 0 X B3cu.vd
1 o) 0
Os$St<1 €200

[} R .

@a0) @
0éuil

vl z
o6t ¢l ?
v

120

0ludl
O4v it
Olw4l
04t 41

Sevewsl

Fig. 10 = Mapeamento ds regides tipo Bézier M.

3. CONCLUSZES

A formul ag%c apresentada neste trabalho permite a des-
crigZo matemstica de linhas, superficies e volumes de forma
unificada, com a possibilidade de cbter as coordenadas de
qualquer ponto substituindo~se as coordenadas locais apro-~-
priadas em fungSes vetoriais. Esta descri¢lo pode ser im-
plementada computacionalmente de modo compacto e eficiente.
pois toda a forma pode ser criada e recriada a partir de
poucas informagles fornecidas por alguns pontos e contor-
nos, os quais referenciam-se uns aos outros de maneira mo-
dular, necessitando. de pequena base de dades. A formulagio
unificada tem a vantagem de abordar da mesma maneira os
mais diferentes problemas fisicos sejam uni, bi ou tridi-
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mensionais, manipulando formas da maneira como as vemos no
espa¢o. E possivel, também, contrair regides para gerar cb-
Jetos conhecidos como piramides, cones, hemisférios, etc.

A curva Bézier M é uma boa solugiio para a model agem de
curvas qualsquer e arcos de circunferéncia no espago, pro-
blema n¥o trivial em sistemas graficos, e que permite a ob-
tenglo das coordenadas dos pontos e tangentes nas extremi -
dades com boa precislic. Também possibilita um controle das
tangentes das formas, de maneira a garantir a continuidade
das regides que a compSem.

Foi desenvolvido (5] um modelador geométrico grafico
interativo, usando as idéias aqui expostas, em microcompu-
tador compativel com o IBM PC, capaz de modelar quaisquer
formas uni. bi ou tridimensionais. O sistema compilado ¢
inferior a 130 kbytes e necessita aproximadamente 5 kbytes
para cada 100 Contornos e« S50 RegiSes. Com o acréscimo de
algumas subrotinas para a gera¢io de malhas de 10 tipros de
elementos finitos Cuni, bi e tridimensionais, lineares e
quadraticos) o sistema compilado fica inferior a 180 kbytes
e é capaz de gerar 1000 nds com as respectivas conetivida-
des em 30 segundos. Inumeras adaptagSes podem ser feitas ao
model ador geométrico basico para o aproveitamento das geo-
metrias criadas para outras aplica¢Ses.

Desta forma, cremos que a formula¢Xo propesta possibi -
lita o desenvolvimento de sistemas modeladores geométricos
graficos riapidos e eficientes, adaptaveis i solugio de pro-
blemas que necessitem a manipulagfo e gerag%c de grandes
quantidades de informagf%o geométrica.
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