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ReslUDeD

Lu tecmcu de multigrilla y reftnamienio adaptivo han demoetrado eer una
herramienta muy poderoea en la reeoluci6n de problemu de mec8Dica de ftuidos.
En mallas estructuradu la reeoluci6n por multigrilla del si8iema de ecuacioDfJII
planteado insume un numero de operacionell que elldel orden del nUmero de grados
de libenad, independientemenie de la dimensionalidad del elIpacio. En elite trabajo
se desarrollan tecmcu originales para el almacenamienio de los datos de la malla en
estructuru tipo arhol facilitando el acceso a la informaci6n tanto para 1&reeolucion
por el metodo de multigrilla como para el refinamiento adaptivo. Se diecute el
U80 de indicadote8 de error en la etapa de reftnamiento adaptivo. Fi•• lmente 8e

present an .gemplo nummCOL

Abstract

Multigrid and adaptive refinem8llt teclmiqUell are powerful tools in the ~
lutioD of problems ariBing from ftuid mechanics. In structured grids the number of
numerical operations needed in the neoluticm via the multigrid method i8 of the
order of the number at degree. of freedom, regardlea the dimensionality of the
problem. In this work, original techniques for d~a storage in t~like structures
are developed, simplifying acceea to the information. The WIe of enor indica-
tors in the adaptive m,..,ment stage i8 di8cued. Finally, numerical exampI. ant
presented.
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O.IHTBODUCCION

La di8cre&izaci6npar eI MEF conduce a Ja.reeoIuci6a d. un lil&ema aJ&ebraico
d. H ecuacioaell. Dado que Ja.pm:isi6a eo Ja.eolaci61l __ l1leneme.nH lipda a
H, II! dedD macho esCueno a.! desanollo de metodoe compuiaciooalal mU et-
cientee para resolver este sistema. IaicialmeIlH se UAroa metodoe direcb loe
cualee arribaa a 1& IOlu<:i6Den un D1imerofinite de opera.cioDell. Como ejemplo,
podemoe citar 1& !adomaci61l per el Dtodo de Gau. 0 de Choleeky. Par otro
lade _an loe metodoe iterativOll. Eetce se C81'aderizUl por gellera&'una secueocia
de eoluciolls aproximad •• que con~gen a Ja.exacta. Podemoe citar eatre otroe
el metoda de gradieDu. coujugad08 con 0 liD precoadicioaamieDio. La eiciencia
de tod08 esioe ~ puede compara.rse a partir del IlUmero de operaci.cmea que
requiereD PW& 8Q eoIuci6n. Esse valor ell en todoe loe CUOlIproporcional a HG

donde a depende de 1& dimeui61l del espacio y del meiodo en at (nr Tabla 1). El
metodo de multigriIla (MMG) es 6ptimo ell eate lleDtido ya que requiere estrict.
mente O(H) openciou.. &s especialmenH apto CUUldoIa maIla ell estnJdurada
'1 el operador difereDc:ia1h~eo, y ell principia puede ~ a operadoree
DO llecesariameaH Ul~untoe y detlaidc» J)08itivoe. Debido a esto •• 1110 ell
corriente eo problemu de mecaaica de tuldoe, principalmellte para Ja.ecuaclODde
Ealer compMJible [1) yllqjo polelJcial b'lu•••6Ilic:o{S).

Tabla 1. Ordeas de coD'NrpIlcia a de lO8metodoe iteruivoe

~todo 2D 3D
ChoJesky

factoriAci6ll 2 2.SS
feIIOlaci6a 1.5 1.81

DiMcci6liaoidada:
faetoriaci6la 1.5 2-
reeoIuci6a 1. 1.SS

Gndientee ~ 1.5 1.SS
Gndieatee co.qapdc»

precoadicioalldce 1.25 1.17
Mw' . 1. 1.

Ea. un CODtexto de elementce fJ.aitce, Ja. ~ del MMG •• toma
muc:Jao11IMcompJicada debiclo a la III&JOI' generalid8d de 1M__ utw.-d-. Si
bien eI ~ ~ de ~aci6a lipe Mado 6ptimo (O(N», ]a veDiaja frat. & Ie.
okoe metodce •• hace MUible & partir de un N relWVUDeDte eJendo (_ 20000).
Par otra pane Iu tbic:u de tdaamjento lIdaptho (RA) baa problldo •• DlDY
eficieDteeell un contedo de MEt', ya que •• -' orieatado & la modeJiAciOa de
~riM compJicadu.

I.NoTAcio. GDbAI.

SepiremcIa ell Jo poeible la ao&8Ci6aatiJiRda par Buk(4J. Par.DapliciOd
Doe redriqir_ • 2D. Sea (JO 118& ma1la de eJemenb fbUta. eonwaciaau. elld_

n..v;•••• o.~

v! = '**- de n. i = 1,...• N.
o. net ••• 0 0 lado 00 ,,4nice



con Nc el nlimero de nodoe conectadoe al elemen~o e. CO 5,la malla ingresada por
el usuano, definim08 en~nces como mallaa admisiblee aquellu que lie obtienen de
Ia original 0 de otr& admiaible suhdividiendo un elemen~ triangular 0 cuadranplar
en cuatro, uniendo el punto medio de loe ladOi del ele_~. Duran'e el pr0ce80
de refiDamien~o liegenera una. eecuencia de m&11uadmisible CO , G1 , . .. I GR., ....
El criterio de refina.mien~ lied descrip~ poateriormente, por elmomen~ nOi
limi~am08 a .uponer la existencia. de tal aecuencia. Una forma natural de dscribir
efie ~ipo de mallu ee mediante una ee~ructura arboreaCente. EAa ~iene como nodoe
ralcea loe e1ement08 de la malla original CO. El retinar uno de eetoe elementoe lie
deacribe en el &rhol como la aparici6n de cuMro nod08 hij08 (uociad08 con otr08
tan~08 elementos cread(8) hijoe del nodo uociado con el elemen~ refinado. Para
DO confundir loe nod08 del &rbol con Ioe nod08 de la malla del MEF llamaremoe a
loa primeroa "punt08". Hay un& correepondencia unlVOC&entre Ia malla admisible
y el &rhol correapondiente. A cada punto del &rhol le uociamoe un Divel l de la
forma natural: loe puntoe rakes son de Divel t = 0 y Ioe hijoe de un punto de nivel
l son de nivel t + 1. Sea 7 = .,.(GR.) el niYel del elemen~ de maximo Divel de GR.;
defiDimoe una eecuencia de mallaa admisiblee GC I G{l , . .. , G~, de la sigIrien~e
forma.:

i) G~ = GR. (2)

ii) &rhol de G?_1 = &rhol de Gf eliminando Io. puntos del Divel t (3)

Obvia.mente tenemoa GC = CO VR.
En la figure. I podemee ver un ejemplo con lu maIlu Gf para clarificar 10

antedicho. En la figure. La vemee la malla original CO. La malla 01 lie obtiene
refinando lee elementos 3 y 4 (fig l.b) Y contiene 2 elementoe del nivel 0 (elemen-
tos I y 2) y 8 elementos de mvell (elementoe 5 a 12). La malla at lie obtiene
refinudo Joe elementoe 1, 6 Y 12 de G1 (fig 1.c) y contiene 1 elemento de m'gel 0,
10 de Divel 1 y 8 de Divel 2. Por definiciOn, tenemos 0:., == G'. La malla at
lie obUene eliminudo Io. elementos de Divel 2 (fig 1.d), veJD08que at :1= G1, ee~
ocurma lIiempre que al refinar una ciena ma1la OR. lie refine algQn elemento de
Divel t ~ 7(Gll). En el ejemplo lie ha refinado el elemen~ 1 de G1 que ell de
Divel 0 y DO 1 (= .,(0'). En el ejemplo 7(0R.) = R. Ea~ puecle DOIIer ••• i en
algUn paso de refinamien~ DO lie refina ning6n e1emeD~ de Dive!mUimo 7. En la
fl.gura 2 lie oheena el arhol correspondiellte a G~t. toe arbolee correepolldientell
a lu diferentea Gt pueclel1ob__ como nbgntoa de 01.

El metodo MMG-RA lie puecle renmir de la siguiente forma.: dada una malla
0R.-1 el proceIO de RA da como renl~~ lIDamalla aB, interpoludo la lO1uci6n
obtenida eD Gll-1 obtenemoa lIDa iniciali·.a6D para el MUG quien, despue. de
un proceeo iieraii'90, Deecia finalmeDte la lOluci6n IIproximada pea elite Diwl d.
refinamiento. A continuaci6D 1lO8 CODCIllIltrareme»eael MMG dejuado el B.A para
mUtarde. Nos ubicaremae eDtoDeeeeD UD&malla admiaibJe aB y a partir de
&bora por aimplicided ~ el npniDdice R. Para ced. 1UI& de 1M 0, el
MEF cia UDa ecuci6Ja:

At., =hi (~)
s.Nt el ccq1Udo de b Docb de ••••• 0,. F.tae puecleD•• cJuitcadaa

de •••• te billa:
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Vf ~}f'.l :
Vf e }fS.l :

Irie1Raconec:tado 8610a elemenb de mveli
Iriesia conectado a algUn eiemento de niveli

y a oiro de nivel t < i
si no esia conectado a elemenios de niveli

Dada Ull& aproximaci6n 1l{ a 1ll podemm enconirar una mejor aproximaci6n de la
signienw forma:

2
0< w < (~ ••)t

Sin embargo, un aJgoritmo buado 8OlameD&een ene tipo de metodo no serla
eficiente. Bate Ie debe & que Iu componentes del error en el autovector sJ de
At es reducida en u~ r~r (1 - w>,S) en cada p&iO. Ahora bien, loe operadorea
uaadoe comeniemente Ie c:aradePsan por Ull numere de condici6n IC= ~_/.\"u"
elevadoe. Podemoe ver entenc:es que para >'S = >'",i,,:

2
1 - wlmi" !!!! 1 - -

IC

es decir, la conwrgencia es IDDy pobre par& lu componentes correspoDdieDtes a
b aatovalores menoree. Haciendo Ull au••• de Fourier •• puede demc.irar que
loe autovalores bajoe est&a uociadoe generalmente a lu CQJDponente. lUa" del
residuo. La idea central del MMGcouiate en aplicar este iipo de metodo para
reducir I••componente. oecllatoriu del residuo 1uoa Yell que e.te • suficiell&e-
JDeIlte regular obtener una eorrecci6n en 1&mal1& mea ~ G'-1. Para eDo el
residuo •• trand •• a _a ma.n. QUdo aJPo· operador interpolaAte:



EI algoritmo de dos grillu ronmte en resolver exa.ciamenie eata. ecuaci6n y agrega.r
la conecci6n inierpolada.:

Este pro<:ellOeliminll. efectivamenie IllB componentee auaves obteniendoee un
reaiduo fuenemente osdlll.'<lrio. apto pan reinicia.r el procero de relajaci6n. FAie
pr<Y'..esoes detallado a oontinuaci6n:

Procedimiento 2-grillaB:

entraci&j 1lt = u~ I E

2Gl) Ul = Relul(ul, bd
2G2) fu Iir{+lll < E entoncee PARE
2G3) fu Ie. convergencia. etl lentil. entonCC!!l:

comienzo
2G3.1) bt-l - iI-1rt
203.2) "'l-1 ::c Ai21&.-1 en 0(-1
2G3.3) U - 11_1"'l-1 + Ul
fin

2G4)DD a 2Gl)

Este metodo no es muy utilizado ya que una. extension obvill. COll5isteeI1
resolver el paso de correccion 203.2 por el metodo de 2-griliaa en Gl-1, Gl_2.

Ademaa 1&precisiOn en la resoluci6n no tiene porque seI muy elenaa dado que
Bedesea obtener una correccioll y no una. soludon en ai . Un enterio seguido por
Brandt y que ha. dado buenos re.sultadoa ell:

De esta forma se obtiene eI MMG en forma rec:ursiV1l..
Haciendo un anaIisis de Fourier puede demoatrarae que el cicio 2Gl·2G4 re-

duce Ill. norma del residuo en un factor fijo p independieniemente de h. El cosio
Wi+1 de un tal cicio Bepuede calcular recursiV1l.D1ente:

Ni = :f1:..Nl
UI,R = nlimero de operaciones por grado de libertad

y por relajaci6n

IQKE,/logp = DUmero de cieloa del algoritmo de 2-griU_
ell Gi-1-Gi_2 neceaarioa pU'& reducU e1
nmduo •• un factor e,



Suponiendo una. ma.11a.reftnada. en forma.hom.ogenea: Nt+l :::nN( COil. co••••••
(n = 4 en nuestro euo de triangulos y cuadradoe) y el valor uiD~6~ico,.,r, Wt+l
ell:

Wt+l = wR"Nt+l / (1-;.I~E:) (19)

A con~inua.ei6nmenciona.remoe cienoe detaJ1esde la implemen~aci6n del MMG en
el conteno FEM:

.) En el MDF Ia regularidad de Ia mal1a original y de cada una de 1118G, fa.eili~a
180~a.readel almacenamiento de 1118diferen&eavariables de trabajo: incOgniill8,
residuoe,eic. .. En especial, durante el proeeso de relaja.ei6n debemos a.eceder
a loe valores de loe nodoe coneciadoe por a1gUnelemento al nodo en cnestmn.
Ademu esio debe ha.eerse en todoslos Di~les 0 ~ l ~.,.

il) EI a1ma.eenamienio de loe datos correspondient.es a los elemen~oe Be ha.ee a
trave. de un ubot Esto es 6ptima ya que permite guardar la informacion de
&ad1l81118mal.laa Go, ... , G.., sin duplic:ar la informaci6n.

i;l) At relajar a un cierio DivelG( sOlo10hacemoe 10m loe nodos de N,,l (180pane
"fina" de G(). S610los elemeni08 de Diveli dan con~ribuci6n a esi08 nodos y,
por 10tanto, 11610ha.ee falta conacer lOllvaloree nodalee en JVp,l uJVs,t.

i.) Puede demoetrarae la siguiente eerie de inclWliones:

JVB,t C JVR,l+1
JVS,l C (JVB,t+1 U.N'S.t+l)
JVP,t C (.N'B,t+l U.N'B.t+1 u}/,.t+1)

Par 10tanto debemoe tener para un d8do v:

vE .N'r,t; O~ l y l~ It,
vE JVP,t' Itp~ t y t'5 ItB
vE JVB.t' ItB'5 t Y l'5 Ita
vE JVB,t; ItR'5 l y l~ .,

La detecc:i6n de loe nodos irregular ••• muy imporiante ya que esi08 nodoe
no couiiiuyen gradolJ de libertad eo la ecua.ei6a..sino que el valor de la (uncl6n eo
eao. nodos est" impus~o como el promedio de loe va10rMde loe nodoe adyaceDt.elI.
Par ejemplo loe nodoe Vt Y fJ2 en la malla de la flgura l.b IOn irregularea .

•) NodOl inegularetj algunoe autors couideran que no s deeeable la exiAencia
de nodos ~ en la malla aIegaodo que la exiatencia de esi08 nodoe
aamenia el ~rabajo compub.cional y la caaiidad de t'uncion_ de Corma qne
iienen IOporle en c:ada elemenio. Nueetra opini6D s que _oe nodoe no irMll
problemll8 si Ie maniiene el crit.erio de l-ineplatidfld [4),. _ decir que. wr
Dodo DO debe Mtar COJleCtado • elemeiHOIr que dilieraa en mu de UD niYel.
Por ejemp&o.la malla (]l en la tlgara l.b 8aii8£acee1crit.erio de 1-irreplaridad
miairu que 1& man •• G" de 1& ftgura 1.d 110,debido a1 Tenice va que _u.
ccmec:t.adoaloe elemeniOlr 18 (I = 2) y 2 (I = 0).

w) La impceici6a del valor de Ie» nodCl irresuJares al promedio de Ie» Dodo-
ady.omt.es • ceaid. ell eueota auto~ce 1'« el MMG.



vii) AJ D88llJ'a una malla gruesa el residuo debe ser ea.lculado en toda Ill.malla
ma,.;. fina at pa.rl'l.luego transferirlo a Ill.at-I' En este caao el residuo de los
nodos irregula.res debe 8er transferido por partes igua.les a loe nodos adyacentee
(estos no pueden ser irreguiares si se satisface el enterio de l-irregula.ridad)

3.TECNICAS DE REFINAMIENTO ADAPTIVO

LllStecnicu de RA COD!ltande dos puntas imllortantes a saber:

RA-i) eV'&lu&ci6ndel errc~ ie Ill.a.proxUn&cionen Ill.malia OR

RA-ii) eleccion de un criterio pua decidir cuales elementoe de all 8era.nrefinados
al plUlll.ra G11+1

rn 'Ulwsis del error po~ interpolac6n !lOS da Ill.eiguie.nte estima.ci6n:

Donde UI es Ie interpoladll. por elementos finitos de u. Tomamos entoDcell como
indicador del error (IE):

I tJ%fJ I~. = max; --(Va)
lJ .• 1 fJz;tJitj
para 1 ::; i,i ::;n; V,t nodo del elemento e

Una vez obtenida. la. aproximaci6n uf(x) por el MEF en OR podeID08 obtener
estima.ciones para tJ%UltJZlf}~j a partir de formulas tfpicas como:

Este completa el pun to M-I). Con respedo alpunto RA-il} seguiremoe Ill.linea
desarrollada por Brandt 15]. Para ello remplazemoe Ill.l!uma lIObre loe elementoe
por una integral:

E = L +(x)h2(x) dO (26)

EI trabajo computadonal W es proporcional al numero de gl1ldoe de libertad.,
por 10 h.nto del orden del nlimero de elementoe:

La malla 6p\ima lied. aquella que &08 de WI error menor a trabajo computacioDal
constante. Ull.iamoe de hall~ 1&{undon hex) tal que:



L(+(x) 21&- ,\dwla-4-1)61adO = 0

=> ~(X)Ia(X)2+4 = '\dw = de
2

0, volviendo 'al problema discreto:

fl. = ~.h~+2 = de

Eetlw ideas un tanto "heuristicu" noe conducen a un criteria practico de reii-
namiento una ves ballada II. 1IOIucionuf:

1) Calcular lu "encienciaa" Fl. para cadI. elemento.

2) La malla GR+l Beobtend.r& rennando aqueJIOllelementoe e tales que:

0" es un parametro a ingreear por el uauario (por ejemplo 0" = 0.5).

Mucho trabajo te6rico Ie hI. dedicado •. II. obtencwn de estimadOret de error
•. potrteriori (EEAP). Muchoe investigadores, entre loe cuale. cabe de.tacar Bank
(6) y Babub{7] han desarroUado una eerie de EEAP. En algunos CU08 ee puede
demoetrar que estoe EEAP lie acercan (aaint6tic:ametrte) al error. En eete trabajo
elRA lie h•. buadoen un ilJdicador de error (IE) mU bien que en &quel tipo de
EEAP. Eete tipo de IE hI. sido utilisado por Brandt en IUlcontexte MDF y ee bua
parte en ruonamientoe heuristicoe y parte en an81i8i!ldel error deinterpolac:i6n.
EI criteria para·la eleccion del IE (0 EEAP) fue:

.) el IE (0 EEAP) debe perm~tir decidit cwUeaelementos IMrin refinadoe dUJ'lI,Ilte
el proceeo de RA.

i.) e1 IE (0 EEAP) debe servir como cota de detenci6n del proceeo de RA por
pane del uauario.

iia) sQnplicidad de pr0gramac:i6n y CoRO de ejecuci6a.

Con respecto a1 punta i) podemoe dear que, si bien loa EEAP cuentlUl COD

WI awl te6rico muy importaate como eetimador •• del error global, poco 0 nada lie
coaoee de au habilidad para poder predecir c:u"'.1IOQ loi eleuleDtos •. reRnar en
el proximo paso.

4.EJEMPLOS NUMBJUCOS

Se trata de reeolver laecuac:ion de LapJace en el cuadrado unitario COD condi-
cia•• tipo Dirich~ en la £roilier&:

{
Au =~
u = u;

en 0 = [0,1) x [0, 1]
en 80

u= (.' + ,,')0/2 coe(a~IUls(;») = !t{/(z)}

, = _+i,
1(') = ,0
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IVul = 1:\ = ,:noa-1

1(82
)' 1(8')' (8' )'IVVul = _ ~ + _ -! + _u_ =

2 822 2 8,2 828,

= I~{j= a(a - 1)pa-2

EI primer ejemplo numerico ~' relacionado con la convergencia de la imple-
mentac:ion del MMG. Se ha tomado a = 1.2 y C" = 0 de manera que en cada puo
de reDnamienio todOll 1011elementos IIODreiiDados. La maIla (jJ conaiaie en un
8610elemento que oeupa todo el dominio de manera que lu mal1u GIt son mallu
uniformee de 2'" x 2'" elemen~, (2" + 1)2 nodoe y (2'" - 1)' gradoe de liberiad
(101 nodoe inierioree). Ademu para ~u mallu-y(GIt) = R. Se aplicO el MMG
huia R = 1ell decir, una maIla de 21x 21= 16384 elemeniOll y (21_1)2 = 16129
gradoe de liberiad. En la flgura 3.a vemoe la curva de evoluci6n del error como
£Uncion del tiempo de CPU. Cada punto de 1a curva eorresponde a un R. La
ordenada corresponde a:

I",,,. (~Io(.,)- .t("lI') ".
De la gritlea •• dedllce que:

I) el tiempo de reeolaci6a ee propon:ionalal ntimero de nodoe. En perticular,
el programa COD8WDe24()eeg para R = 7 1 70 eegpara R -= 6 (4 0ge elemen-
toe; 3969 Sradoe de liberiad). La fadorizaci6n de la mains correepoDdienie
aa' (3969 GDL) por el algoriimo de Choleeky conaumiO 300 eeg de CPU.
La memoriarequerida por el MMG fue de 110000 realee (== 880 kbyiee en
doble precisiOn) para a' 1 450000 realee (= 3.6 Mbyiee) eD CP. NcSte.e el
comporiamienio lineal de la memoria requerida con el Dmuerode GDL. Con
reepecto a la fac:iorizacion de Choleeky, un pequeno c8lculo permiie veri:flcar
que 86loel almac:enamiento eD banda 18 la mains requ-e:

(2' - 1)s = 260047 reaIe. = 2 Mbyiee

en a' y 16.4 Mbyiee ell CP. Debldo al alto requerimiento ell memoria el
problemanopudo eer iruado por el metodo direciO ell G1.

i.) El error Ie comport6 0(1&').(1& =2-"'); Obierv ••• que eD elida ma1la el error
•• teduc:!a en un f&dor _ 4.

El eesuaclo ejemplo co..nne eaeJ miamo prob ••••.a COD a =0.6 .ia ves y
el objetno eo'" ell verific:ar lamaJIa generada ~ el pcoee.o de RA ante.
pr~ de .ua&aiIleuIaridld. El dfltallede I•• manadelp ••• de 12 reftDamieJl\cla
(R = 12) puede. o~ ellla>~ 4••• Luflpru 4.b y 4.c:8Dtl det&Ueld. la
map&c:en:a dela .~:
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En la tlgura 3.b puede obeervame 1. curva de convergencie (a la eoluci6n exact&
del problema continuo) como en el ejemplo anterior. Puede obee:rvame que la
convergencie ell balnanie buena a pesar de la singula.ridad (2 ordene8 de magniiud
en 180 Beg de"CPU).

5.NoTACION Y SIMBOLOS

A = mairiz de rigides obienida por el MEF
b = vector miembro derecho en la ecuaciOn del MEF
d = dimension del espacio
e = indice de e~enio

E:::os error de inierpolacioD
EEAP= Esiimador de Error A Posteriori

G = malla admisible
GD L = Grado De Liberiad

h = pas> de la malla
IE= Indicador de Error

Ii -1 = operador de reetriccion de malla fina a.grUe81i
If- I = operador de interpoladon de malla gruesa a filla

leF,leS' leR.= deacriben el statu de UJ! nodo Vi
l = 8Ubindice que indicll.el mvel dentro del MMG

MDF= Metodo de Diferenciu Finitu
MEF= Metoda de Elementos Finitos

MMG= Meiodo MuliiGrilla
n = relaciQn enire el numero de Dodos de Ot y Gt-1 (asin-

t6ticweDte)
N = numero de nodos de la malla

.V. = nWnero de nodos del elemenio e
.VB = ntimero de element08 de la malla
N~ = funcion de forma asociada al nodo lc
."/= ccnjunto de nodos 88OCiadoa una malla admisible.
R = supraindice que indica al paso de renDamiento

RA= Reflnamiento Adapiivo
r = vector residua de la ecuaci6n del MEF
u = vector de valoree nodalee del MEF

U/ = interpolada de u par el MEF
uf' = funci6n reewtado del· MEF en OR.
II{ = nodo j del elemenio e
w = tranajo computacional por elemento

WR. = trabajo computacional por nodo por relajacion
W( = trabajo computacional 6D 1a malla Ot
I; = lWiovecior de la maim A
or = orden de convergencia de loe metodos iterativoe; tt.m-

bien exponente de 1& funci6n compleja en 103 ejemploe
EF = criterio de detenci6n en II. mall•. grueea
~ = magniiud de I•• deriwdu eegundaa de u
'Y= maximo !Iivel de una malla
.c = nUmerOde eondic:i6a de A



A = muhiplicador de Lagrange en 1&dlseretizaci6n 6p~im&
Ai = auwvalor de 1&matriz A

JI = numero de rel&jacionee Por cielo del MMG
p = factor de reducci6n del residuo por cicio del MMG
w = pa.ni.metro del metodo de rela.jacion

(1. = volumen del elemento e
'I. = "eficiencia" del elemento e
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