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RESUMEN

En el presente trabajo se desarrolla un elemento de
viga basado en la teoria de Vlasov para vigas de seccidn
abierta y paredss delgadas. La novedad dsl elemsnto reside
en que la interpolacidn del dngulc de torsidn fue dissBada
de forma tal de poder interpolar movimientos rigidos y de
obtaner la solucidn exacta de problemas simples de torsidn
no-uniforme con un sdélo elemento.

ABSTRACT

In the present paper a beam element based on Vliasov's
theory for thin-walled open section beams 1s oresented.
The main feature of the element is the torsion angle
interpolation that was designed to represent rigid body
rotations and te obtain the exact sclution to some simple
non-uniform torsion problems with only one slement.

(%) Becarioc CONICET




- 60 =

INTRODUCCION.

La teoria que se utiliza para analizar vigas de seccidn
abierta y paredes delgadas fue desarrollada por Viasov
/1/, y numerosos investigadores han estudiado su
implementacidn numerica en problemas lineales y no-
lineales /2-10/.

En el presente trabajo, _presentamcs una nueva
implementacidn de la tecrfa de Vlasov utilizando el Método
de Elementos Finitos /2'. Los aspectos mds relevantes del
nuevo elementc desarrcliadc para problemas lineales, son:

- no requiere el uso de integracidn numérica,

- un solo elemento puede modelar exactamente algunos casos
simples de torsidrn no-uniforme.

Los resultados numéricos gque exponemos en el presente
trabajo demuestran la eficiencia del elementoc propuesto en

andlisis lineal de estructuras espaciales de vigas rectas
y curvas,

Esperamos que la formulacidn que presentamos
constituird una sélida base para el futuro desarrollo de
un elemento de viga de Vlasov no-linsal.

EL ELEMENTO DE VIGA DE VLASOV.

Basados en la teoria de Vlasov, hemos desarrollado un
elemento de viga de 2 nodos /2/ para problemas lineales.

- En 1la fiEXA ‘. mostramos @) sistema de coordenadas
locales (% , %4, %), coincidentes con los ejes principales
de la seccidn del elemento y con el eje del mismo.

En 1la misma figura se indican los, desplazamientos
nggales que seran nuestras incdgnitas, cogjuntamente con
9é|x » la derivada en el nodo k del dngulo de torsidn
cor"respecto a la coordenada axial del elementc. Esto nos
conduce a8 un elemento <con siete grados de libertad por
hado.

~
Para el R desplazariento axial W UsSamos una
interpolacion lineal, en Eento que para los
desplazamientos transversales 4 y & ., empleamos una

interpolacién de Hermite /11/. Debe recordarse que dado
Que la teoria de Vlasov conside;a nulasﬂlas dgformacionas
por corte, se tiene que: @; -3l 9';; = MLtk

Para el éngulo de torsidn muchos investigadores han
usado una interpolacidn polindmica. Sin smbargo, con el
objesto de lograr un elemento mds poderosc proponemos la
siguiente interpolacidn., basada en la solucidn analitice
de algunos problemas simples des torsidn no-uniforms:
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Figura 1. Elemento da viga de Viasav
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A} + Ar €25 4 AsE 4+ Ag (1-2)

6la (1.b)
A VEle

donde E es el nddule de Young del material de la viga, G
es el mddulo transversal, 14 es el momento de inercia de
la seccidn para torsidn pura calculado pera secciones
compuestas por rectangulos /1/ & JTw es el momento
sectorial de la seccidn /1/.

>
Py
!

Los aspectos mas importantes de 1la funcidn propuesta
son:

- puede representar giros rigidos,

- expresa la solucidn exacta de algunos problemas simples
de torsidn no-uniforme /1/.

Las cuatro constantes involucradas en la Ec. (1.a)
pueden ser escritas en terminos de los grados de libertad
nodales, resolviendo el siguiente sistema:

r1 4 0 4'. 'A1‘ ”é;‘~
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&L 1 || | B “
P&t gt 1 0 | \At ] yﬂz‘

‘La solucion esta dada por:
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donds,
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Ly = A= eAt)/a )

(et _edL)/a
Qa2 = [1- e—RL (1 +AL)J/A 232

A (2~ @2k _e2t)/a

Q13 = A1+e)/A ; 22 (A% . e"M)/Aa

=z (1+3L +e-3L)/a 2333 = a(2-ed.e)a

Nm = 2(1-er)/a 41 = A ALY-eN U0 1/ (3.5)
D= F1+e34.aL)]/A Q42 = [e2E@4aL) 4+ (-0 0/4
Lu= A PR UL W ‘243 H )[2-2""‘2'“)/A

(<2aL+erb_e-At)/Aa

gz (14 2L ~eA)/A e QP

Yo

A= 2 [4+er(AL-2)- e (AL+2)] (3.c)

Para cualquier punto sobre el eje del elementoc, se
cumple gus:

1S

A= Ba

(4)
donde,
Pal A ~ ~
A PP T
AT‘- A‘A: Az/\-‘ A‘Aq AzAz A~A2A,‘ AY "2"']
UT = [0'650% 63 V" 81V 01 W w2 63 82l 85 B3k
Vo
M 9 o 9
~
- |8 h 2 ¢
H- © O hy @ (8.2
© 92 °
donde,
e [20R02-3@ 00 44 Brr_23 + 2
S W aadr b gye g ]
ha = [2A2/03-3&W% 44 i L gY13 42840 -3 |
S2(@/P 43(3MF LY 43YL ] (5.5)

hy = [-2a} 2]
he = (2044 6*2021 4 03140400 | Ese Mg ringzena !
N3 4188013 + 20334000 éinmiaaz« 2034 404)




- 64 -

Cuando la viga se encuentra ’sometida a la accidn dg
cargas exteriores, su configuracign de equ%librio esta
definida por el Principio de la Minima Energia Potencial
/11-12/’

S(u-v) = 0 )

donde WU es ia enerxfa elastica almacenada en el
elemento, v es el potencial de las cargas exteriores
actuantes (conservativas).

En el caso de la viga de Vlasov, la enerzfa eldstica -
/12/ es,
L

W =4 Jo [EA G + £ T3 (#F+ET (A .

+6Ta () +ETs (63)] a2

donde Iii e.Iaa.son los momentos de inercia principales
de la seccidn.

En la Ec. (7), el primer sumando a la derscha del signo
igual es 1a energia membranal, el segundo y tercer sumando
representan la energfia de flexidn, el cuarto sumando es la
energia asociada con 1la torsidn de St. Venant y el quinto
sumandc es la anergfa asociada con la torsidn no-uniforme
/1/.

De la Ec. (4), obtenemos:

-~

~

Al Y

e "2 o ¢ '

| wme ef, A

'l =19 9 E} olU = B U (8)
CY © 0 O We T -
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Por lo tanto, resmplazando en la Ec. (7) se llega a:
AT LI\?I\I\ . A
S'UL:SL_) [&@Q@dﬁ]Q (9)

donde,
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EI32a 0 © O o©
A O EIs24 0 ©o O
C ={lo oea 0 ©
- o O o GIa O (10)
O O O O Elw
A: drea de la seccz:3n transversal.
Las fuerzas externas actuantss scbrz sl eslementc ce
viga son:
A A‘ A
Px .F3 . P3 : cargas distribuicas por wunidad de
longitud.
Aa A A A ., . ’ R
mx. m .Vﬂa : momentos distribuides por unidad ae
longitud.
b : bimomento distribufide por unidad cs

longitud / 0/

L

5;_ Pg P~

.

cargas concentradas en sl nodo i.

x . Ma,. ”i : momentos concantrados sn sl nodo i.

Bt : bimomento concsntracdo sn sl nogo i /1/.

El potencial ¢e las cargas exisrnas /12/ es,

Y = f: [F; At Aa,»\?’friw-m?‘/o-' +m1, i

M3 8: +8i)at + ZLP~,«.+§&; ¢
~ ‘\; T A

LR PR T STy

3
De la Ec. {4}, se tiesne que,

(84] (M o o ¢

%] |2 m o ¢

sul |2 2 ha 9) A A A (12)
s¥ =19 M2 @ QfU = DSV

SA'l |M o0 o of - =<

g |9 9 9 m

03] L2 2 2 W

Por 1o tanto,
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8V= 807 [ OF ut + L B

dende,

AT A A A“ A

fz[rg.ra.r!»""\“:mayﬁinb]

~ AL Ay A . .

L J A AL A, N

‘2[ P;’P%’ i)-MQ' sl ME;S]
y definimes,

A L/\TA '\T"

R=§,DPa + ED P

Introduciende las £c. §:] y {13} en 1la Ec. (8),
obtenenmos:

A N N

KU =R o
donde,

~ L AT A AN (15)

A
K: SOBCB - 8 2

Notar que:

- las Ec. (13) a>(15) estan referidas a un sistema de
coordenadas locales para cada elemento,
~ las integrales en las

Ec. (13) y (15) pueden ser
evaluadas analfticamente. _

Para poder ensamblar un modelo estructural deba pasarse
la Ec. {14) al sistema de coordenadas globales. Para ello,

R - I§ (16.2)
_L_) - IQ (16.b)
E = IETT (16.¢c)

donds LJ es el vector de grados de libertad globales,

U= [U'v'W 0505620z U'VW20k63 6% 6il, ]
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Es importants Zsstacar que hemos asumido G;i \jnica para
todos los slementos que concurrsn a un nodo. Esto
significa una espscies de “continuidad del alabso‘, que
fus introducida por BaZfant /4-13/.

EJEMPLOS NUMERICOS.

En 1a Ref. /2/ hemos estudiado exhaustivaments o1}
comportamiento del elemento propuesstc an problemas
linsales. En la presents publicacidn exponemos sdio
algunos s jemplos. :

1. Modelos ds 1 y 2 eslementos.

Modelamos usandoc 1 slemento los cascs que sa nuestran
en la Fig. 2.a, y 2 slemsntos los casos ds la Fig. 2.b.

Para todos sstos problemas, la solucidn obtenida por
slementos finitos [rotaciones, monentos torsionales,
momentos de St. vVenant y bimomentos), coincidieron

exactaments con los resultados analiticas publicados por
Vliasov en la Ref. /1/.

2. Viga curva con seccion variabls.

En la Fig. 3. presentamos una vi;a curva con seccidn
variable. Comparamos nuestra solucidn abtsnida usande 16
elsmentos desiguales. contra la solucidn por difersncias
finitas calculada por Heins /14/; dicha solucidn considera
una rigidez a la torsidn de St. Venant aumentada 200
veces, y una transicidn linesal en los cambios ds seccidn.
€n puntos donde la solucidn por slsmentos finitos as
discontinua, indicamos valores promedios.

CONCLUSIONES.

Hemos prssentacdo un slemento finito basadoc en la tesoria
de Vlascv para vigas de saccion abisrta Y paredss
delgadas. Las caracteristicas dsl elemento para problemas
lineales son:

- puede rsprssentar rotaciones r{igidas,

- @s- caraz de modelar algunos problemas simples de torsidn
no-uniferme utilizando un sdlc elementao,

- no requiere integracidn numdrica,

- sl elemento es eficients en la solucidn ds problemas mas
comple jos.

Estamos estudiando en la actualidad, 1la extsnsidn para
problemas no-lineales.
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CONDICIONES DE BORDE CONDICIONES DE BORDE
CASO &N EL Nopo 1 EN B NoDO 2
B=Q B=0
1 452_0 "-H.
%-0 B=0
2 Al = .
g.z.lo i} M
’6\2-0 "0
5 'g;.o nan
’9\2-0 92’0
4 B=B B=8"

(a) Modelos de un slemento

Figura 2. Modelos ds unc y dos slementos.
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A-U A.
1 % % 0 H‘H.
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(b)) Modelos de dos elementos

Figura 2. (continuacidn)
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Figura 3. Viga curva con seccidn variable,
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Figura 3. (continuacidn).




