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En al presente trabajo se desarrolla un alamento de
vila basado en la teor!a de Vlasov para vilas de seccion
abierta y paredes delladas. La novedad del elemento res1de
en Que la interpolacion del anaulo de torsion rue dise~ada
de forma tal de poder interpolar movimientos r1aidos y de
obtener la solucion exacta de problemas simples de tors10n
no-uniforme con un solo elemento.

In the present paper a beam element based on Vlasov's
theory for thin-~alled open section beams lS presented.
The maln feature of the element is the torsion anile
interpolation that was desilned to represent riaid body
rotations and to obtain the exact solution to some simple
non-uniform torsion problems with only one element.



Le teer!a Que se utillze pare enalizar vilas de seccion
abierte y paredes del.adas fue desarrellada par Vlasov
/1/. y numereses investilado~es han estudiede su
implementacion numerica en problemas lineales y no-
lineales /2-10/.

En el presente trabajo. presentames una nueva
implementaci6n de la teor!e de Vlasov utilizando e1 Metodo
de Elementos Finitos /2'. Los aspectos mas relevantes del
nuevo elemento desa~ro::ado para problemas lineales. son:
- no reQuiere el uso de lnte.raci6n numerica,
- un solo elemento puede modelar exactamente allunos casos
simples de torsion no-u~iforme.

Los resultados numericos Que exponemos en
trabajo demuestran la eflciencie del elemento
enihisis lineal de est:-ucturas espaciales de
y curvas.

el presente
propuesto en
vilas rectas

Esperamos Que la formulacion Que
constituira una solida base para el futuro
un e1emento de vila de Vlasov no-lineal.

presentamos
desarrollo de

Basados en la teor!a de Vlasov. hemos desarrollado un
elemento de vila de 2 nodos /2/ para problemas lineales.

En le Fi.. 1 mostremos e1 sistema de coordenadas
locales (Q. ~, i>. cOincidentes con los ejes principales
de le seccion del elemente y can el eje del mismo.

En le misme fizure se indican los,desplazamientos
nodales Que seran nuestras lncoenitas. conjunta.mente con&ilK • la derivada en el nodo k del an,ulo de torsi&n
cor.respecto a le coordenada aXial del elemente. Esto nos
conduce a un elemento con siete Irados de libertad por
nodo. ,.

Para el desplazar::iento axial 'IA1" usamos una
interpolaci~n lineal. en tanto Que para 105
desplazamientos transversales ~ y ~ • empleamos una
interpolaci&n de Hermite /11/. Debe recordarse Que dado
Que 1e teor!a de V1asov considera nu1as las deformaciones
por corte. se tiene que: i~:-~,iIK' &~ = M..i lit •

:II ••

Para el ~nlulo de torsion muchos investiladores hen
usado una interpol.cion polin6mica. Sin embarlo. can el
objeto de loarar un e1emento m~s poderoso proponemos le
silUiente interpolecion. basada en la soluCion anel!tica
de allunos proble.as simples de torsion no-uniforme:
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donde ~ es el modulo de Youn& del mate~ial de la vi&a. G
es el modulo transversal. I4 es el momento de inercia de
la seccion para torsion pura calculado para secciones
compuestas por ~ectan&ulos /1/ a .tOol as el momento
sectorial de la seccion /1/.

Los aspectos
son:
- puede representar &iros r1&idos.
- expresa la soluci&n exacta de alcunos problemas simples
de torsion no-uniforme /1/.

Las cuatro constantas involucradas en la Ec. (1.a)
puaden ser escritas en terminos de los zrados de libertad
nodales. resolviendo el sicuiente sistema:
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.t211: A,(1- e-:\L)/~

.Q.1'1 = (1_ e-~"(H~L)J/~
.J213 = ),(--1 + e.-~") I~
.l144: (-1 + At + e- 41.) I~
.a~1= 1 (1 - e.~L)/A
.an: &14- e~I.(~ - ~L)J/A
..nt3: ),( ~~1. - of) It::.
.1221- = (1 ~ ~L - e. >"1. )/6.

4231 = ~~(e-~"_e.~L)/A
.au: ~(2- e.-~I._e~I.)/t::.
.l133: ~2(e."'I._e-"'I.)/A
..!23't = ~ (2 - e.-~l._ e.~l.)IA
.Q41 : .\(1+ r'-(~L-1)_e-»-(of+~n/A (3. b)
.n4'1 '= [e-~"(i+i\l) .rt~L.(a.l-1lJ /A
l4\ : ;>'[2_e.M._ e-~")/A
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Para cualquier punto sobre el eje del elemento. S8
cumple que:
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Cuando Ie V1za se encuentra sometide a 1a acci&n de
cargas exteriores. su configureci~n de equilibrio est6
definida por el Principio de la M{nima Enerz{a Potencial
/11-12/.

~(u-VI) = 0
donde 'lA. es 1a energ{a elastica almeceneda en e1
elemento. y \I es e1 potencial de las carzas exteriores
actuantes (conservatives}.

En el caso de la vila de Vlasov. la enerz{e elastica
/12/ es.

'UL=i J~ [EA (W-')2 + E I~~ (-G-")'Z + Ern ( Al")a

tGlel( e'l)7. -+ E Iw (g'i)1] cii
donde Iii. ~Ii' son los momentos de inercia principa1es
de le seCCl.on.

En la Ec. (7). el primer sumando a la dereche del signo
igual es la enerl1a membranal. el segundo y tercer suman do
representan la enerZ1a de flexion. el cuarto sumando es le
energ!a asocieda con la torsion de St. Venent y el quinto
sumando es le energ!a asociada con Ie torsion no-uniforme
/1/.

De le Ec. (4) • obtenemos:
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£I~ 0 0 0 0
1\ 0 EI~Q0 0 0
C :. 0 0 iA 0 0

0 0 0 GIot. 0
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Las f'uerzas a)('ternas actuantes sobra e1 alemento de
vila son:

..• ..• ..•rx . ri- . fi caraas distribu{das por unidad de
10naitud .

..• '" ..•..• ..• distribu{dosm%. m:t. ma momentos por unidad de
lonaitu .

b bl:'T!Omento distribu!do por unidad 08
lona1tud /i/.
A· ". A'p~ p' p~ caraas concentradas en e1 node i." • ,. i'"i ", "..
MlI:. M;. M~ ~o~entos concantrados an e1 node i.i.

B~ blmomento concentrado en e1 nOdO i /1/.

S;. ~4 2 9 2
S.v- 0 ~~ 2 2Sw 2 s> !!1 g A '" J\ ( 12)
iv-' = 0 ~a. Q Q ~U : p~~S;'I ll4 9 9 2 -
!ii 9 2 Q ~$",1. 2 0 2 ~8&

Por 10 tanto.
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Introduciendo las
ebtenenmos:

r D! p.
. - -"\
(9) y (13)

,..
K =

~ AT" A

~ B C B dol:o - --
- las Ec. (13) a (15) estan referidas a un sistema de
coordenadas locales para cade elemento,
- las intezrales en les Ec. (13) y (1S) pueden ser
evalued8s anel{ticemente.

Para poder ensembler un modele estructurel deba pasarse
18 Ec. (14) al siste.e de coordenadas zlobales. Para ella,

,..
R : TR (16.a)- - -
U = TO (16.b)

K = rgrT (16.c)

donde kl es el vector de srado. de l1bertad Ilobale.,
k' :: [U~V4\J" g~9;eie~kVI V2~e~9~ 9~9~12 )
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Es importante cestacar que hemos asumido 9£ ~nica
todos los elementos que concurren a un nodo.
sianifica una especie de "continuided del alabeo".
fue introducida por Ba~ant /4-13/.

para
Esto

que

En la Ref. /2/ hemos
comportamiento del elemento
lineales. En la presente
alaunos ejemplos.

estudiado exhaustivamante el
propuesto en problemas

publicaclan exponemos solo

Modelamos usando 1 elemento 10s casos que se muestran
en la Fia_ 2.a. y 2 elementos 105 casos de la Fia. 2.b.
Para todos estos problemas, la solucion obtenida par
elementos finitos :rotaciones. momentos torsionales.
momentos de st. Venant y bimomentos). coincidieron
exactamente can 10s resultados anal{ticos pUDllcados por
Vlasov en la Ref. /1/.

2. Vila curva con seccion variable.
En la Fia. 3. presentamos una vila curva can secclon

variable. Comparamos nuestra solucion obtenlda usando 16
ele.entos desiauales. contra la solucion par diferencias
finitas calculada par Heins i14/i dicha Soluclon considera
una riaidez a la torsion de St. Venant aumentada 200
vecas. y una transicion lineal en los ca.bl0S da seccion.
En puntas donde la solucion par alementos finitos es
discontinua. indicamos valores promedios.

Hemos presentado un elemento finito basado en la teor!a
de Vlasov para vilas de seccion abiarta y paredes
delaadas. Las caracteristicas del elemento para problemas
lineales son:
- puede representar rotaciones ri,idas.
- e.ca~az de modelar allunos problemas simples de torsion
no-unifor~e utilizando un solo elamento.
- no requiere intearacion nu.~rica.
- al alemento eseficiente en la solucion de problemas mas
compiejos.

Estamos estudiando en la actualidad. la extension para
problemas no-lineale•.
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Fizura 2. (continuaci&n)
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