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Sao apresentadas neste trabalho anilises pelo Metodo dos
Elelllento.Finito. de .struturaa planas de barras considerando-
se o~ efeitos de nao-linearidade geollletrica. Utiliza-se UIIIe-
lelllentode portico capaz de representar configura~oes deforllla
das COlligrandes rota~oe.. As anili.e. consistelll basicalllente
elllobter a resposta estitica nao-linear da e.trutura para de-
terlllinado.niveis de carregalllento e seus correspondentes lIIodos
de vibra~ao. Tal procedilllento fornece ulllarelacao direta en-
tre a frequincia natural da estrutura e UIIIparallletro de carga.
possibili~ando desta lIIaneiraulllaavalia~io ~a carga critica e
do 1II0dode flalllbage•• atrav •• do criterio de frequincia nula.

In this work finite elelllentanaly.e. of plane frallle
structure. are presented. A frallleelelllentcapable of representins
deforllledconfiluration. with large rotations is utilized. The
analyse. con.ist basically in obtaining the nonlinear static
respon.e of the structure for sOllielevels of loading and their
correspondinl aode shape.. Such procedure lead. to a direct
relation between the natural frequency of the structure and a
101« ,atam.ter ••• kift' POllibla ift thi. way. aft evaluatiGn of
the critical load and the bucklinl 1II0dethrough the zero
frequency criterion.



A analise de vibraeoes livres de um sistema estrutural sub-
metido a um estado de tensoes iniciais o. consiste na resolueao
do problema de autovalor -

sendo
massa
gente
sees

que w eorresponde as frequencias naturais. M a matriz de
e u aos autovetores ou modos de vibraeio. A- matriz tan-
~T~d:p:n~e do campo de desloeamentos ~oprovoeado pelas ten

l.n1.e1.a1.s.

Da analise nio-linear sabe-se que a matriz de rigidez re-
sulta da soma de tres pareelas

~T • ~o + !o + !u (2)

Na equaeio aeima. ~e a propria matriz de rigidez da anali
se linear e KD• frequentemente chamada de "matriz geometrica" :
depende do -estado de tensaes. A matriz !u e a unica parcela
que contem explicitamente os deslocamentos.

Pode-se mostrar que a matriz geometriea e proporeional ao
carregamento da estrutura [1.2].

Em problemas relacionados com trelieas.
uniforme. e outros onde somen~e os esforeos
preponderantes. os efeitos da parcela Ku sio
tes casos. a equaeio (1) toms a forma -

esfera sob pressio
extensionais sio
despreziveis e.ne~

(K - w2M) u Z (K + AK - w2M) u • 0_T - _ _0 _0

onde A e um parametro de carga.

Para frequeneias nulas. a equacio (3) estabelece 0 probl~
ma classico de estabilidade inicial

(~o + A~O) ~ • ~ (4)

onde !o e avaliada pela .olucio linear de problema. Neste ea-
so. 0 menor autovalor A representa 0 parametrQ da carga critica
e u 0 modo de flambagem. .

Entretan·to. se os efeitos de flexio forem relevantes. dev~
5e realizar a .eguinte analise d. autovalor

ou. equivalentement •• deterainar 0 paria.tro de carla para 0
qual a frequineia •• anula ns .quaCio



A for.ala~io utiliaada n.ste trabalho para a eonsid.ra~io
de grandes desloea••lltosbas.ia-se na teoria da "viga - eOluna",
adotando-se as aproxi.a~o.s propostas por JEMRIRGS [3]. Reste
proeedi••nto, utili.a.-se duas trallsfor••~o.s lineares, obtidas
co. 0 auxilio das Figaras I, II e III, para expre.sar u. eon-
junto de desloea••ntos bi.ieos de el•••nto e. termo. de de.loca
mentos nodais. -
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Desta forma, por meio de relacoes geometri."t a primeira
transformacao, do sistema global (Fig. I) para. 'lflema inter-
mediario (Fig. II), adquire 0 seguinte aspeeto

!"'" ]fAu -eosa -sena 0 eoaa sena 0
'A

v sena -eosa 0 -sena eosa 0 tA

eAR 0 0 0 0 0 xa
eBA 0 0 0 0 0 '.eB

Da mesma maneira, tem-se a segunda transformacao, do siste
ma intermediario (Fig. II) para 0 sistema bisieo (Fig. III)

I I
e . (L + u) 2 + v2 - L

¢AB eAB tg ( v. - arc
L + u

¢BA • eU - tg ( varc
L + U

ou, em uma forma incra.ental

de L+u v 0 0 du
L+e r;;

V L+u 0
cJv

d¢AI (L+e)l - (L+e}2
deAl

d¢JA v L+u 0 cleJAu;:;;}T - (L+8)2
.J

A8suminclo-a. qua a .aj. paquano quanclo co.paraclo aLe
adotanclo-a. u. polino.io do 39 Irau para rapreaantar a clefor.a-
da do ele.anto no ai.t ••a b'.ico. a variaeio no·co.pri.anto da-
vido ao curva.anto e dada por



Batio, a forea axial. 01 ao"ato. 4e- ext~e.idade, obtidos
pel0 ~eore.a da laerliaPoteaei.l, ••• oeinol 40 aiate.. luL.i-
eo lio expr••• oa por

p • EA ( !. + ..L (2'~ - 'U+U + 2.~A )]
L 30

( ~ 4PL) + ( !!!_PL )
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·P6Hanto •.'.poi" clH eteDefiCiO.'p~tei.'1a ••• quae·oea·'(f3r eo.
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o. eoefiei.DC.' •••• criz •• ri,i'.z ••• 1••••co .0 .i.c••• bi-
.ieo.

COD.i'.r.D'o- •• p 0 CODjU.CO •• for,•• DO .i.c••• i.c.ra.
aiirio, que •• quiv.1.ic •• fl' C••-••• por cr•••1~0 virc••1 •
p.la expr•••io (11)

T T TfI '!I• fl '~I• fl ~ '~I (17)
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- 187 -
••• tria d. rili •••••• le••• to .0 aiaee •• 110bal. fua~io da
.atri. de rilid •• d. el.a.nto no aiat ••• bi.ico.

Quaado •• utiliaa 0 Hetooo do. El •• ento. riaito. co.o tee-
aiea aproxiaad. d. aaili •••• trutur.l. a •• tria d•••••• d. u.
el ••ento e d.d. POl'

ME • f !T P! dV
v

seado p a •••• a e.pee!fica e ••• fuu~oe. de de.loe ••• nto. E.-
ta .atria i dit. eon.i.tente por .er obtid. atrave. da. ••••••
funeoe. que po •• ibilit •• obter •• atria d. rig ide. de ele •• uto
(4]. V.rifica- •• que 0 e.pr.so delta •• atriae. obtida. por .0-
lueoe •• proxi •• d•• eonduae. a re.ultado. que .io analoge. ao.
obtido. por .olu~o •• exata. {5].

10 ealo d. ua ele •• nto de pOrticohOllOgeneo d••• ~io pri ••iti
ca de area A coultante e eo.pri ••uto L. a .atria de •• ss. con=
si.tente te. 0 .eguinte aspecto (1]

..•
0 0 70 0 0

156 22L 0 54 -13L
4L2 0 13L - 3L2

(26)
140 0 0

156 -22L
4L2

A matri. de ••••• couai.t.at. pod ••• atr.t.ato, •• r di.IO-
naliaad. [4] ou .ub.tituid. POI' u•••• tria di~cret ••• a coapro-
.eti ••nto d••• a&li.... G.r.l •• nt., o. t.r.o. eorre.pond.nte •
• gr.u. d. lib.rd.de d. rota~io ti•• uieo poue. influiaei. ••
anali •••• nvolv.ndo •• trutur •• d. b.rr •••

Apr ••• nt •• - ••• 1.luir dual anili ••• f.ita. atrave. do He-
todo do. Il •••• to. ri.ito. do probl ••• 4. vibrago •• livr.. .ob
t.n.o •• inici.i. 4••• trutur •• pl••••• portie.d... Tr.t •••• pOl'
t•• to d. r••olver 0 probl ••• 4a. autovalor dafiaito pala Iquacio
(6). Utili •• -•••• atri ••• ri,id •• d•• l•••• t. d.fiai4. ••
(24) • a •• tria .e ••••• defi.iel. e. (26.) ••• u. foraa dialo •• -
li••da. Co•• td.ta.do-.e •• ea4a a.ilts. varios .tvei' •• e.rr.
I•• eato. fora. ob~i~o. arifleo. retacloD.aelo a freque.ci. aatu={'~ 4, ••CfQc.ra a Q. pari••cro 4a carla. tal, t.la~i•• ~o •• i-
biUta •• atr •.•.••do cridrio •• h.qu'Dcia D••l.,l&a eUucio pre-
U.iDar •• eu.bill".e •• a.uutura.



Nesta primeira aplica,io utiliza-s. um portico bi-rotulado
cuja discretiza,io • mostrada na Fiaura IV junta.ente co. 0 car
resamento adotado. A Piaura V .ostra a varia,io do desloca ••n
to vertical v no ponto A e. fun,io do pari.etro d. caraa A. i
Fisura VI mostra a yaria,io da pri •• ira fr.quincia natural da
estrutura tamb.m como fun,io de A. Allu.as confilura,oes de-
for.adas e s.us r.sp.ctivos .odos d. vibra,io sio mostrados na
Pigura VII.
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). • 31.5
z/L. 0.5

). • 29.0
z/L. 0.2.

). • 31.5
z/L. 0.5

). • 29.0
z/L. 0.2

A diaeretiaacio e 0 earrela.e.to do areo bi-rotulado a.ali
sado .eata aplieacio aio .oatradoa aa Filura VIII.

A Fi,ura IX .oatra a variacio do daaloea.a.to vertical v
.0 poato A a a Fi,ura X a variacio da fraqui.cia aatural. a.baa
a. fuacio do par •• etro de carla A. A. coafi,uracie. defor.ada.
e oa .odoa da vibracio pod •• a.r ·viatoa aa Filara XI.



---.,=t
----------} ~La.. +

P · >'Po
Po • 10"lCif

P • 785 ur:m/rr

E · 2.05 X 101OlCif/rr

A. • 0.0225 aa

I • 4.2188 X 10-511"

~I/L.o.s

\



A • 18.9
x/L. 0.5

A • 16.6
x/L. 0.2

A • 18.9
xIL. 0.5

). • 16.6
xIL. 0.2



Apr ••• lu:oa-•• a•• te tr.b.lho II. procedi •• llto de .Ilali.e do
probl ••• d•• ibr.eo •• livre •• ob tell.oe. illici.h vhalldo prill-
cip.l_ate 0 •• tado •• eat.bitid.d. de eatrutura. atr.vi. do cr!
terio d. freqaiaci. Ilala.

a. .l.a •• c•••• Ilio foi posaivel .val.iar a c.r.. ericiea
••• aado 0 critirio adot.do. u••• a. que ai •• e eh.aou a u. va-
lor prciziao d••• 1'0 p.ra. pri.eir.frequillc:ia da •• trutur •• Tal
fato •• •••• • i•• o.ie •••• eo"trica. cau.a._. POl' deterainada.
coafi.ar.eo •••• fo••da. que f•• e. co. que a •• trutura t.llha u.
acr ••ciao •• riald •••

I i.porta.te ob.erv.r que a. eOllfiauraeoe. defor.ada. aqui
obtid •• aio •• ra•• at. tecirica•• u.a ve. que nio foi cOIl.iderada
• aio-lia •• rid.d. fhic:a do .aterial. e ta.bi. qua a pre•• te for
_l.eio aio e c.p ••••• etectar POllto. de bifurcaeio pri-eriti":.
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