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RESUMEN

Cuando las condiciones de bsrde contienen los antova~-
lores del problema es comin, al elegir las funciones coor-
denadas que constituiran la solucidn, considerar las condi-
cinsnes de bnrde en cnestisn como condiciones homngéneas ya
que 2sto simplifica considerablemente las determinacinnes
analiticas.

En este trabajo se presentan experimentns numéricns ge~
nerando funciones coaordenadas polindmicas y teniends en cuen-
ta la existencia del autovalor en las condieiones de contor-
no. Las funciones aprovimantes contienen un pardmetro de op~-
timizacidn exponencial que permite minimizar al autovalor
buscado de acuerdo al criterio de optimizacién de Lord Rayleigh.

ABSTRACT

When using the Ritz method in the case where the boundary
conditions contain the eigenvalues of the prablem it is co-
mmon practice to consider the boundary conditions as homo-
genenus situations and %o construct the coordinate functions
aceardinegly. This simplifies considerably the analytical de-
terminations.

The present paper deals with numerical experiments whe-
re by the approximating functions satisfy exactly the boun-
dary conditions containing the eirenvalue,

On the other hand the crnrdinate funetiosns contain an
exponential, optimization parameter which allepws for the mi-
nimization of the eizenvalnes under investiration, follow-
ing Lord Rayleigh's suggestion.




-175 -

INTRODUCCION

Consideremos el problems general de autovalores gober -
nado por el sistesa diferencial [1]

fhm (Y] - 2 New (V] a)
A o] < AL (V] L51,2..m )

donde (1) es 1a ecuaciln diferencial gobernante en el do-
minio D cuya soluciin debe satisfacer las condiciosnes de
borde (2) y A es un avt~valsr del prablema.

Cuandp A no aparece en las conlicirnes de contorns

el probless definids por (1) y (2) es defini?s comn "auto-
adjunto®.

Sea, por otra parte, I '] 1a fonci~nal gnbernante
del probless tal que de 13 condiciin de Gue ses estaciona-

ria
U['] =0 3)

resvita la eccacidn diferemcial (1).
Obviamente las eondiciones (2) debersn ser sstisfechas.

Sea (/3 wna funcifa sprovisente de 1a solucién eyacta
¥ que satisface identicavente las condiciomes de borde
(2) y que expresareros en 1a forme

y 4
Yas= ’Zal/; M)

donde cada funcifm coordenada /;t satisfsce las condiciones
esenciales y neturales del problems en estoiip.

En eonsecusncia resultars
an = da{ﬂ} )

constituyends la situsciin definida em (5) wns deficultsd al-
gopitaica relativamente grande yu que 13s valores de A

son incéenitas del problems. Es por ests razin quwe es co-
mfin, al aplicer ¢l métado de Bits, elegir las fammeliones
coordenadas de modn gue las condiciones esencisles sean
sstisfechss eracta=ente mientras que ,nl“m condiciones

_ 31 en canbip 1ss funmsion=s cnordensdes
idéuticanents s todas 1as eonfdicicmes @s borde seré posi-
sutovalores & costa do uns mayor invers en @l procese
algoritanico total.
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-Bn este trahajo se determins.les frecnencis fundamen-
tal del elementp astrugtural mostrado an la Figurs 1 demos-
t#dndnse que al ntilizar fujiciones coordenadas polindmicas
Qque astisfacen idédnticamente todas 1as condicionss de bor-
de se obtienen autgvalores fundamantalss que posaen exce-
lente precisién.
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Fieura 1 - ELEMENTQ ESTRUCTURAL VIBRANTE ANALIZADO
{(Caso de una masa puntual M guiada en el
extremo x=0),

DETERMINACION APROXIMADA DEL VALOR FUNDAMENTAL
En el caso de modos normales de vidracidn y conside~

rando la teorfa clésica de viras, e) problema aqui plantea-
do estd regido por la funcional

%) 5 [ 0 (V) 1 H )] -

—f%/w’/_[;é) W'O{\’fm*%j/ 6)

donde Z=/L
Lve /7% 7,
Hv= 200 o
‘2!*::12734651
F. dez/s
”f(x):amp;itud del corrimiento

: Es conveniente aproximar a ”’/X} mediante la relacién
funcional

. T
Wz Wee By (x,.d‘;xfcaax'; tax‘,«.q«fy (7)
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donde los coeficientes € son determinados substituyendo
(7) en las condiciones de borde gobernantes, ver Figura 1,
siendo 7* el parémetro exponencial de optimizacidn [2].

Resultan entonces:
d/: o
* 2
28,8, B (7 +7306) L2
3 _/é.'z’-f) 275
(J,a. -cre

o5 - ?;_‘_ (%‘_(2,’-/33 a'2)

-

. YRvr2dz /2 4 m'_(?,zfi/ﬂ,
%3

' 2
siendo ..CZ, = % w, [
EZ,

B- #P0 (¥-1)-1
B= $-128*30)
B B (1- Fp) + (25 -1)
G- PO F- 4
Reemplazando (7) en (6) y requiriendo que
9Jl Ws] =0 (8)

0B,
se obtiene finalmente

7 2 7%
D,
[ [ () [

Del andlisis de las expresiones (7) y (9) se deduce que

-Q,S ﬂ, -a’; r) ) (10)
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ya que -(2,esté contenida en las constantes a&-de la fune-
eién coordenada polindmica (7).

Se encontrd conveniente partir de un valor arbitrario
de 7‘, préximo y superior a la unidad y medlante un pro-
ceso iterativo hallar el ¢ corresoondiente. Hallado es-
te se varfia el valor de y se nbtiene un nuevo valor de

¢r_o El prpceso es continuado hasta hallar los valores
de £2, ¥ ‘7‘ que satisfacen la condiciin de minimo

Q. . o (1)
EF

RESULTADOS NUMERICOS

Se¢ obtuviersn resnltadns de coeficientes de frecuen-
.ecias fundamentales de vibraciin 3el elemento estrnctural
mostrado en la Figura 1 oara el cass de empotramientn ri-
gldo en el extremo x= 1 (o sea # = 0).

La. Tabla 1 muestra una comoaracisn de valores numéri-
cos con a) resultadas eractos en el caso de seccién y mo-
mento de inercia constante y b) con valores obtenifos me-
diante el método de elementos finitos en el caso de seccién
variable en forma discontfnua (Figura 1).

Bn el cass en qu= se compara con valores exactos se
concluye que la precisisn Je la metodoloz{a propuesta es
excelente. En aquellas situaciones en que la estrnetura
posee seccisn - momentos de inarcia variable los autovalo-
res determinados en este estndip difieren de los calcula-
dos medianta el método de elementos finitos en un 1% para
valores muy pequefios del pardmetro m* y en menos del 1%
cuands se incrementa m* .

Es de interés destacar =21 hechn de que al n» satis-
facer eractamente la condicidn de borde que contione al '’
autovalar l1ns valores sbtenidos son coansiderahlerente ma=
yores que 1os determinades mediante elementos finitos (2],
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Método

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 5 10

S8eccién Uniforme (A) 5.595 4.552 3,929 3,506 3,195 2.95% 1.49% 1,079
(B) 5.595 4.552 3.929 3.506 3.195 2.95% 1.49% 1,075

Fig.l1 § z=1/3 (A)  6.785 5.488 4,731 %,221 13.840 3.550 1.801 1.290
(c) 6.70 5.45 4,71 4,20 3.83 3.5% 1.79 1.28

Fig.l 3 z=1/2 (4) 6.86 5.53 4.7 4,23 3.85 3.9 1.80 1.29
() 6.81 5.51 L.74 4,22 3.84 3.55 1.79 1.28

Fig.l 3 z=2/3 (A)  6.90 5.52 4,73 .20 3.82 3.53 1.77 1.27
(C) 6.79 5.46 4,69 4,17 3.79 3.50 1.76 1.26

TABLA 1 -~ Comparacidn de valores de £2, en el casn de la estructura mnstrada
en la Fig.l ( "¢/ = 0.80).

(A)s metodolorfa presente; (B)s soluecién exacta; (C): elemrntns finitos
(20 elementos prismdticos) (2] .
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