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Se maestra en este trabajo que, en ~en·ral, la precisi6n
del mt4tndo de Kantorovich es me.1nrada si se inel !Jye un par'-
metro ~YJ:mnp.nclal ti •. opt~!'!izaci6n "r" en la parte de 1a so-
luci~n que -.s t1scoc1doa"a priori".

Se presentan aplicacinnes a Drobl.~.s cl'sicns de aatn-
valores y de det •.r~inaci5n de un campo t4r~ico estac1onario.

It is shown in the present study that, in Rener.l, the
jlccuracy of the Kantorovich mp.th:ldcan be imoroved by includ-
ing an '!%ponent1al, opt1 .•.iZation paramp.tll!'r• r" 1n thf! part
of the e%pressinn glv1n~ the snlution which is chospn "a plio-
1'1".

The proposed meth~d~lo~y is applied to classieal •.i«p.nv,-
lu9 pr~hlems and tn a steady state two - dimensional heat oon-
duct1~n prnbl-.m.



Es sabide que el "m~todo de reduec1(m a p.cuacion'!s di-
ferenciales" (m~tndo de Kantorovich) oeupa una posic16n in-
termed 1_, desde el punto de vista de 18 precisi6n ohtenida,
entre 18 s01uci6n exacta de un problema dado y la soluc16n
apro~imada gen@rada mediante la apllcaciOn del m~todo de
Ritz 0 de Galerkin.

Tal como explican Kantorovleh y Kry10~ en sa cl'sieo
tratado •••" 18 ~entaja del mitodo consiste en qae solo par-
te de la soluelon es 'escoglda "a priori" mientras que e1
resto de la soluclon es determinada de acuerdo con el ca-
racter del problema" DJ.

Be ha mostrado recientelllente [2] que la preclslon del
mitodo de Kantoro~lch puede ser mejorad8 sl se IncJuye an
par'metro exponenc18l de optlmlzac16n "r" en la parte de
la expres16n que es escoglda "a priori". Dado que el m4todo
de Kantoro~ich permite obtener cotas saperiores en el caso
de problemas de autova10res, mlnlmlzando a estos con r8S-
peeto • "r" es posible optimizar 10s valores de los auto-
~a10res en cuestlon. Este enfoque fu' su"erldo por Lord
Rayleigh en conexi6n con su cl&sico m4todo [3] •

Por otr. parte ha sido demostrado en r~J que una eta-
pa poster lor de optimizac16n es po'ible sl se ineluye an
parimetro mul tlplicador "l''' en la parte de la 801aci6n
constru1da POl' el analista (18 parte res~ante es determina-
da al resoJver una eeuaci6n diferencial genp.rada por el re-
querimiente de ortogonalidad).

Una consecuencia logica de 105 procesos de optimiza-
c16n de autovalores desarrollados en C2J y ~J 10 consti-
tuye 18 extension y aplicaeion de 18 metodolo~ia en cue.-ti6n _ problemas de campo minimlzando 18 funcional gober-
nante.

Bsto ha side llevado _ cabo en an problema estaeiona-
rio de 1_ tenr1_ de difusi6n c,].

En el presente trabajo se resefian 10s desarrollos y
aplicaclones lo~rados reclentemente por los autores.

Resulta conveniente mostrar la metodologia propuesta
mediante un problema concreto y cl'sico caal es la deter-
minaci6n de la frecuencia fundamental de vihraci6n de una
membrana rectangular.

In el Caao en que 18 .e.brana v1bra en wno 4, IUI mo-
dos normale. de v1bracion el problema esta ~obernado par
81 sistema diferencial



donde L(x,y).O 8S 1a relac16n tunclonal que define 81 con-
tor no del dominio, ver Figura 1

Pigura 1 - Sistema vibrante en estudio.
De acuerdo a 10 expllcado se tona

g-"e - P(1.rJfl:C)

p(?rJ- 1- li)r ;(J>iJ

r : par'Mttro de optlmlzac16n.
Dado que elpar411letro de optl",lzac16n "r tI no' es, en

general, un numero entero~ se efectuar' la integrac16n re-
Querida por el m4todo de l\.antorovlch con respecto a 18 v,,-
riable Indepen41ente - y - entre 0 y b en vlrtud de que se
analiza un modo slm~trlco. Por atra parte 18 e~,res16n (3)sat1sCacI las condiciones

P(I..;J_dP1P,rJ _0 (1+)

~



Substltuyendo ahora (2) en (lb) se nbtiene 1a
"error" 0 residual ~t~7.r) y requirlendo que

J, .~JCfX".rJr(74Jetr!-0
D

b

J(fP~ Ii'''?+-.Jf?·)~=o
o . v

que
6 o. bJi'~?~=?'Pt-Jp~~"f--fp~?

~ D Q

~~presar a (6) en 1a forma
f(.r)+ (..J-H)!r<rj- 0

b l.
/'1-Jp~~//f'p~-/1(r)

tJ / (>

La so1uci6n de (8) es
f (~)-Ac,s (.;-H.r -;-73Athc y4-H .t"

deblendo cump1ir 1as condiciones de borde
ft4J-f{-IfT)-tJ

Y pol' conslgDiente resu.lta
B-O

1 por consi2uiente
. 2 rZ 2...}4 -- +,..,fr)a (14)

~
Requirlendo ahora que (14) sea un minimo con resoecto

• r I ~(..JA3);-r-~ (15)

se obtlene, para alb - 1 :
,}If/ Z _ 1+ .9lt-2



mientras que e1 m~todo c1asico de Kantorovlch (51n optlm1-
zar) arroja el valor

Se concluye que 1a mejora Introducida por e1 proceso
de optimizaci6n es del orden del 1% en e1 csso que se ha
estudlado en esta secciOn.

Se expr~sara ahora a la soluci~n apro7imada de (la)
en 1s forma

(11+Z Z1;- ].) -d

Substituyendo (16) en (la) se obtlene e(x'1>r~c)
y de la condiclon de ortogonalidad

:z f~(X'7JY>c)(I:~~;;)~ -~ (19)
()

resulta flnal~ente
b

Zf[f~(!1~"'/~)~ ;lor Ff"~+~4J-{f:f+r;J+-
()

+ -J r (If ~r ;; ) Z J a; .•() (20)

11 Dado que •

f (J;".!+I:;/)(r,f+!;)~-(r:~+~/)(ii~+;:;) f" -
Q ~ b-J (J;~~F;')~=- JII/~+P/)2~ (21)

cI c)

substltuyendo en (20) se ~btlone en definitiva
JttI (22 )f~ (j- J.~)l-o
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I~-,;~-+J;')d7
1"1= C1 -~(r.~) ;

J;J;f+;;)~

:'i=-1.

La soluc~6n de (22) esta dada por

.t(:rJ=AC!t""S I ~-(:!~~B.4d#'e·}i!.;_!r -t"
/ ' ; J.:l 1.2

y utilizando Iss condiciones de borde se deduce qu~
z!",c t'J # ~rs(-I-:;4 -.t'J (24)

El ct'!'!fic1entede fr~cuencia fundamen~al 8S obtenido
de Is reIacion

//-1, - ¢(. a = ~"'4 2
Y f1nalmente se obt1ene

2 JIf''Z (4)2...I,tt -= ;; -+ #(.e.rJ X
De las condiciones de m1nlm1zac16n

~(.I,4Z)_ ' (..J,42j _ ()

.;y lJe
se nbtlene para alb.1:

,.J,~Z_ 4.9348

que, desde el punta de vista prtctieo, coincide con la s"-luc1611 e:r.acta.
Is d.e 1ri~r~s il,teM:l.ona't t!l'b~cnn de tltleU. valorobte-

nido co~el~e con eldeter1'l1;fldo por el lII'tmiocl'sieo de
Kantorov1ch cuando Be utl1Uan dos funclnnes conrdenadas,
pero si!'!ndoel procedimiento considerablemente mas comple-
jo ya que sip.uiendo el m~todo cl~slco hay que resolver un
slstema de dos eeuaciones dlferenciales.

IL METODO OPTIMIZADO DE KANTOROVICH EN UN PROBLEMAESTACIONARIO DE CONDUCCION DE CALOR .
Sea nuevamente el caso del dom1nio mostrado en la Fi-

gura 1 pero el ren6meno analizado es el de condncc16n es-
taclonarla de calor cuando hay generaci6n de calor en el
dominio.

E1 problema en cuesti6n es gobernado por el sistema
diferencial

P;(~1)+J:>7;2J _t'J

1-[L.fx'1J-17] _t'



Resolveral stst@ma (28)~~s-eVli~lente a obtener la
soluci6ri del plante~ ~ariacional

.•4SI=sfl:LJ-l [(::}~(;;)a]+ 1;f~~ f -() (29)

donde &debe satisfacer (28b).

f(-ti.r.E}-f6~lr. r) -Q 01>
Y siendo qr,Jdeterminada posteriormente, S8 obtiene, de
substitui't

J'rJ- ft;e) J'?C;) (2)

en (29) I h tZ

. ff(f~f1+f~'-+ ¥)T1~ -() (33)
-1. -4

Integrando con respecto a la variable x rest1lta
b ~ 4 4L[-!I'dx -;+fJ~·;II+Lej ~ J d1a,-~

y por consi~ull'!nte se obtiene
e;-*- j.l1 -+ ;AI ="

dnnde It"

/"!=.r (f'd:C _I (f2d~ _ /'1{J',E)
"-4 / L;.

II~J;(x.;r)f ~/jf ".k - ,vIr;~) ; ,b ¢r.,1J-/f'" I..,;)
-4 -4

Una vez obtenida ge,) se utllizan las condiciones de
contorno

, (-1J)_;;tJ.)_p

y se tiene as! la solucl6n aproximada del prablema
~; ~ .•f{~,r,f)i(j'h f)

Dado que la func10nal «obernante
tti bI=J f 1-;({:1)~.1::rJ+Jffdx~7

-till -h "



debe ser J111ni•• taJllblen eon respeeto a los par'metros r 1
f, de la eondlei6n

~_!:l_1J
~l' tJf

Ie obUenen los valores 6pUmOl de r 1 e qQe minimizan la
f uneional I.

Dada la liaetrla del slstema termo - JIIec'nlco resulta
conveniente to •• r [ex) en la [orma

f{~J- r I-(/)'J -+ f [(J)! (J)r+~] ; or ~ (~2a)

f{X)-[I-J:Jr]+t[t~I:'l~ Jr+~] ; ~~() (~2b)

Sigalendo el procedlmlento prevlamente e7.clicado se
obUene

y en def1nl1;1va

.L. ~J[/-I.~)1+fL/~}!. (:!)r+zt.!L 1,_ ewJ ;;;;;J) (It.1f,)
~4z 7 4 l4 ~ IM(" JfL4Zb
- C/l?sr, /71-

k O~~~~ 4
Z

La expres16n (ItIt) •• taabl'n dUd a para -~~K~()
pero en este caso se to •• el valor absoluto d. z.

La Tabla 1 aaestra una cOJllparaci6nde valor~8 -'zimo.
de "/~4f~. para b/a • 1,2 , ••.•

Be deduce qae la •• todolo~la opt1.llllzada de ltantorovich
peraite obtener aD8 ezcelenta precisi6a.

PDr 61t~ se candCSera e1 Cain en qae

}(~'7!--'-z ~~4. CltS)

1 1M •.aaalqdoa ob'ieft1doa aedlMW 1a ~cnlca CSlacutiCSa
en eate trabajo aon oOIlparad08. COD.·101 axactOI 7 ta,bl'n
COO aqaell08 cl.tera1na4o. en aa irabaio rectent. clona. s.
lIlcorpora .1 ooncepto CSa1a .'odo!OCI. ••• ~toroYloh a 1.
"onioa CS.aolucl6ft CSeecuactonea «iter.netalaa eedlant.
ala1••. oalll1radoa [61••• 1' 'lIaral.



M4todo el'sieo Besultados Metodo de Kantoroyieb
b/a de Kantorovieh Exaetos Opti.1Zado

T ~
.

1 0.30259 0.2CJl+69 0.29479 1.9 0.25

2 0.1+57?lt- 0.1+5687 0.1+5682 1.9 0.1
It-. 0.1+9821 0.1+9807 0.1+9821 2 0

,

Tabla 1 - Valores de 1~4/.1

Se concluye nuevamente que la metodolo~1a o~timizadade Kantorovicb brinda resultados muy preeis~s siendo un en-roque mas seneilIa que 81 de la Rererp.neia [6].

81 presente trabajo ha sido auspietado por e1 CONICET(PID 30091+00).

1 Kantorovieh, L.V. y Kr,lov, V.I. "Approximate Methodsof Htghp.r Analysisll• InterseIenc& Publishers Inc.,1961+.
2 Laura, P.A.A. y Cortinez, V.H. "OptimiZation of theKantorovleh Method When SolvIng Bl~~nvalue Probl~ms".Instituto de Mee4nlca Aplicada (81l1-Base Naval PuertoBP.lgrano, Argentina) Publieaei6n NO 88-l~, 1988.
3 RaylelRb, J.W.S. "Theory of Sound" Vol.I Dover, 1945.
It-. Cortines, V.H. y Laora, P.A.A. -Further OptImization

of the KantoroYleh Method When Appll~ to VibrationsProbl.msD Instituto de Mec'nica Apllcada (81ll-BaseNaval Poerto 8el~rano, Arlenttna) PabllcRcI6n Ie 88-15,1988.
5 Laura, PeA.A. y Cortines, V.H. "Aft B7tension of the

IantorOYtcb Nttbod ADd Its APtlleation to a St.adySt.t. He., CondacUOIl Probl••• Instituto da Maculea
ApHead. (8111•••••••••• 1 Puar~o Beltrano, UlanUDA.
Pabl1eac16e I. 88-20. 1988.

6 Djuk1c, D.8. , Ataaaounc,· If." "!be Le•• ' Sq_re.
liethoele IaDtorOY1ch Approacb" International Jnurnal of
Heat and ••• 'fJoansr.r, Ynl.2't, 1981. pfl ••••••3.Jt1t.8.



e .10'
-M P. a'l
_ • Ik .-'~./ "'-

./ --..'~/' •...•....
. / "\ /KANTOHOVICH-MINI-1/ '\../ MOS CUADRADOS

/// \\// \y\ KANTOROVICfI OPTIMI·i/ \\ ZADO (PRRSENTB ES--lif .j ~. TUDIO).~ i ~-4, ;;If ~.~/SOLUC ION EXACTA

-3j Ijl ~.
-2- .f

-1L ~
__ L-_L __ l_ I I I ---I Y

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 O.li 0.7 0.' 0.9 1. a
19lJra 2 - COmpl'lr8et~n dft v81nr~9 de tempp.ratllra ftn .,./8.::0 ; vftr

eq.("S). .


