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RESUMEN

Se muestra en este trabajo que, en gencral, la precisisn
del métndo de Kantorovich es mejorada si se ineluve un paré-
metro exponencial Ae sptimizacisn ")¥" en la parte de la so-
lucisn que os escogida™a priori".

Se presentan aplicaciones a problemas cldsicns de auto-
valores y de detervinacisn de un campo térmico estacisnario.

ABSTRACT

It is shown in the present study that, in general, the
accuracy of the Xantarovich methnd can be improved by includ-
ing an exponential, optirization parameteyr *Y" in the part

of"the expression giving the solution which i3 chasen "a pfio-
ri",

The proposed methodnloey is applied to classical eigenva-
lue problems and tn a steady state two - dimensisnal heat eon-
ductinn problem. :
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INTRODUCCION

Es sabido que el "método de reduccisn a ecnaciones di-
ferenciales" (método de Kantorovich) ocupa una posicién in-
termedia, desde el punto de vista de la precisisn obtenida,
entre la solucién exacta de un problema dado y la solucidn
aprovimada generada mediante la aplicacisn del método de
Ritz 5 de Galerkin.

Tal como explican Kantorovich y Krylov en su cldsico
tratado..." la ventaja del método consiste en que solo pare
te de 1a solucidn es escogida "a priori" mientras que el
resto de la solucidn es_determinada de acuerdo con el cz=
racter del problema" [1]

Se ha mostrado recientemente [2] que la precisién del
métods de Kantorovich puede ser mejorada si se incluye un
pardmetro exponencial de optimizacidén "y" én la parte de
la expresifén que es escogida "a priori". Dado que el método
de Kantorovich permite obtener cotas superinres en el caso
de problemas de autovalores, minimizando a estos con res-
pecto a "y " es posible optimizar lps valsres de lps auto-
valores en cuestidén. Este enfoque fué sugerido por Lord
Rayleigh en conexidn con su clésico método [3] .

Por otra parte ha sido demostrado en [4] que una eta-
pa posterior de optimizaciénm es posible si se incluye un
pardmetro multiplicador "g " en la parte de la soluncidn
construida por el analista (la parte restante es determina-
da al resolver una ecuacifn diferencial generada por el re-
querimlents de ortogonalidad). '

Una consecuencia légica de los procesos de optimiza-
cién de autovalores desarrollados en [2] y lo consti-
tuye la extensidén y aplicacién de la metndologia en cues-
tidn a2 problemas de campo minimizando ls funcional gober-
nante.

Bsto ha sido llevado a cabo en un problema estaciona-
rio de la teoria de difusidn [5].

'En el presente trabajo se resefian 1los desarrollos y
aplicaciones logrados recientemente por los autores,

METODOLOGIA BASICA DE OPTIMIZACION

Resulta conveniente mostrar la metodologia propuesta
mediante un problema concreto y clésico cual es la deters-
minacidn de la frecuencia fundamental de vibhracién de una
membrana rectangular, '

En el caso en que la membrana vibra en uno de sus mo-

dos normales de vibracién el problema esta gobernado por
el sistema diferenginl .

721(-/- A =0 . (1a)
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4[1&.7/,4] -0 ab)

donde L(x,y)=0 es la relacidn funcional que define el con-
torno del dominio, ver Figura 1

-2

—

HODO FUdDArMENT AL

\—/

Figura 1 - Sistema vibrante en estudio.
De acuerdo a 1o explicado se toma
U=de = PLYyIF0x) 2)
donde . r
Plprl=1=[£)" : g0 (3)

2

Y & pardmetro de optimizacién.

Dado que el parémetro de optimizacién "V " no es, en
general, un niimero entero, se efectuard la integracién re-~
querida por el método de kantorovich con respecto &8 la va-
riable independiente - y - entre O y b en virtud de zue se

analiza un modo simétrico. Por otra parte la expresién (3)
satisface las condiciones _
Pla,9) - <208 _ )
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Substituyendo ahora (2) en (1b) se nbtiene 1la funcidn

"error" o residual £/-z,7,f) y requiriendo aue
. 2 .
2 f EX D)y, )) ey mo (57
o
se pbtiene 2
F P FPUPr A Py = 0 6)
o v
Dade que 2 : z z
Vor Ty I S R )
[/’/’47/’]0[ == 2
uno puede oxpresar a (6) en 1z forma
7’7:)4- (J-/f}f(zjsa (8)
donde z i ‘
e [Py ) [Pody = 077
0 VAR %)
La soluciébn de (B) es
f'/z).ntlas V=M X 4 Botw [f}t 2 10)
debiendo cumplir las condiciones de borde
f(a/..f(.qj_a (11)
Yy por consiguiente resulti
’ Bw0 . (12a)
ers {1t a =0 (12b)
De (12b) se obtiene la rafz de minimo valor
VA—M G _2’! (13)
y por consiguiente 2
da°= 2.{ ~Mr)a’ (1)
Requiriendo ahora que (14) sea un minimo c¢on respecto
Lre 2(4a?) ’ :

se obtiene, para a/bw 1:
4a% = 4 042
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mientras que el método cldsico de Kantorovich (sin optimi-
zar) arroja el valor

z
siendo el valor exacto
@ =%.9348
Se eoncluye que la mejora introducida por el proceso
de optimizacidn es del orden del 1% en el caso que se ha
estudiado =n esta seccidn.

INTRODUCCION DE UN PARAMETRO MULTIPLICADOR "& ",

Se expresard anora a la solucisn aproximada de (la)
en la forma

4= &)+ 20 p1] f0e) (16)
donde
’73(22){’ (17a)
/Z=(zzjrtziz (17v)
siendo requerido que
Zl3) = Po)m0 ; F=t2 (18)

Substituyendo (16) en (la) se obtiere &(X.7,),E)
y de la condicidn de ortogonalidad

é
2 f ECe ), E)(/7E+73 )ty = ¢ (19)

o
resulta finalmente
5
” Lz
2 [ ipErn) s (75w )78 w7 ) >
0 X

+4f (f,?z-+/;/2]47 =0

(20)
Dado que
s , 3
W A e B - 91 2
’ 5 / /)& s 4 na
-_/(i,’é'+f3)47=—-f//?¥+/’=}dy (21)
P v
substituyendo en (20) se obtisne en definitiva
(22)

f'v- (J-—-;—Z )f‘-o




donde M= 2= =XE) ; 7=

7 .
f(f;f-w/;/zdy

¢

La solucidn de (22) esta dada por

LTINS

—_— .
f{z)=4c¢"$} J—f-: X+ Boon /J-g’—: x (23)

y utilizando las condiciones de borde se deduce que

B=0o , e/sV/J—f—:é =0 (24)

El eoeficiente de frecuencia fundamental es obtenido
de la relacidn

‘/J;-;/—Zd=§ (25)
y -]
y finalmente se obtiene
z »¥y2 < =2
bha'= Zumer)($) (26)
De as condiciones de minimizacidn
had_ 242y _,

2r of
se obtiene para a/b=x1l:

(27)

4a%=14.93u8

que, desde el punto de vista préctico, conincide econ la sn-
lucisn eracta.

Es de interds mencionat el ‘hechn de gue &1 valor obte-
nido cointide con el determinadc por el método clésico de
Kantorovich cuando se utilizan dos funcinnes coordenadas,
pero siendo el procedimiento eonsiderablemente mas comple~
Jo ya que sipuiendo el métndo cldsico hay que resolver un
sistema de dos ecuaciones diferenciales,

EL METODO OPTIMIZADO DE KANTOROVICH EN UN PROBLEMA
ESTACIONARIO DE CONDUCCION DE CALOR

Sea nuevamente el casp del dominio mostrado en la Fi-
gura 1 pero el fendmeno analizado es el de conduccisn es-
tacionaria de calor cuando hay generacién de calor en el
dominio.

El problema en cuestisn es gobernado por el sistema
diferencial

P () 'i;"lj =0 (28a)

Lty )mo] =2 (28b)
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Resolver al sistema (28)'53"equivilente a obtener la
solucién del nlanteo'variacional

sz{ [ [ 14 LZ)3(35) ] 3 fog} = @

donde ﬁ‘debe satiafacer (28b).

Tomando
A= = FluyE)g(y) (30
donde f?&ar,s)_ satisface las condiciones de borde
Fl-@)E)=f(2).¥)=0 (31)
y siendo ?(7)determinada posteriormente, se obtiene, de
substitui
J7= fex)dgcy) (32)
en (29): 3z 2
/(7‘“‘}*/‘?”‘ ’-’fﬂym =7 (33)
Integrando con respecto a la variable x resnlta
z /2 <, .
‘,L['Lf d"’i’*ﬁ“"?"*[‘/if”k?“?’” ()
y por consiguiente se obtiene
? 7/f+ ...._.=o (35)
donde -
,,=[ _ /f dx = T E) (36a)
. :
A= /ﬂf{x 7)]44& ff céc NGE) ; ,b&;/:ﬁar/x;) (36)
-

Una vez obtenida g(y) se utilizan las condiciones de
contorno ’

y se tiene asivla solucisn aproximada del problema
7ER :f{z,r,§)7(7,);§) (38)

Dado que la funcional gobernante

I=f[ -5‘ ”)‘]+ }’}§dxdy (39)

-4’-—
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debe ser minima tambien con respecto a los parémetros Yy
E, de la condicién :

o1 2I
— W — -J
Fr T 0)

se obtienen los valores Sptimos de )y ¥ & que minimizan la
funcional I.

Bs interesante considerar primeramente el caso en que

Deda la simetria del sistema termo - mecénico resulta
conveniente tomar f(x) en la forma

fera[s=(EV 14 e[(3)2(2)7F) 5 0 ®20)

2
f(z)-[/-[‘ r] "l |2 lr” ; €0 (42b)
Siguiendo el procedimiento previamente explicado se

obtiene ;
Np, cosk |/ &*
70E)= 22 / 22 43)

cosk A/e
y en definitiva

/- x V2, N d&b{/”—‘;
,,:, = /5);%/ (212 M/_é)‘“*’

0(4"-2-

La expresifn (W) es también vélida para —<4srso
pero en este caso se toma el valor absoluto de x.

La Tadbla 1 muestra una comparacidn de valores méximos
de */P‘/k para b/a =x 1,2 y &,

Se deduce que la metpndologia ogtimindn de Kantorovich
permite obtener una excelente precisidn,

Por éltimo se considera ¢l casn en que
pong)m =02 B Y4 (u5)

y los resultados obtenidos medimnte la técnica discutida

en este trabajo son comparados con los exactos y tampbién
con aquellos determinados en un trabajo reciente donde se
incorpora el concepto de la metodologia de Kantorovich a la
técnics de solucién de ecuaciones d crcnciuln mediante
minimos cusdrados [6], ver !'ignu 2.
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Método clésico | Resultados | Mdtodo de Kantorovich
b/a de Kantorovich j Exactos Optimizado
' 7 E |
1 0.30259 0.29469 0.29%79 1.9 | 0.25
2 0.4577% 0.45687 0.45682 1.9 | 0.1
1 0.49821 0.49807 0.49821 2 0

- S =

-V ¢
Tabla 1 alores de 4% v

Aix

2
4/, en

Se concluye nuevamente que la metodoloeia nptimizada

de Kantorovich brinda resultados muy precisns siendo un en-
foque mas sencillo que el de la Referencia [6].
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