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En _1 preeente tnbajo •• II188tn. una aplicec16n del D6tcdo de
superposici6n .adal,utili.-xto 1Q8 IIOdOIIlineales de Jjl8nlSeo. al
lIIl6lisis no lineal estttioo (sillplitioedo) de cUcaru de1pda de
revolucie5n. La i.IIpl-*ltacic5n s~ una 1'onulacic5n dea1'rollada
oriainaJ,Mnte par KCnic.

Anapplication of the .adal lIUP8zopoeition•• thod ~ linear
bucklina vectors. to nonlinear anall'llUl (s1llPlitied) of thin shells 01'
revolution is presented. The illp18lllntation tol1011l1the tonulation
oricinal17 develaped by. KCni4J.



En el analisis estructural por el 116todode elementos finites
(KEF), existe W1a ann diferencia en t6nainos de es1'uerzo
CClIIPUtacional,entre W1anilisis estatico lineal YW10no lineal: elite
es partioularmente llarClldoen el cuo de lUlinas de revoluci6n, dande
las fOrDllaciones StlIIianal1ticas conducen en el cuo lineal a
descOllPOr1erlas CU'IU actuentes en arII6nicas oircunferenciales y
resolver sisteD18Sde ecuaciones lineales deaoClpl8:ios para cada
lU'IIl6nica[1], en tanto que de requerirse W1anilisis no lineal, no 5610
es necesario resolver en fora iterativa las ecuaciones resultantes,
sino que 105siste1118Sresultan acopllldos.

El costo cOlPltacional del anilisis .no lineal por W1 Illdo ha
desalentlldo su utilizaci6n Ypor OUo ha dildo luaar a 1& eparici6n de
JD6todosIIProxiIIIIdos,sean pseudo no lineales a trave2 de tecnicu de
superposici6n lICldal0 convirtiendo las no 11neal1dlldesdel sis~ .,
pseudo fuerzas. El pr~ de 108 lI6todos ha sido utilizedo con 6xito
., el anlUisis de entralllldos [2,3,4], ., tanto que e1 8I8\DiO ha sido
tabien IIPlicadoa cUevas delaw:i•• de revoluci6n [5]. Sin eIIberIo
estes JD6todosban estlldo restrin8idc. a no linea11d11desd6biles y .,
nirJlljn caso son capaces de lMlIIUirtrQectorias poscriticas.

Se ban propuelltollOdificaciones sabre 108JD6todosaproXinwtos con
el ob.ieto de -';orar su OOIIPOrteaiento;estas llOdifioaciones' ban
oonsistido .,:
(a) utilizar distintas bues ., el oilculo de 108 IlUtovec~ del

sistella, que conduzcena una camraqencia ••• ripida de b .u.o.
[8]

(b) realizar actualiz8cicnes in~1aa de 1&_triz de riaidez [4]
(0) utilizar no 56101011pru.ros IlOdos 81110tab1fn •• priMru

derivlldas cc.o coorct.nlldaspneralizlldu con el f1l1de -';onr 1&
epl'QX~i6n no lineal [7,8].

En este trIIbajo •• ha iq)l-.tIdo el I16todo de superpos1ci6n
IlOdaltal Cta) fu6 Pre88'ltlldo por Kania [2] . La iq)l-.taci6n ••
reali%6 ., W1c6diao existente (ALBBP) [.8] con cepaoidlld de caloulK
carps de bifurcaci6n de lUlinas de]pdu de revoluci6n bejo CU1IU no
axilsiJD6tricas. Este c6diaO utilia el I16todOde itenlci6n de
subespaciOBpara 1&obtenoi6n de lOBIlOdosde pendeo, llor 10 que 1&
iq)l-.taci6n rue bastente d1reota. Se Pre88'ltan 10lIreallta. de 1&
IIPlicaci6ndel c6diao al anilisis de una oUcan. de~ con dist1l1tos
ll'IIdos de CCIIlOrteaientono lineal. P1na1-.te •• realt.n eJaunc-
COlI*ltariossobre la utilidlld del I16todoen este tipo de estruct:ura.
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H1p6tesis bUicu

La cond:l.ci6nde enel'II1apet4llcial estaoicnaria dice

Iv (aET • a - &aT • I )dv = 0 (1)

dcnde E es el vector de detorucianes y I e1 vector de carau
aplicadaa.

En el en&lisis per ele1*1tes finites el c~ de desplazamientos &I
pqede ser expresado en tenli.nos de los valores de desplulIIlientos
nodal_ r a travu de lu 1'uncionesde forllll I

dClnde~ es 8610 funcim de I • representando la parte lineal y B1(r)
es 1'unci6nde I y de r representando la parte no-lineal (cuadritica) de
lu relacianes deforuci6n~lazuliento. Puede ~rarse qqe a (r) es
puraente lineal en r de tal forma que a1(a).b = a (b).a es correcto
para des vectores a y b cualeaqqiera 10 que penlite escribir la
vari.acidn de lu deforucian8S COIIIO:

&E = ( sO + a1(r)] Or+ a1(Or). r = ( aD + 2B1(r)] Or (5)
la inserci6n de (3) y (5) en (1) llerva a lu ecuacianes de equilibrio
no-lineales exactas

R = Iv IT • P dv (7)

lIClI1lu ll......t •• fuerzu nodales cinematiCUlente equivalentes.

Asuaiendoaterial lineal .lAstico can una _triz canstitutiva D
obten..,.

esta es la expresi6n no lineal exacta de lu tensianes (2- tensor de
teNlianes de P1ola-Kirohho1'f ) funcim de los desplaz8a1entos nodalee.
Reteniendo e1 t6ndno r(l:) en (8) pe~ cleIpreci6ndolo on (0), 1.0.
lUIUIl1endoun prob~ enqqe lu teNlianes dependen lineal.-tte de t r11...- a:

(Ivcao" D.-] 0) Z' + ( 2 Ivcr" D., dY ) Z' = •



La prilllera inteeral es la •• triz de riaide% elastioa. La seaunda
intearal Be identifioa CCIDO1& -..triz de caraa aecaetria
correspondiente a esfuerzos deriV1ldollde 108 despllLZUlientos r usando
relaciones defol'lllllCi6n-desplaza- mento lineales.

~=eo.r

usanclo (10) el se.l\mdo termino de (9) puede escribirse COIIO

2 Iv B1'1'(r) . en. clv = ( 2 Iv C(en.) clv ) r

donde la II&triz C es sim6trioa, lineal en el vector de ten.ienes en., y
lIlY parecida en la form a B1(r).

En consecuencia 1& eo. (9) puede escribirse CCIDO:
'1'(J [If .D .Bo) clv)r + (2 J C(cn.) clv)r = a

, v '" 'L...:.!..-",---I
L ~(en.)

1& ecuaci6n (11) representa una relaci6n entre lu. caraas epliC8du
totales a y 108 despllLZUlientos total. r .

AsuIlillosahara que lu carIU eplicedu a = ). ., + So (donde ., •
Wl vector de caraa de referencia y So • Wl V8Cltorde caraas de valor
fijo ) estan 'cercenas' a la caraa de bifurceci6n lineal ). 11 + 81 .
.Ceroania' entre ).., + So y ). 11 + 81 se define pOr ser abu
epraximedaM!'\teiauales y por siailitud de 108 est.doB tensicnales
correspondientes

il est8lio tensional real a de.cueldo a ). 11 + 51 Pl*le
obtenerse a partir de una soluci6n lineal ( 8IJnQUe _tisfllllln 1M
relacienes no-lin-.les CCIIPleta )

a ( ). 11 + 81 ) = D rP S;1 ( ). 11 + 51 ) (13)

;; D JfJ S;1 ( ). Ib + So ) = ). D rP S;1 •• + D rf S;J. •. (14)~.--' '--.•.--'
00. CJDlI

le. vect:or. em. ., CJDlIoanUIMft ~ l~ prodgcSda pOr Ib .,
SorellPeOti"..te ••••• ,.". Ja II .""(H).» (11) aM•• 'J
( _Undo OJ. = ). GIlW + •• )



dado que I.
fineJ.nte:

[ L + Ie( ace) + ~ Ie( ac.) ] r().) = ). Ro+ So (16)

En 10 siaUiente OIlitimos ace y OOJP Y reemp1ualllos le(ace) por •••
y 1e(0D») por _ •

La eo. (16) puede transformarse a travez del conjunto CQq)leto de
vectores desp1azalllientos de 108 lIlOdosde pandeo . xs. y puede enta1ces
depejarse r(~).

DenOtarelDOSpar J: una IIIIltriz < de dimensi6n n x n ). las columas
de 1&cual son 108 lIIOdosde pandeo xs. y por A una matriz de diaaonal
< de dimension n ) que contiene los valores ).~ que resultan de 1&
soluci6n del problema lineal de autovalores i.e .• de

Ademls 8SUII1imosque 108. lIICldo8de pandeo estan ordenad08 en forma
creciente. i.e .• 1).11 ~ 1).21 ~ ~ I).nl <ec.16)

< L + ~ ••• ) r(A) = A Ro + So (19)

y rr <+1 - A-1) r1 r(A) = Cb

despejando 1'(A) obten8llOS

1'(A) = J: <+ I - A-1

As. • A
~s. = --- as.

~1 - ~
1&ec. (23) • una Z1lP1'8lMIlblcic5n de r().). en coord•••••• eraliada8
Xs.. De 1&eo. (23) ellll6x1m 1'81$ de ••••11d6l: de la'aproxiiI8ci6n puede
deducir8e dh'eo' ,. ••••



donde >.~- = l16xi.llovalor de 105 'lTalores>'s. < 0 Y >'s.+ , lIinillo valor de
!os va10res >'s. ) 0 . Ya que 8i 1>'1 , ~tando deede cero 88 aproxiJDa
a I>'s.+\ 0 I>'~-I entonces r<>.) en a tIC.(23) 88 aproxiJDa a infinito y 88
violan 1as hip6tesis bUicas ••.•ciClnlldasen la priJDaraparte.

Soluci6n lineal n.

5i e1 problea considerado fuese CCIIP1etalDentelineal,
la so1uci6n puede encantrarse resolviendo

la transfo:naaci6n de la tIC. (25) puede t.cerse considenndo
que

%-r t! II. %%-1 n. = >. &:I + So + _ ( >. ftl + aJ ) (28)
'--.a.....J

I

n. = % of { >. ., + So + _( >. ftl + aJ»

:: >. % { a + of _( ftl + 8Q/>' »
L.....- '"---J .

qo

Deavaci&l 21)(>') de la -.luci&l no-linee.l r<>.) de la solucim
lineal

Por definicidn

ZD(A) :: :l[ (+ I - ,,-1 )-1 t! •• At! •• - At!_ .]



= X).2 [ A - ). I r1 (1 - x t! _ qg ).
____ "'____ L--~

Il Il

dondepara el caso de existir So(carp. fija) 108 vectores 'b y qg
dependende '" y as necesario recalcularlO8 para cada valQ,f de '" que se
desee. lfotar ad•••• que en oaso de ser 'b=O, entonces I.f, = 0, (1!. as
constante y 58 recupera la f61'111lafinal dada per KOni,a.
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Bnun procra-. de elementos finitos buado en 108 desplazuaient08
intelr8llente desarrollado per 108 autores se ha realizado la
illple.entaci6n de la 8C. 30; 10 cual ha requerido lIIOdificaciones
D1niMsen el procra-.Il elementoutilizado as del tipe semianalitico,
discret~ el llleridianocon elementos finites, y el llleridiano con
series de Fourier. !ate c6diao (ALREP)as capu actua1.Dente de
realizer: aruUisis de bifurcaci6n con trQectori.as precriticas lineales
bajo cargu no axilsimetricu; anlUisis de bifurcaci6n con trQeCtoria
precritica no lineal bajo cargu axilsiDitrieas; y seQUiJDientode
trQeCtori.as no lineales axilsiMtricu con punto lillite ( basado en
una f01'll11aci6nLqranpana total, utilizando e1 Il6todo de Newton -
Rapshcn8Odificacloen la iteraci6n no lineal ).

11 procramautilizado calcula 108n priJDerosautovalores positives
y SUB corraspolldientes autcvectores. 11 metodoempleado para resolver
el probl.,. de autovaloras as el de iteracidn de subespacios tal cual
aparece en ~ ref. (10], para 10 cual ha sido necesario 80dificar el
prob18lllllori,ainal de tal forma de que todo8 108 autovalores sean
positives y loa DllI10rescorresponden a los DllI10respositives del
s1st-. oriainaJ,.

La illple.mtaci6n realizada, tal CDK) se describe en el punto
anterior penlite d8SCOllPCX\erlas cararas actuantes en 1a estructura, en
un .ccnjuntode cartu fijas, esto as invariantes a travez del proceso
de caraa ( tuerzas "ieas per e.i8llP1o ) y un oonjunto de caraas
inc~tales que dependenlinea1JDentede un parilDetroadimensional de
caraa ().). Bnconsecuencia el c6diao obtenido es te6ricamente oapu de
realizer Una aproxu.ei6n al ~amiento no lineal de una cllscara de
revoluci6n con aeo-tr1a arbitraria, SOIII8tidaa cualquier tipo d. carp
con un plano llleridional de sillletda, con la linica llllitaci6n de que la
int~ia de lee autovalores neeati'VOllsea despreciable (CDK) ocurre
en BlOt.:.0.- )

Pan. evaluv 1a calidld y ccmf~ilidld del IIIit:cido _ •• _u zwto
un eJellPlocl.1oo de 1a liteJ:atura de.t.m toe tinitoe en c-.r-
de rewoltloim (ver "'.(1). La est1't1Ctlml indiC8da en la tit. 1.a 811 un



sector esferico rebajado SOIIetido a una carp de anillo. El
COIIIPOrt.amientode la c6scara depen:lede la relaci6n entre el radio del
anillo de carP "r" y el radio del sector esf'erico "a". Se hen
consideredo tres relacicnes ria:

0,00: (carata pUntual en el vertice) que tiene un f'uerte
COIIPOrt8llientono lineal y es estable en toda la trayectoria

0,25: ConcOlllOrtamientono lineal lIIClderedoal ccaienzo, lueao una
zona de rigidez casi nula y f'ina1llente una zona de f'uerte
rigidizaci6n

0,42: con c~rt8lliento inicial lIIClderedallenteno lineal, coronado
con un punto lillite.

En la fig. 1.b se auestra la trayectoria no lineal que sigue el
desplazamiento vertical del vert ice para 108 tres cues inclicados.
Batas trayectorias f'ueron reproducidas per el c6digo ALREF ( y
coinciden con !as existentes en la literatura ) lIlldiente un enlilisis no
lineal coq>leto.

Se ha llOCIeladola estructura con 6 elementos que significen 28
lredos de libertad; siendo este n6laero pequefto, podrian utilizarse
tod08 108 IIICldOS,sin embaraobasta toIIar los 11 primeros debido a que
105 otros 17 corresponden a IIICld08I1811brenalesde deforllllCi6n cuyos
autova10res son varias 6rdenes de mqnitud superiores a 105prilleros.

En 1a fig. 2 _ hen areticado 108desplazuaientos del vert ice de
la cliscara en funci6n de 1a carp. ap1icada (relative. a 1a prillera caraa
de pendeo lineal), para cada una de las relaciones ria. Los Jriticos
expuestos son suf'icienteMnte elocuentes respecto de 1&beja calidad de
los resultados obtan1dos usendo el 116todode superposici6n IIOda1
referido a un enli1isis no lineal CClIIPleto.In la fig.2.a _ ve que la
aproximaci6npropuesta queda a mitad de 0lIIIin0entre un enili.is lineal
y uno no lineal coq>leto; en tanto que en e1 C8IIO(c) la apl"ClXil8ci6n
propuesta difiere IIJY poco de la 8Oluci6n lineal alejendoee
marcadllllllntede la soluci6n exacta. In el C8IIO(b) mentras tanto
ocurre alao parecido a1 (a) basta P/~1 = 0.3 a partir del cual 1a
fuerte perdida de rigidez del 1IIClde1o'aleja las curvu
irreconciliablell8\te .

E1 116todode superposici6n IIOda1en enlilisis est4t1oo lineal que
se ha deeostrado de utilidad en estructuras de barras y entx-soe no
parece ser de utilidad para el caso de lUainas dela8daa de revoluci6n
per 1as .iguientes razcnes

-EsU liDitado a valores de CIU1IR -.cree que.l pri8er autova1.or
lineal
-Requiere e1 olilculo de inn osntidC de eutovalores de dilltinto
si8\o ( 108 1*l0re8 en 'ft1ol' e&:.oluto) que para 88txUcturM
CQIIIilU88taII0 con cup no-ai1ll1ll6trica rem1ta ~ OC'O
CClIIPUtaciona~te
-MopUede tener en caenta •• aenenJ. .1 efectc real de 1&
existenoia de illperfeacicnes
-BIIta lilliQdo a ~ dellpl·,.tem:e. para que •• ftl1cI88 1M
hip6tesis de tnlbejo
-10 pend.t:e .1 ••••iaHnto de ~iu ~1tu.

Se •• notal' que 1&illp1 idn 1*11•••• _10 s-aite t-.r
•• ~ta lae ~ ••••.•• PlIftt1Wll. Sm ••••• •• .1 a.o
cansidendo -.to no tw. iIItlDIDoia ~ P* t.odaIi _ eut:Mlone
de interia -.s ~iti ••.
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fia.l (a) estructura analizada
(b) cOIIPOrtamientono lineal: desplllZUliento vertical

del vert ice v vs. P.
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