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RESUMEM
En el presente trabajo se muestra una asplicacidn del método de
superposicidn modal, utilizando los modos lineales de pandeo, al

andlisis no lineal estitico (simplifiocsdo) de ocdscaras delgadas de

revolucién. La implementacién sigue una formulacién desarrollada
‘orizinalmnta por Kinig.

ABSTRACT

An application of the modal superposition method using linear
buckling vectors, to nonlinear analysis (simplified) of thin shells of
revolution is presented. The implementation follows the formulation
originally developed by Konig. :
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IRTRODUCCION

En el andlisis estructural por el método de elementos finitos
(MEF), existe una grsn diferencia en términos de esfuerzo
computacional, entre un snélisis estético lineal y uno no lineal; esto
es particularmente marcado en el caso de léminas de revolucién, donde
las formulaciones semianaliticas conducen en el caso lineal a
descomponer las cargas actuantes en arménicas circunferenciales y
resolver sistemas de ecuaciones 1lineales deaacoplados para cada
arménica [1], en tanto que de requerirse un andlisis no lineal, no sdlo
es necesario resolver en forma iterativa las ecuaciones resultantes,
sino Que los sistemas resultan acoplados.

El costo computacional del anélisis .no lineal por un lado ha
desalentado su utilizacién y por otro ha dado lugar a la saparicién de
métodos aproximados, sean pseudo no lineales a travez de técnicas de
superposicién modal o convirtiendo las no linealidades del sistema en
pseudo fuerzas. El primero de los métodos ha sido utilizado con éxito
en el andlisis de entramados [2,3,4], en tanto que el segundo ha sido
también aplicado a céscaras delgadas de revolucidn ({5]. Sin embargo
estos métodos han estado restringidos a no linealidedes débiles y en
ningin caso son capaces de seguir trayectorias poscriticas.

Se han propuesto modificaciones socbre los métodos aproximados con
el objeto de mejorar su comportamiento; estas modificaciones han
consistido en:

(a) utilizar distintas bases en el cdlculo de los sutovectores del

?gtm, que conduzcan a una convergencia mis répida de los mismos

(b) realizar actualizaciones intermedias de la matriz de rigidez (4]
(e) utilizar no sélo los primeros modos sino también sus primerss
derivadas como coordensias generalizadas con el fin de mejorar 1la

aproximacién no lineal {7,8].

En este trabajo se ha implementado el mpétodo de superposicién
modal tal como fué presentadc por Kdinig [2]. la implementacién se
realizd en un cédigo existente (ALREF) [8] con caspacided de calcular
cargas de bifurcaciin de léminas delgadas de revolucién bajo cargas no
axilsimétricas. Este cédigo utiliza el métodd de iteracién de
subespacios para la ocbtencién de los modos de pendeo, pPor lo que la
implementacién fue bastante directa. Se presentan los resultados de la
aplicacién del cédigo al andlisis de una céscars delgeda con distintos
grados de comportamiento no lineal. Finalmente se realizasn algunos
comentarios socbre ls utilidad del método en este tipo de estructuras.
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IMPLEMENTACTOM DEIL ASALISIS NO-LINEAL CIMEMATIOD MEDIANTE
LA UTTLIZACTON DE MODOS CRITIOOS DE BIFURCACION
Hipétesis bésicas
La condicién de energia potencial estacionaria dice
L(ae".c‘ﬁu'r.F)dv=0 (1)

donde € s el vector de deformaciones y F el vector de cargas
aplicadas.

En el anélisis por elu.lentos finitos el campo de desplazamientos u
puede ser expresado en términos de los valores de desplazamientos
nodales r a travez de las funciones de forma %

u=8.r (2)
&u=8. 0 &)

las relaciones deformacién-desplazamiento no-lineales completas son:
) = B°.r + BX(x).x 4)

donde B® es sélo funcién de & , representando la parte lineal y B(r)
es funcién de ¥ y de r representando la parte no-lineal (cuadrﬁt{ca) de
las relaciones deformacién-desplazamiento. Puede mgtmse que B(r) es
pursmente lineal en r de tal forma que B(a).b = B(b).a es correcto
para dos vectores a ¥y b cualesquiera lo que permite escribir 1la
variacién de las deformaciones como:

de=(B°+B*r) ] 8r+B%3r) . r=B°+ 2BYr) ] or (5)

la insercién de (3) y (5) en (1) lleva a las ecuaciones de equilibric
no-lineales exactas

L (B®+2BY%z) Todv=R (8)

R= L . F dv %)
son las llamadas fuerzas nodales cinematicamente equivalentes.

Asumiendo material lineal eldstico con una matriz constitutiva D
obtenemos

ezD[B°+B%e)] . ¢ (8)

esta es la expresién no lineal exacta de las tensiones ( 2° tensor de

tensiones de Piola-Kirchhoff ) funcién de los desplazsmientos nodales.

Reteniendo el término B'(r) en (8) perc despreciéndolo em (8), i.e.

aamimdou un problema enque las tensiones dependen linealmente de' r
eganos a :

k 4 T
<L[l° DB‘]dv)r«o-(ZL[l" DRPldv)r=1R (9
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La primera integral es la matriz de rigidez elastica. La segunda
integral se identifica como ' la ‘matriz de carga geometria
correspondiente a esfuerzos derivados de los desplazamientos r usando
relaciones deformacién-desplaza- miento lineales.

@ =8 . r
resultando las tensiones

o.=Db.Br (10)
usando (10) el segundo término de (8) puede escribirse como :

T
2[ B . ouav =(2f Cadav)r

donde la matriz C es simétrica, lineal en el vector de tensiones oL, ¥y
muy parecida en la forma a B(r).

En consecuencia la ec. (8) puede escribirse como :
T
(Jv[s" D .B%) dir + (2 L C(or) dv)r = R

4
l: Kg(on)

[Ke + Eg(oL) Jz =R 11)

la ecuscién (11) representa una relacién entre las cargas splicadas
totales R y los desplazamientos totales r .

Asunimos ahora que las cargas aplicadss R = A\ Fo + So (donde Ro es
mvectordecamderetemeiayﬁoesmmtordem de valor
fijo ) estan ‘cercanas’ a la carga de bifurceacién lineal A Ri + S1
‘Cercsnia” entre A Ro+Soy A Ri+ 81 se define por ser axbas
sproximadamente iguales y por similitud de los estados tensionales
correspondientes

oL=oL(AR+8)Zoc (AR +8 )" 12)

El estado tensional real o de scuerde a A Ri + 81 puede
obtenerse a partir de una solucién lineal ( mmnque satisfagen las
relaciones no-lineales completas )

(AR +81)=DB°K* (A R+ 81) (13)

entonces

o (A R+8)=DPFPKR* (AR +8)

DR (AR+8)=ADB Kb+ DB° L % (M)
[ " [ [ & I'g
[-[- 1] Cow

ymmtimmlmmuamh!
respectivaments. mmnm (14) o5 1a: €11) ocbtenemce
( haciendo an = A\ Cow + OBe )
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[Ee + Eg( 0L)] *(A) = A Bo + So (15

dado que ) #3 depende linealmente de las tensiones, obtenemos
finalnente:

[ Ko + Kg( doe) + A\ KEg{ 0ox) 1 ®(A) =N Ro + So (18)

En lo siguiente omitimos cos y oor y reemplazamos Kg(oos) por Kg»
v Kg(oo2) por Kgr .

Transformaciin de la ecuacién bésica y la solucién no-lineal r(A)

La ec. (16) puede transformarse a travez del conjunto completo de
vectores desplazamientos de los modos de pandeo  x: y pueds entonces
depejarse r(A).

Denotaremos por X una matriz ( de dimensién n x n ), las columnas
de la cual son los modos de pandec xa y por A una matriz de diagonal
( de dimension n ) que contiene los valores Ai que resultan de 1la
solucién del problema lineal de autovalores i.s., de

(Ko + Bgm + A1 K J 23 = [ K+ A1 KEg»r ] x4 = O Qan
Entonces X puede normalizarse en la siguiente manera :

EX=I , XXX =-A" (18)

Ademés asumimos que los modos de psndeo estan orcdenados en forma
creciente, i.e., |A1| = |Az| £ ...... £ |An| (ec.18)

(Kc+ A EKgw)r(A) =X Ro + So (19)

puede entonces transformarse en :

T B XX + A X T X Eer XX r(A\) = A Ra + So ¢-1))

y I (g I-AH X 2(A) =@ @ = o+ So/A (21)
despejando r{\) cbtenemos
1 -1 (=1 T
rA) =X I-A X @& 22
(5 ) Xe (22)
L a J
&
8
o
1an AL . A
TA)=F B1Xs Ba= aa aa=X& (23)
M-A

la ec. (23) es una representacidén de r()\) en coordenadas generalizadas
X1. Do la ec, (23) el méximo rango de validér de la aproximacidn puede
deducirse directaments

xt. <A< )\“_ (24)
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donde Ai- = méximo valor de los vulores Ai < O y Ai+ , minimo valor de
los valores A1 > 0 . Ya que si |A| , aumentando desde cero se aproxima
2 |A1+| © |A1-} entonces r(A) en ec.(23) se aproxima a infinito y se
violan las hip6tesis bésicas mencionadas en la primera parte.

Solucién lineal L

Si el problema consideradc fuese completamente 1lineal,
la solucién puede encontrarse resolviendo

Kern = A Ro+ So (25)

la transformacién de la ec. (25) puede hacerse considerando
que

Ee = Kx ~ Kg»
XL = A To + #0
donde =Kk

2 = K So
queda entonces
KerL = A Ro+ So+ Kegs ( Aro + m0 )

T X K XX rm=ARo+So+Kea ( A X0+ 80 ) (28)
L_‘_.J
1
despejandoc rL
r=XX (A Ro+ So+ Kea{ A 7o + m))
=AX(a+ X Een( ro + /) ) @n
I ‘ ’l
Qo
=x1a*

nox *

n=k1§1un a1=ﬂ[ﬁ*l.-w] (28)

Desviacién ro(A) de 1a solucién no-lineal r(\) de la solucién
lineal

Por definicién
MA)=![(-§-I~A”' )“x'nu-xx'dn-xx“t..q-]
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XN IA-AIYT'a-XX Kew 0 A 29
L " J [ W ]
M "
o

n *

DAY =2 (w-w)m a1 = xi Q@ (30)
A2 x _

Ut:m as Ut = A x1 Ega Q0

donde para el caso de existir So(carga fija) los vectores Q v qo
dependen de A y es necesario recalcularlos para cada valqy de A que se
desee. Notar ademés que en caso de ser Qo=0, entonces pu= 0, a1 es
constante y se recupera la férmula final dada por Kdnig.

APLICACION DEL METODO DE SUPERPOSICION MODAL A LAMINAS DE
REVOLUCION

En un programa de elementos finitos basado en los desplazamientos
integramente desarrollado por los sutores se ha realizado la
implementacién de 1la ec. 30; lo cual ha requerido modificaciones
nininas en el programa.El elemento utilizado es del tipo semianalitico,
discretizdndose el meridiano con elementos finitos, y el meridiano con
series de Fourier. Este cdédigo (ALREF) es capaz actualmente de
realizar: andlisis de bifurcacién con trayectorias precriticas lineales
bajo cargas no axilsimétricas; andlisis de bifurcacién con trayectoria
precritica no lineal bajo cargas axilsimétricas; y seguimiento de
trayectorias no lineales axilsimétricas con punto limite ( basado en
una formilacién Lagrangeana total, utilizando el método de Newton -
Rapshon modificado en la iteracién no lineal ).

El programa utilizado calcula los n primeros autovalores positivos
¥y sus correspondientes autcvectores. El método empleado para resolver
el problema de auntovalores es el de iteracién de subespacios tal cual
aparece en la ref.[10], para lo cual ha sido necesario modificar el
problema original de tal forma de que todos los autovalores sesn
positivos y los menores correspondsn a los menores positivos del
sistema original.

La implementacidn realizada, tal como se describe en el punto
anterior permite descomponer las cargas actuantes en la estructura, en
un conjunto de cargas fijas, esto es invariantes a travez del proceso
de carga ( fuerzas mésicas por ejemplo ) y un conjunto de cargas
incrementales que dependen linealmente de un pardmetro adimensional de
carga (A). En consecuencia el cédigo obtenido es tedSricamente capaz de
realizar una sproximacién al comportamiento no lineal de una cdéscara de
revolucién con geometria arbitraria, sometida a cualquier tipo de carga
con un plsno peridional de simetria, con la Gnica limitacién de que 1la
influencia de los autovalores negativos sea despreciable ( como ocurre

en muchos casos )
RIBPLO ANALIZADO

Para evaluar la calided y confisbilided del método se ha analizado
un ejemplo clésico de la literatura de elemsn tos finitos en cdscarss
de revolucién (ver Ref.[1). La estructurs indicads en la fig. 1.a es un
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sector esférico rebajado sometido a una carga de anillo. El
comportamientc de la céscara depende de la relacién entre el radio del
anillo de carga "r* y el radio del sector esférico “"a". Se han
considerado tres relaciones r/a:
0,00: (carga puntual en el vértice) Que tiene un fuerte
comportamiento no lineal y es estable en toda la trayectoria
0,25: Con comportamiento no lineal moderado al comienzo, luego una
zona de rigidez casi nula y finalmente una zona de fuerte
rigidizacién
0,42: con comportamiento inicial modersdsmente no lineal, coronado
con un punto limite.

En la fig.1.b se muestra la trayectoria no lineal Que sigue el
desplazamiento vertical del vértice para los tres casos indicados.
Estas trayectorias fueron reproducidas por el cédigo ALREF ( y
coinciden con las existentes en la literatura ) mediante un andlisis no
lineal completo.

Se ha modelado la estructura con 6 elementos Que significan 28
grados de libertad; siendo este nGmeroc pequefio, podrian utilizarse
todos los modos, sin embargo basta tomar los 11 primeros debido a que
los otros 17 corresponden a modos membranales de deformacién cuyos
autovalores son variss érdenes de magnitud superiores a los primeros.

En la fig.2 se han graficado los desplazanientos del vértice de
la céscara en funcién de la carga aplicada (relativa a la primers carga
de pandeo lineal), para cada una de las relsciones r/e. Los gréficos
expuestos son suficientemente elocuentes respecto de la baja calidad de
los resultados obtenidos usando el método de superposicién modal
referido a un anflixis no lineal completo. En 1la fig.2.a se ve que 1la
eproximacién propuesta queda a mitad de camino entre un andlisis lineal
Yy uno no lineal completo; en tanto que en el caso (¢) 1la sproximacién
propuesta difiere muy poco de la solucién lineal alejandose
marcadamente de la solucién exacta. En el caso (b) mientras tanto
ocurre algo parecido al (a) hasta P/A1 = 0.3 a2 partir del cual la
fuerte pérdida de rigidez del nodelo aleja las curvas
irreconciliablemente.

CONCLUSTONES

El pmétodo de superposicién modal en andlisis estético lineal que
se ha demostrado de utilidad en estructuras de barras y entramados no
parece ser de utilidad para el casc de léminas delgadas de revolucién

Igsttlliniudo & valores de carga menores que sl primsr autovalor
inea

~Requiere el cdlculo de gran cantided de autovelores de distinto
signo ( los menores en wvalor sbsoluto ) que para estructuras
compuestas o ocon carga no-axilsimétrics results sy caro
computacionalmente
—Nowedetmummummlelefoctomldoh
existencia de imperfecciones

-Esta linitndoamadio-daohznimtuunwonmﬁudnlu
hipétesis de trabejo

<o permite el seguimiento de trayesctorias poseritioas

Se heoe notar que la implementacién realizsde solo permite tener
en ouenta les sutovalores menores positivos. Sin embargs @ el oeso
mmmmtmmum:m.mm mtovalores
de interds son positivos.
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