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RESUMEN

Se presenta un modelo para el andlisis de estructuras
de hormigen mediante el meéetodo de elementos finitos. EIl
modeilo se basa en la teoria de plasticidad no asociada y en
la teoria de la fisura difusa. La implementacion numerica
en un programa general no lineal de elementos finitos
motive desarrollos especificos en el esquema de integraciosn
de las relaciones constitutivas y en el uso de matrices de
rigidez simeétricas.

ABSTRACT
’ & model for the analysis of concrete structures by the
finite element method is presented. The model is based on
the non-associated plasticity theory and the smeared crack
approach. The numerical implementation in a general purpose
nonlinear finite element program led to specific
developments in the scheme for the integration of the
constitutive relation and in the use of symmetric stiffness
matrices.

* Becario CONICET




- 395 -

INTRODUCCION

E} desarrollo y la implesentacion eficiente en progra-
mas de elementos finitos de modelos capaces de describir
correctamente el comportamiento del hormigon en todos los
posibles estados de tension y deformecion, es un campo de
investigacion muy activo en la actualidad.

El hormigon presenta tres regimenes de comportamiento
distintos:

- el régimen de prefalla
- el régimen de postfalla ductil
- el régimen de postfalla fragil

donde la falla se cgaracteriza por ser la situacion de carga
maxima alcanzable. Para el estudio y modelado de cada uno
de estos regimenes existen modelos tedricos adecuados.

Para los regimenes de prefalla y postfalla ductil, 1la
teoria de la plasticidad, en particular la teoria de flujo
no asociativo, ha demostrado ser especialmente adecuada.

En cuanto al regimen de postfaila fragil, son utiliza-
bles las teorias de fractura basadas en el modelo de fisura
difusa.

Especial atenciém han despertado los regimenes de
postfalla debido a su caracteristico “ablandamiento” por
deformacidn, esto es a la disminucidn de las tensiories a

deformaciones crecientes. Bazant [113 demostro que este
comportamiento no es posible en un continuo Yy Que debe

atribuirse necesariamente a efectos de localizacion.
Ottosen [123], basandose en consideraciones termodinamicas,
demostrd que uma relacidn tension-deformacion de ablanda-
miento sdlo es vélida si se copsideran valores medios
representativos de una porcidn finita de material, en lugar
de valores puntuales.

Nuestro modelo psra el reégimen de postfalla fragil se
basa, tal como consigndramos., en el ctoncepto de fisura
difusa, introduciendo la energis =2¢pecifica de fractura
como nueva propiedad del material [B]. Este modelo es
ampliamente aceptado por sus sdlidos fundamentos tedricos,
perc 2s necesario mejerar su impg leqentacidn en elementos
finitos a efectos de obtener resujtados confiables aun en
malla distorsionadas [26].
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Considerando las conclusiones de Bazant y Ottosen, se
acepta la existencia dJde localizacion en el regimen de
postfalla ductil. Pero a diferencia de lo que ocurre en la
postfalla fragil, donde la zona de localizacidan es muy
wstrecha, en la postfalla duictil ®] tamafo de la zona de
localizacion a3n no ha sido determinada con claridad. En
caso de tratarse de un tamafo menor al de los elementos
finitos utilizados en el modelo, aparecerd una nueva
propiedad material del tipo de la energia especifica de
fractura. En cambic, si el tamafdo de la zona de localiza-
ciégn fuera mayor gue la dimension de los elementos finitos
esta propiedad seria innecesaria, pudiendo basarse el
modelo en la teoria de plasticidad convencional.

La evidencia experimental, tal como adelantaramos, no
es concluyente., Por ejemplo, para especimenes de dimensio-
nes estandar, Shah y otros [13] no observaron localizacién
alguna en las deformaciones. Utilizando probetas de simila-
res caracteristicas Vanr Mier ([14], detectd una fuerte
localizacidon de deformaciormes en una serie de eansayos
triaxiales.

Teriendo en cuenta 10s resultados tedricos obtenidos
por Willam vy otros (18] (que evaluaran en e! orden de
metros el tamaro de la zona de localizacion) y el tamano
usual de los elementos finitos utilizados en al practica, y
dada la ausencia de resul tados experimentales concluyentes.
nuestro modelo introduce el ablandamiento por deformacion
a través de la teoria de la plasticidad no asociada.

Hemos implementado nuestro modelo en el elemento
bidimensional del programa general no lineal NONSAP (191,
calibrado con los resultados experimentales de Kupfer vy
otros [181].

Los aspectos de esta implementacion que destacaremos
en este trabajo son la integracidén de las relaciones
tensidn-daformacitn y el uso de matrices simétricas en el
andlisis iterativo incremental.

Para integrar de las relaciones tensidn-deformacidn
utilizamos un esquema implicito y estable basado en los
algoritmos de las referencias [3) y [21].

La plasticidad no asociada introduce matrices de
rigidez no simeétricas. €ste problema ha determinado que se
viera excluida de muchas programas generales de elementos
finitos. Pero los materiales friccionales exigen una
descripcién no asociada, y deben buscarse entonces imple-
mentaciones que simetricen el problema en forma eficiente.
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Hemos verificado que la utilizacion directa de 1la
parte simetrica de la matriz de rigidez resulta en
comportamientos numéricos altamente ineficientes. En 1la
referencia [16]) sugerimos la utilizacion de 1la componente
no simétrica d la matriz a modo de cargas desbalanceadas;
este esquema es también altamente ineficiente.

En una reciente publicacion [22) Pande y Pietruszczak
propusieron una matriz de rigidez tangente simétrica parsa
problemas de plasticidad no asociada. Aungue este metodo

exhibe un comportamiento numeérico aceptable, en nuestras
experiencias la utilizacioén de la matriz elastica actuali-

zada por la técnica BFGS [3] hs demostrado ser la estrate-
gia mas eficiente.

NUESTRA RELACION CONSTITUTIVA BASADA EN PLASTICIDAD NO
ACOCIADA

Para la descripci¢n de los comportamientos previo a la
falla y posterior a la falla en régimen ductil nos basamos
en al teoria de la plasticidad no asociada. En esta teoria
se definen 2 funciones:

La funcion F

En publicaciones anteriores [16,17) presentamos la si-
guiente furcidn F, que utilizamos aqui:

FtI,35,6,h) = {&I +B(6,h) T +¥(h)1 +d1 ) Sthy = 1 =0

donde I. es @] primer invariante del tensor de tensio-
nes, J_ es el segundo invariante del tensor de tensiones
desviagoras y 68 es el angulo de Lode.

El parametro de endurecimiento, h, es un numero qQque
cuantifica la magnitud del dafo plastico acumulado por el
material en un punto dado. En nuestro modelo toma un valor
h=0 sobre la superficie de comienzo de plasticidad Yy h=]
sobre la superficie de falla.

En términos del parémetro de endurecimiento definimos:

K = cte.
frer =Ky cos{1/3 cos Ky cosae) cosae ) 0
P(O) = K; cos{x/3 - cos"(—Ke cos36)) cos30 < 0O

K, = Ypte=o) « /3 f(oms0) - Bro=0) /et
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Ky = cos{3 cos"L?(O-O)/Kll}

?(9=0) = cte.

pro=s0) = P:e-bm + {P'(O=60) - }3}9-50)} (-n"*
T = Y, (1-n)®
J = cte.

donde los subindices R y F identifican a la falla y al
inicio de la plasticidad respectivamente.

La funcién s(h) introduce la contraccidon de la super-
ficie de fluencia durante el comportamiento posterior a la
falla en reégimen ductil. Hemos mejorado su definicidn
respecto a al que dié¢ramos en (16,17], resultando:

S(h) = 1 h <1
1.3
S(h) = 1 + 0.764 (h - 1) h > 1

En publicaciones anteriores mostramos el buen ajuste
de nuestras curvas F(h=cte)=0 a grupos de puntos de igual
dafc acumulado obtenidos en forma experimental. Este ajuste
esx particularmente bueno a lo largo de los meridianos de
compresion sobre el plano (Il - Ja).

La definicidén del pardmetro de endurecimiento tambien
ha sufrido modificaciones. Nuestra definicidn anterior era:

t+at’ T -13
3 g \/a/a dg& a¢f

t =P
& t
t
h = = = —— i
L Ert-1/0 Ent-1700
donde Epes la deformacidon plastica equivalente y (-1/0)

igentifica al ensayo uniaxial de compresion.

En un intento por mejorar esta definicidn, hemos
procesado los resultados de Kupfer y otros calculando los
valores de deformacion pldstica equivalente en falla ( E: )
para las diferentes direcciones radiales de carga en el
espacio de las tensiones. Asumiendo que este valor es
independiente del angulo de Lode, lo graficamos en funcien
de J./1.. Puede verse en la siguiente figura que ﬁ: depende
fuer temente del camino de cargas. La unica forma de tener
h=1 al alcanzar la falla para cualquier camino de carga
radial es definir:
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t+a = PT P
¢ ¢ \[a/a d€ df

¢ a
Un mismo incremento en la deformacidn plastica equivalente
determina entonces una variacion del pardmetro de endureci-
miento dependiente de la direccidn de carga. Desde este

punto de vista, puede interpretarse a IICRcumo una "sensi-
bilidad a la deformacidn plastica”.
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La funciodr 3

En la referencia (16] presentamos una funcidn G Qque
dio lugar & -esultados aceptables para algunocs casos
sencillos. Al intentar mejorar esa definicion de G, y
teniendo en cuerta que solo nos interesan las derivadas de
G con respecto a las tensiones, decidimos que seria mas
expeditivo interpolar directamente esas derivadas.

Asumiendo que la funcidn G es de revolucidn alrededor
del eje hidrostadtico, podemos considerar solamente las
proyecciones sobre I1 y\IJa de todo vector normal a G=0,

Proponemos entonces:

26 oG

———— = ———— (Ix"ﬁ_e’
JL, CR N
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Procesando los resultados experimentales de Kupfer vy
otros, resulta la interpolacidn que mostramos ‘en la si-
guiente figura. Co

LA RELACION CONSTITUTIVA PARA EL HORMIGON FISURADO

Al alcanzar la isuperficié de  falla, F(h=1)=0, se
presentan dos situaciones diferentes.

- Si todas las tensiones principales son de compre-
sidn, la respuesta del material sigue siendo gobernada por
el modelo de plasticidad no asociada. E1 hormigén entra en
régimen de post falla dictil, con dafo pléstico creciente.

- Si existe al menos una tensioén principal de trac-
cidn, el modelc de fisuracidn pasa a gobernar la respuesta.
El dado acumulado plastico permanece constante y sg abren

fisuras en modo I en la direccién normal al las tensiones
principales de traccién. )
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Hemos basado nuestra relacion constitutiva para
material fisurado en e)] modelo de la fisura difusa, con
posibilidad de fisuras multiples no ortogonales. tos
detalles del modelo implementade puede verse en las refe-
rencias [8,10],

En la siguiente figura mostramos los diferentes
estados (modos) en gue puede encontrarse una fisura.

TENSION
i
2
-
DEFORMACICN

[
4 2 DESCARA
y 3 MACROFISUMWA

4  FISURA CHRADA

IMPLEMENTACION DEL MODELO EN UN PROGRAMA DE ELEMENTOS
FINITOS

Hemos implementado ﬁuestro modelo en el elemento bidi-~
mensional del programa NONSAP. De entre los aspectos impor-

tantes de esta implementacitn numérica nos detendremos en
el - andlisis de:

.- La infeqraciOn de las relaciones ten-
sion/deformacion.

- El esquema iterativo durante el analisis incremen-
tal. '
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Integracion de las relaciones tensidn/deformacion

El problema de la integracidn de las relaciones ten-
sién/deformacidn puede enunciarse de la siguiente forma:
dada la configuracion de equilibrio correspondiente a un
tiempo (nivel de cargas) t y los desplazamientos nodales

calculados para la iteracion i, hallar la configuracion
correspondiente al tiempo t+at.

- t+at __ (1)
Matemdticamente, debe hallarse o donde
t+At
+ (i)
t Axg, R . tg . g ag
t

Distinguimos 2 casos diferentes:
i. Dafo plastico constante
2. Dafo plastico creciente

En el primer caso, la relacion constitutiva es lineal

(elastica o elasto-fractura) vy utilizamos directamente
integracion explicita.

t+ tg_= tg_' QFF'A'Q

En el segundo caso, Que es el que nos interesa, la
relacién es no lineal, y a los efectos de integrarla mante-
niéndonos sobre la superficie de fluencia (condicién de
consistencia), utilizamos un esquema de integracion impli-
cita basado en la “"regla de punto medio” [211. Comenzamos
evaluando la direccién del vector incremento de defor-
maciones plasticas correspondiente al estado tensional vy
daro plastico de un “"punto medio" definigo por 1 < ® < 0.

t+at_(i)
g = (1-00°Qg + x tg_ !

t trat (i)
“h = (1-00 h + & )

G
ﬂtg_ = 3———.(“(1' ,“h )
°T
donde t+“tg5‘) Y t+6th“) son los valores correspondientes
a una iteracidn anterior (para la primera iteracidén seran
dos predictores). El esguema seri estable en la medida aque
0L 30.5; nosotros hemos decidido tomar K=0.3, con lo que
asequramos integracion exacta hasta el 2do orden inclusive
£21.
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wn =g . FF oag- anty)

e 3 ‘,8/3 “2‘ fg —W
h AN =] h + AX

t+at (i+1)
.ot ¢
&n( 1,/ \]Ja)

Tal como queda expresado, esvaluamos la "sensibilidad
2 la deformacion plastica” a partir de las tensiones en el
tiempo t; con esto introducimos un error que tendera a
anularse con A t.

t+Atu,$ i+l)

A efectos de determinar AA , imponemos el cumplimiento
de la consistencia:

. {_t+Atg(i+l)(A1) , t+Ath(1+1)(A7\)} =0

Obtenido AX ,podran calcularse con
los que recomenzar el proceso, Qque sequird hasta obtener un
vector de tensiones y un parametro de endurecimiento
iguales, dentro de ciertas tolerancias, a los de la itera-
cion anterior.

t+at_(i+1) t+At (i+1)
g y h

Resta aun por aclarar el galculo de los predictores.
Nosotros hemos utilizado directamente los valores corres-
pondientes a la aplicacidn directa de la matriz
mlasto-plasto-fisura (que en el caso general es no simétri-
z3).

Es important2 destacar Qque la integraggén implicita
descripta asume !a comnstancia de la matriz £ ,+ o sea que:

- No se abren nuevas fisuras.
- No hay cambios en el estado de las fisuras.

Una vez obtenida la convergencia, es necesario verifi-
Car si1 se@ ha producido una discontinuidad de este tipo; de
seér asi sera .preciso evaluar, usando el esquema de
biseccisn, el tiempo (nivel de carga) correspondiente.
Cesde t hasta ese tiempo los resultados calculados son

cortfectos. De ahi hasta t+ At dehe seguirse la integracidn
utilizando la matriz constitutiva corregida.

Esquema iterativo durante el analisis incremental

Si t+At5 sontkza fuerzas nodales externas actuantes con
el tiempo t+At vy £ son las fuerzas nodales equivalentes
(en el sentido del principio de los trabajos virtuales) a
las tensiones internas, entonces el andlisis incremer tal
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comporta la determinacion de la configuracion de equilibrio
en t+AL:

t*AtR L trat

F =

Partiendo de la configuracidon de equilibrio conocida
correspondiente al tiempo t.

Para lograr esto, utilizamos un e@squema jiterativo que,
Para una jteracidn genérica i, adopta la forma t3,27,281:

i +At _(i)
tK (i) - t+AtR - t tF i

c

i - (i)
t+¢x2<1) - t+AtH(i 1) . u i

El procesc de iteracion continua hasta alcanzar,
dentro de ciertas tolerancias, el equilibrio [33.

Esta formulacién corresponde a procesos controlados
por cargas, pero existen también procesos controlados en el
espacio generalizado carga-desplazamiento [283].

La matriz 53, de rigidez, es diferente para los
diferentes métodos utilizados.

En el caso del metodo de Newton-Raphson, tE_ es la
matriz tangente. Al utjlizar plasticidad no asociada esta
matriz resulta no simeétrica (5,61, y par lo tanto inadecua-

da para su implementacidon en programas generales de elemen-
tis finitos.

Pande y Pietruszczak propusieron recientemente un
método muy atractive (221 que obtiene matrices de rigidez
simétricas para plasticidad no asociada a traveés de la
definicién de un material asociado eqQuivalente . Sin
embargo, la equivalencia sdlo es perfecta para una determi-
nada direccidn del vector d§ (o bien dg’. Esto nos obliga
a pradecir de algun modo esta direccion, Y un error en este
sentido induce un pobre funcionamiento numérivo.

Otra forma de eludir matrices no simétricas consiste
en comenzar cada paso incremental wutilizando la matriz
eldstica, cuya inversa serd actualizada en cada iteracion
utilizando la técnica BFGS [3); esto equivale a la utiliza-
cion de matrices de rigidez secantes.

En la siguiente seccidon mostramos 1lgs resul tados
(numero de iteraciones y tiempo de CPU) obtenidos para
diversos casos de carga utilizande los siguientes meétodos:

= Método de Newton-Raphson completo con matriz no
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simétrica completa.

- Método Newton-Raphson modificado con matriz oge Pande
y Pietruszczak.

- Matriz elastica.

~ m~undo BFGS comenzando con la matriz elastica en
Cada paso.

Nuestras conclusiones son las siguientes:

- @ matriz no simétrica completa es la solucior mas
eficie~te desde el punto de vista numeérico

De entre las técnicas utilizables con matrices sime-
tricas, ia mas convenmiente es la eldstica - BFGS.

mientras que la matriz elastica sin actualizacior es
ia peor alternativa.

EJEMPLOS NUMERICOS
Comparacior de eshjuemas ,terativos

Las siguieries tablas muestran ia comparac:or a que
hiciéramos referencia en la secciédn anterior, para casos
planos de tensio- . deformacion. Er los casos ern que algunr
valor np se cons:gna en las corridas con la matri2 de Pande

y Pietruszczak, esto debe atribuirse a que no se alcanzo la
convergencia.

Comparac .0~ cor ensayos experimentales

A modo de ejemplificacion del ajuste de nuestro modelo
a los resultados de ensayos experimentales, mostramos aqu:
una comparacion con los obtenidos por Kupfer y otros [183
en probetas de hormigén sometidas a estados tensiorales
biaxiales.
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