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En ste articulo, Ie prClenta RD "modelo CODatitutivo de daiio p1Mtico " para materiales
fricdonales, (cuyos fundament... bUicos Ie tratan CD lu refs.: 12.1&.22.23 ), que permite simular
el componuniento multiuial del hormic6n couideraDdo eI fenomeao de depadaci6n de risida
produc:ido durante- procCllOede carga cuasi·esUticOll e1asticOlly plUUCOlI. Asimiamo, lie presenta un
ejemplo de aplic:aciOn, que permite comprobar 1&fiabilidad y raDIo de aplicaci6a del modelo para
simular eI comportamieato del hormison.

In thil paper a "plutic-damase" constitutive model for frictional material (wh_ baic futures
are siven ill refs. 12.15.22.23.), wich permits the simulation of the mulUazial behaviour of concrete
taUnS iIlto acCORDtthe JtiftDea desradation phenomenon produted durins elutic aDd plutic euui-
static load .-e-. is p_ted. Likewise, aD example of application wich allows for the verification

of the ~y olth. model in the Ul1llatioat 01 the concrete behaYiour. is p_tecI too.



• bien conocido que el fenomeno de jUaNCiOft en horJDi&On tiene luaar a bajos niyelel de tensiOn,
debido a 1&"mIUIa de COA,.iOft entre pcartieulu .,r que ha safrido eI horJDisOn por efecto de 1&
",ic,."JUuNCiOft previ ••

Experimatos UeYados a cabo con probetu de mortero de cemento mUeitran que lu microiaaru
lisuen caminoe a1eatoriol, con orien~onel arbitrariu 11. !:ate hdo, ala apoyado por namerosu
inYe.tiaacione. que coinciden en que Ia microfisuraciOn, a Diyel microscopico, puede couiderarse
un fenomeno adireccional, y que la propagacion de esta aigue un c:amino erratico que depende de
1&distribucion de 1u partfcalu (Uidos) inmersa en 1&matm de cemento. Sin embargo, a DiYeI
_roscopico, " puede obRryar una direecion dominante que nene marcada por ell.gar geometrico
que ".eri6cft ltn ,.ftto. ilotrOpiCGmeftte oJilldO •. Elte fenOmeno de microfisaracion, es el principal
zapoasable del comportamimto iftelUtico del hormison .,1$.

Si " admite como hipOtesU que 1& microJUuNCiOft H pt'Oli_ por eI d"lizamieftto efttre ltu
,.rticsltu " tift mat.f'ial friccioft4~ a costa de una perdida de cohesion entre el1aa (fenomeno
isOtropo), es posible relacioDar eI comportamiento de este material con un fenomeno elGito-plUtico
•. 11 • En este CUD. " puede conaiderar la enersla disipada como una medida del daiio en el punto
-daJio pltUt~.

EI WIOde una lormulaciO. pJUUca-depadabie loaalmetlte ilotropa , combinada con eI concepto
de loealiHciOft del daJio, da luaar a un comportamiato gloNlm",te aftilotropo. En este "ntido,
eI modelo de daiio plUtico couidera 1&direccioftAlUatl del 4aJio maC7'O'copico, a tra\'es del lugar
geometrico de los paatos que Ie encuentran isOtropamente daiadoe, no IieDdo necesario conocer
daru •• eI PlOCelO de calc:ulo 1&direecio. del daJio loeal (daio a cada paato). Debido a .to, eI
modelo enta trabajar con formalaciona ortotropu.

EI modelo contemp1& gru parte de los upectos mU importanta que caract.man el
comportamieato inelUtico del honiUgOn, ta1a como: eI acoplamiento de fenomenos de JUuNCioft
co. apluta.m-to ., ~iOft de rigi4,~ a trayes del tratamilmto aaiic:ado qu. ofreee 1&teoria d,
111. ,z..ticUatl combiuda CODel concepto de depadM:i6a de risides q1I' •• considera en •••• articulo;
1&"1JIU.ta ~ ,.,.. coCa l"'OC,.o • te1uiOlI-./ot'maei6ft ",ulnuial graciu a 1&definiciOn
de 1u ~ in••••• de daio plUtko '" ., colaai6. c; y el COftCnllde Ie tlilctaftcia mediute
uu npedcie de poteacial plUtico adeeaad&. Por olIO lado, eI modelo preM.ta objetiyidad en la
respuella zapecto del tamaio de 1&lona de localilaciOn del daiio pJUtico (Yer refs. 11.22).

El modelo iaduye ell III formulKiOn basic&, una modific:aci6n IObre 1&superficie de lIuencia
de Mohr-Coulomb qae permite «na correcta relacion entre resisteneiu uniaDales a compr •• ion .,
traccioD para los valor •• experimentales del rOlamiento interno, una nuen superfieie de ftueneia que
presata una aolllci6n integral para el tratauUento del bormigon; y un grllpo de va.riables iuterau
CODsa respect in. reglu de evoluci6a. Todo ato oueee una lormu1acion que permite IIna corretta
siuudaciOD del c_portamien&o mul&i&Dal del hormigOn.

Duan •• 1&ia_titaci6n desarro1lada, Ie ha obRrvado 1&necesiclad de inhoclucir eJ coacepto de
~. M ••.•• dabo de •• f_-*iOa bUica del rnotlclo de c.Jio piUa- 15.22, COR

el objeto 4t ttplOClKit eoa •• jot aplGlim6cioa el compottuUato iaelUtico del hor••••. Am I

e. este utfc ••• ~ •••••••• aIiHci6. del modelo de dalo pUmco que permite coDSiderar
Joe ft.__ de ~ de riaIdet q•• OCUlft dar ••• el prac.o •••• tico e iaelUtico. Se
r-taa doe __ •••••• de ••••••• depadlld6a elUdca ., plUtica reapecd_*-.
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:I . R&SVM&N D& LOS A.SP&CTOS rVNDA.M&NTA.L&S DEL MOD&LO DE DA.NO
PLA.STlCO SIN D&GRA.DA.CION DE RlGIDEZ. 12.15.22

El IIIOUIo " daliD ,lUtico nrse a partir de DDa formulaciOD ebIfto.plUtica seDerai defiftUlo eft el
elpoeio de teuUme •• que puede IiDtetinne a partir de 1as ailuieDt. carademticu (yer ADexO):

• Co!Wdua como .u,erficie de jb&efteia una fDDdOD eec:aIar homoseDea de primer pado eD lu
component. del leuor de tensioDa:

• DefiDe como vGriGble lib"" la te!WoD tT y por bau.formacioD direct., a haye. del teDsor de riJides
Ds ,1& deformacioo elastica ~ :

doade , ••• 1&defonaKiOu plUtica; fa un Tector que iDdllye otru dOl Yariables iDterDu
pIUticM: 1&YUiabft de duo plUtico ~ (que toma Yalor cero cuaudo .0 hay dUo plUtieo y
UDOea •• do Ie alcaas& el duo total eD a. pallto). y 1&cohe86a e que tieDde a eero eu_do 1&
yariable de daio p1Utico tiende a UDO.La eYoludOD de ala YUiab1es iDterllu mDe dada pol la
.quieDte rqIG soeral:

i={~} =

dOllde " a ell""" " eDlUUtmeia ,lUtico 15. y B a ulla fuuc:iOlI Tectorial que iDduye 1&
,.Mift " enuo " ft.jo ,lUtico (.). "ftei6fl. de e,toGo " datio ,U.tico tlt..). y 1&"rteiDft
de enaco de coAe,i6tl (Ac) (yer refa.: IG.22 ).

• Couidera como "rteUn&e, ezpHcie-

• - La c:oM"" a eompteliOa: ee(") y a bacciOD: "1'("), caru apRlioa. TieDeDlUdu por
au CUYU de r__ cia uiuial a eompresi6a: C7e(") '1a becci6a: C72'(~). ~u_te.
a va •• de •• fKtor de 8ICaIa It qR depeade de 1&fuci611 de l-aa qH ••.• tiIiee 11,12
Eeto .:



d oade It' a 1& reJad6Il UIicMI ealre * r_leaciu uaiaxi-Iee a c:ompr.ioa T trllCCi6a•

• .muplo de I"Osamicftto i,,'-. cII,a expreIi6a a del deI"po 11,33:

• FiDalmellle, de 1&ccmcicin de C01UutnN pU.tica Ce Pf'tJ,eT'. de 1&fa"cin ce jfuncia J de* ecuciolla de eYoluciOli de * ..nables mtenau. ~alla 1& re1aci6a C:OlUllitlluYamcremental
tangeJlle. para 10- problemu ,i" degradiKiO" Ce rigide:

dOHe D, a el t_r de risides e1Utico 11. De 1&ec.(10) lMldedllce qlle el teuor JYP es
simetrieo. IOlo para problemu de pl4lticiCfUi 4Iociadc (g == F) .

, . GJlN&BA£lZACION DJiL MODJlLO DJI DANO P£A.STICO PARA. PRO· CJlSOS
CON DJlGJlA.DACION DJI RIGmu.- INTRODUCCION DJI £AS VA.JUA.BLJlS
INTml1fAS DJI DJlGRA.DACION JlLA.STICA Y PLASTICA.

r- resaltado- experimelltalel mueRr •• que miellhu el sOlido Ie ellcueaha ea pe1'iodo elUtico, a
medida qlle creee 1&deformacioa, lMlproduce un cambio ea la rigid.. sec:anle que Ie denomma
d~ eu.tic:a ce /a rigides. Esle feaomeno lMlmaaifiala tambi'a duraale 10- proce,o, pltUtico.,
aunq1le en ala Iitllaci6. /a Cegtw4tu:in plUtiea rieae ac:ompaiada de cambio- en 1&cohesion,
_iento interllo J dilataada ".(1).

FlIicamenle 1& dearadacion de la riPles lMliJlic:ia con el erecimiento J po-terior eonenon entre
micro-lisuru IT.l. 0 entre micro-porol en.tentes en la masa del hormigon. Denho del contexto de
1& ","li"ic. Ce 10, meaio, CO"ti"IIO'. Ie pllede c:oDliderar este CUOmeno mediaDle UDA ac:tualilacion
del tealOr de riPles lMlCUte D,. ea fuc:i6D de 1&e'lolllc:i6Dde do- Tariabla iaternu (eac:alares 0

Tectorial.): 1) La ftriabJ. d. d •••• daelolJ .J_tlc. I •T 2) La TlU'i.bJ. d. del1'.d.eioIJ
"J_tlea I . Estu ..nablee tielleD lIaa forma similar a I.descrita por Simo and III IT.l1 J por
ollOll mTeNisad- 1.10. pero a diferellCia de e.tu. eft el CUGqlle •• pr_la no. necesario definir
.u faMi6r& U ~ u riP'u para formalar 111 rea1a de eTOlllc:i6a.

Se pIOpOM•••• de nohIci6a de Ia ~ u u,rullC16ta eu.Cic:s ell f1U1c:i6adelmeremento
de ••••••••• toW, a ba'" de la •••••• up •.•••• :



do.d~ •• es un ""dor df'finiclo en eI espacio d~ tenMnea, +; es una funcion d••estado e«alar, Y
( .) Ia J-fKitJn ram,. 15.22.

La Yariable de ~ ,lUt,iCa eRa uociada a Ia deformacion plutiC&, y tiene 1Ul&resJa de
nolucion seneral de Ia liluiente forma:

;, ::: ~ Hj = ~ [lj • :] = lj • I'

donde ~ es el parametro de con_tencia plutica que intervene en 1&regia de ftujo 15.22 '! l; ,es an
vector definido en el espacjo de \euiones que indica Ia direccicin de degradacion plutica. E.te vector,
al igual que J1;, puede obtenene a trays del gradiente de una funcion (Iuperficie de degradaciOn),
definida en el espacjo de teuiODes principales. Este tipo de •.•perficie, de degnulaciOn, fueron
inhoducidu inicialmente en eI espacjo de deformaciones principales por Dousill U y po.\eriormen\e
fueron utilisadu en el espacio de tellliones principales, 0 en ambos espaciOl a la Vel, por dilItintOl
iD_tisadores (BaiaDt •• d Kim 2.19,8: •••• d CiteD 9, Simo _d Ju 17.l', Kliainlki •• d MrOl
10 ). En el modelo que If! preseM&, es\u IUperficies quedaa implicitamente definidu, adoptaado
formu muy particalares, que sera hatadu en loa sisuientes apartadOl.

4•• CU.A.CIONCONSTITUXIV.A. Y RIGm.z TA.NG.NX. P.A.RA.PB.OCESOS CON
D.GRA.D.A.CION.

El fenomeno de dqradaciOn de ripIes modifica Ia ecuaciODconltitutiY& e1uto-plUQca taasente para
procesos plUticOI con pequeiiu deformaciones IC.(P). Esta debe ser formulada DUnlWleDtfl, y para
eDo Ie partira definiendo UIIa etlet'gic poteftC'ialIiOre (a UIIa temperatura dada) compues\a de UIIa
parte elutica y oha plUtica 13, de Ia forma:

Donde, .Plla) es lUla J-fICiMt. 4e potmcial ,iUtia> y ."(",1,,) una J-acitJa 4e eft"""" elUtica;
aiendo: •• = D;1 •• Ia •• riall'" 1i0re del proceso, que representa Ia deformacion elUtica en lUl
ciedo instante t det proee.o cuaai-est&ticOj 1

0
lu Mria."', intemu plUticalec.(4), como el daio

plUQco K.P Y Ia colteai6a c, que tienen ana resJa de evoluciOn del tipo ia = ~Ba(tr,l) j Y
III obu Mria."', intemu, como Ia Ia degradaciOn e1Utica I y Ia degradaci6n plUtica ,. Aaf ,
el modelo en IU forma mu geDeral colllidera lu aisnientes variables internu:

A partir de loa principioe de Ia mecUica cIUica, Ie ••••• -nWr Ia dilipedQa ~ de eaeqfa
S mediulte Ia lIipiente ezpnIi6a IimpUc.da de Ia deaipaldad de CIui •• DnIa_ IS (diIi.ped6a
reclucicla):



lIRa d.-ipaldad ~ el baIuace de e.&"!,. para \Ill co.aaao de Cauchy, y • "'lid. para
cllalquier p_ de carp admi8ible. Cakulaado Ia deri ••••• &emp«al de Ia eaersla lib" ec.(U), Ie
tine:

. {S'9} {S'9} {S'9}'9 = 8ft« • i" + Bfa "ta + Bf" • tll

IU&Uayeado e•• &a QI&imaIa ec.(3), y Ia que r•• ll1&&,ea Ia ec.(15), •• &ieDeIa lipieah expresiO.
para 1&clilipaciOa:

s= (cr - {::}] .•• + cr·' - {~~ } . fa - {::" } • tll ~ 0 (U)

Per _ •• ••• ftriable Jibre C1I)'a Yelocidad de ftriadOa •• paede _ &aD srude como te
qaiera, para srudnr el camplimiea&o de Ia delipalclad de Clui_DlIhem ec.(1.), debe ocurrir
.ecesariame.h qae:

E. parmll1ar. para a. sOlido elu&ooplU&ico qae exhibe un compor&amien&o elU&Ko lineal con
depadaciOD de risid •• , Ia me"" 1i6re ec.(U) paede ter ..cri&a·como:

doade D,(I'. I) ••el hBlOr de ••• lClCu&e, que depeDde de 1•• variabl •• de desradaciOll el"&ica
y plUm&.

Su&i&a)'CDdo Ia ec.(U) ellla ec.(15), qaeda expraada Ia ecuaeiOD cODs&itDUft para liD sOlido elu&Oo
pIU&ico, a pu&ir de Ia npd•• secaah:

re8Dl&ando de lI4af aDa ley coautaUft incremealtal, tUleDh, para aa proc_ de carp elu&oo
pIU&ico depadabIe:



rea«napaaclo Joe nmaaclo-, R puede eKribir la relacion incremental taucenie «.(21) en Ia Rsuiente
forma:

D • ["" 8Ds J.] D-1= s ·c+ "7' 8d: ai • s ·fT

["" 8Ds Jf'] -1if" = ~.l' = Ds·#'- 7' 8tl'JG, ·Ds ·fT

donde iT- y if" lIOn Ie» inaeme"to de tetui6" elUtico , plUtic:o del ,dlido degnadado,
respec:ti_enie. CODYieDe ob.enar, que para un procellO de earga liD degradacion elUtiea Di
plUtiea, Joe ieDIIOrs de rigida degradade», Ie redacen a: ~:= ~ :=Ds = cre..

AI igua! que en pluticidad dUica, para formular Ia ecuaci6n cOtutitutil'a eluto-plUtic:4 tan.ge,lte
para procaa. con degradacion de rigides, ell Deeesario partir de Ia coJJdic:ioJJ de cOJJ.isteJJcia
plllistiu de Prager 15; de donde renlta Ia siguieDte Ie, cotutitutillG inc",mental tange"te:

sieDdo C".l eI tetuOf" de Mgidez eluto-plUtic:o tangente del material, que cODtempia Ie» fenomeDOf
de degradaciOD elUtic:a y plUtiea a Ia Yes.

[~.{~}] ~ [~.{~}]
(hH'~)] + [{~}.~.{!}]

Larigicla taDgenie ec:.(24S)lera mnetriea, Ii c;. ClIsimetriea y Ii ~. {8g/8fT} ClIproporeional
a ~. {8:F / 8fT} . Se puede deme»har que esta proporcionalidad ClIaDa forma mas genera! de definir
Ia regia de lujo uociada para proeaa. COD degradacion elastica y plUtiea 12.13.15.

En Ie» sigaienta apartados, Be presenta una forma de defiDir 108 teDllOrCllde rigides degradados
~ y ~ • para eI easo particular de degradac:ion isohopa.

La hip6tesis mas simple para cODsiderar Ia degradacioD de rigidel que ocurre darante an proeao de
earga elUUco, iIa lido iDtroducida por Kadl&nOY IT en la forma:

Iloael. 11 • tl '- de IigicleIiDicial, D,,(ci") • eI t_r de •• _te qu cIepeadede •••
ftriabIe wcalar de depadaciOD eIUtica ci" (depad4ci6a iIOiropa), q•• '" cao para •• aaa&erW
•••• eIiaIdo ilIicial 110 depadAIdo, Y DO para •• maierilIl ioiabllate degradMo. DidIa ftliallle



,..d. iatf'rpft'lane camet Ia rea.ri6a qlle 11.,. n' •• Ia npedcie cMp..ada ,. Ia laperlin. to*al de
_ deknDiuda ••• deillilclo 11.

Diatia&oe ia~ 1,3,4 ••••• 7.11.:10, -ue.n q•• d.r •• k .a proc- de c:ars. aaiu:ial, de
c:.lpftlliOa ° ~rllCCi6a, exiIk IUl c:ompori&llUea*o iaicial elUticCMieplidable eoa mOdulo d. pm-a
--.a*- !lu*a alcauar el 15- 80" / 0 de Ia kIIIiOa pico, coiacidieado eRe Ifmik coa Ia I.perficie d.
--'Cita.i41a4 itaicMl ( (l'c ~ O.15 ~ par. _preei6a uaiu:ial,,. ~ ~ O.15 ~c par. trKciOa
___ I'). La •. (27) penDk eumplir COB •• k reqaili*o IIipo&eUco. Aamilmo, Ie admik qa ••
panir de elk Umik Ie prociac:e 1Ulillcremn*o deimOciulo de pm-a, &COmpUlido de Ull proc_ de
lIIiczo._raci6a que eolabor ••• procillCir mayor depadaci6a. La •. (2'), proporciou au relMi6a
&euiOa-def0rmaci61l que permik modelar elk opo de componamieD*o.

Par ••• 'acIiar el c:uo parUclllar d. depadaciOll eIUtic. d. Kac1IaIlo., •• Ilee:.ario su'Uair .1
Icuor " .,a Ie"""«.(27) ell Ia «.(23) que da el itlCf'CmltlCo " t.uiOft .l4.nic:D ~ y
•• Ia qae reaalk de __ , ...u'air Ia Nfla" nolac:iOa " la Kria6le " ~ .u,tic:D «.(11),

oIIknieadoM:

~ = c;.. i = D,,(d")· i - -+- (It • i) ,
(1 - fie)

cIoad. c;. •• Rmftrica, Ii y II6lo Ii II •• proporcioul ° ipal. ". ell eufO c:uo. 1&deplidaciOa
de riptea ell llIl proc_ elUUco •• tara uociad. a1 i"et'fl7ftflftColoCal Il, tf'G6ajo Il. tl./omasei61l.

Si •• c:ouider. qa. + •• JDaIlu.a. co"""*- d.r •• *- *odo el proc- d. carsa, y lIdemU que
It·. =". i, Ie Ueae d.1a •. (2') el teuor de ripd_ deplldlldo e1UUcaraell*e:

• Ba 1. ec:uKi6a .'erior, el !-din' "l'ftIac:c:iOa (1 - 11") paed ••• tar formallldo • tr ••• d.
c:ua1qaier resJa d•• YOluci6a del tipo de Ia «.(11), qat depeacijeado del proc:- miamo prodasea
Ia deplldKiOll deaellda. Aqai II b. bec:ho Ia bip6leai1 d. relaciollar •• ,. factor COil.1 tf'G6ajo "
"/0f'fr&fJCi0a.~ 10' • reaal'udo Ia sisaiell" f•• ci6a d. depadaci6a:

doad. w' = , .••. Su,R.feIldo 1&«.(30) ell Ia «.(27) y operudo aJsebrUcamell" 15••• paede
ezp_ el /actin' " l"fltlac:c:iOa buelldo, como:

(1 - d") = (1 - +10') =.- + •••... (3J)

sieIldo 2 10••0 = ••. I1' .••. sum.y.ndo 1. «.(3J) en 1&1. «.(2'). reauU. e1 si8aien*- tell80r de
risidea tasea'., deplldlldo .!Uneamell":

Ea Ia ecuaci6a aakrior 1610qaed. por d.krmiaar Ia m&pi'" del acaIar +, que sera eouider.
COIIO••• Ida, ,. ca,.1IMl(Iaitud •• "OeM d. 'lUafOl aperimea ••••• aalarillee II. !do_



donde 11' es eI mOdulo de elaatiddad iniciaI, ES y f' repr_~ eI mcidulo de eladiciadad
8eCaBte y Ia deformaci611 ell el iDstaate de alcaasar eIlimite de elaaticiadad respediyamente.

AlBunGe investigadores 3.4, _Uenen que la degradacion propuesta por Kachaaoy a iDsuficiente
para representar el comportamiento e1Utico del hormiBon, eiendo neeesano reeurm a diferenta
grados de degradacion para el modulo tlOlllmitmo ,ecante Kf, yel mOdulo de corte leeante Gf .
Este tipo ae deBradacion BelediYa, Be debe a Ia diferencia que hay enbe Ia respuesta yolumetrica
t7"'" - foe< , Y Ia distorsional .,."'" - 'Y"", del hormison 12,l5. Para mas informacion sobre ate
eoncepto, Be remite a \as dos referendas citedas.

En este apartado Be presenta una forma simple de batar el fenomeDO de degradacion de rigide. que
oeune en ei hormigon por efedo de Ia deformadOn plAstica. Se baaa en admitir como hipOtesis,
que Ia degnsdacion plliltiea Be desarrolla a partir del momento en que Be inicia eI ablandamiento del
material (perdida de cohesion), situacion que coincide con eI inicio del perioc:lo de maero-jinraciOn
(limite cOllYencionai adoptedo por distintos inyestigadores e.33). Am , Sf formula Ia rigides 8eCaBte
en an punto del sOlido, en funcion de Ia eyoluciOn de Ia cohesiOn en dicho punto, Iituacion que
ee confirma con resultados expeDnlentaies que muahan claramente que cerca y mas aII& del pico
de tensiones, aiste una perdida de cementacion intergraaular que Be nidencia tambien como un
fenomeno de desradacion de Ia rigide. 1.9. E.te comportamiento Be pone de maaifiesto cuaado de
aplican carsas dclicas 6g.{I).

CoD hue ell Ia hipOtesis aatea realiaada, Be puede propoaer uu yariabJe escaIar de depadKiOa

plU"" ,., I qlle penui~ form1l1u 1&rifiGcz .cca.te deprUaia, por mek) del fnomao
p1Utic:o, del sipiente modo:



-.cIe D'(',I) ••eI '- de ripift q.e •••••• de aa..- de decradariOB elMticay pIUUea,
D.(d-) •• eI '-r de riPIet HCUh desr.ado el48UcamOh «.(27), y' •• Ia YUiable d.
dIp.uei6a p1Utica, caya resJa de nolaciOa Ie deft•• como:

" == (1 - ') (-c!)
c

-.cIe c ee Ia coheROa defiDida "Iaa aaa der" rqla de nolaciOa para C 22. Iatesr •• do Ia
«.(34) •• obtieDe: dP = 1 - (c/l:) • doadela COU&aahl: paede dedacine de Ia coadidOa qae eI
YlIIoriuicia! de d' • aulo y •• m•• tieae Iia cam_ Ia•••• el iu&aah ea que Ie iaic:ia eI proceao de
ablaudamieu*o (c!< 0) , iu&aah ea que Ie tieDe el valor de mUima c0Jae.i6a 0 valor de pico r ).
Renltaudo eu*o_ l: == c"'. ,1 Ia YUiable de deplldaci6D:

dP==l-~
dfN

Samtuyendo Iu ec1UlCioaesde eYOlacioa del daio plUtic:o icP y de Ia coheROa c (<<.(5) y Ane"ol
n eu Ia ec.(34), •••••• Ia IipieDh ecuciOa de eYOlaci6a para Ia YUiable de depadaciOa plUtica:

" = (1 - dP) ( _ he •••• t")
c

de doade •• paede obhaer au formulaciOa qae •• ideatiftca CODIa rqla de no.I.clOa paera! qae Ie

Iaa propaea*o para 1M YUiableI de depaUci6a plUtica «.(12); .*0 es:

l = (1 - ') ( - he) •••
c

• aa vec*or, qae represa" Ia direcdoa de d~ ,,1Ucica. !I••forma particular de d~fiair
l lie.•• implicita aaa npericie, de depadaciOa ea el espeQo de teDlioaa.

Samtuyetldo Ia ec.(37) y laec.(33) en Ia ec.(24), raal" el telUOr de ripdes depadado
p1Uticameate. como:

Ea 1011 eeludi08 aamericOll realiladoa coa el Inodelo, se ha lapues*o qae la depadaci6n ~lUtica
y p1Utica DOocarreD nmlll&aueameJlte, c•••• do Ia primera en el ••o••• a*o qae Ie inicia ~I proct'lO
de p1utiticlICioa del ••ahrial, e iaid •• dOH 1& lelusda una vel laperada Ia coheROa mUiJua (valor
de pico). No IIbHaah, Ia fonwdacioa lenera! del modelo, perlnih couiclerar ambol f..omeaGe a Ia

Tel.



Se ha adoptado el ensayo de Kupfer, HiJ.aofj a"d Rri.ch 11 como ejemplo de verificacion del
modelo constitutivo, debido a su amplia docnmentacion y !as caraderisucas de e".allo modelo que
ha adquirido, para numerosos investigadores que 10 hau utilisado como rererencia para verific:ar
ensayos experin1entales y nnmericoa.

Las caracteristicas geomHricas y mecanicas utilisadas para realisar el ensayo numerico. son las
que muestra la fig.(2). La mayoria d. loa datos utilisados para el mClteria~ surgen de un simple
an&lisis l1eYadoa cabo sobre un ensayo uniaxial a compresion y tracciOn; con exejeion de la relacion
de resistencias a compresion uniaxial y a compresion biaxial doble simetrica, que para horllligones
es ccui una constante (1<,/(1c :::1.16 15.

Se ha discretisado el dominio con cnatro elementos /iDitos plauos de cuaho lIodos fig.(2), Se ha
utilisado para cada elemento una integracion numeriC&de Ganu-Legendre 21 de 2 x 2 pUlltOS.

La vinculacion y los tipos de cargas aplicados, Bemuestran en cada c:asoen las figuras que describe,n
la respuesta tension-deformacion figs.(3).(4).(5).

Con el objeto de mantener la relacion de tensiones wpuesta (122/(111, a 10largo de todo el proceso
de carga con ablandamiento, ha sido necesario utilisar para todos los casos de carga Ull metodo de
control de desplasantientos 15.

El problema de lujo no-uociado conduce a desarrollar una matm de rigides tangente no-simetric:a,
ocaclonando lerios problemas en la resolucion del sistema de ecuaclones. Existen diatintos caminas
para solucionar este incoD'f'emente 15; utilisandose en este cuo el metodo de rigides inicial Ko 15,

Como Beobserva en la tig.(3.a) lie h. logrado una buena coincidencia de la respuesta (122- E22 con
la correspondiellte al ensayo experimental, tanto en p!asticidad asoeiada como en plastieidad no
asoeiada. En la cuna (122- Ell • coincide muy bien en el periodo elUtico-degradable y luego Be
obtiene una buena coincideneia huta eI pica de tensiones con plasticidad no uociada. en .cambia
con p!asticidad asoeiada Belogra mejor aproxin1acion despue. del pico de tensiones.

En la fig.(3,b) Becompara el ensayo de Kupfer con 101resultados numericos obtenidos por oUos
investigadores, observandose una l(raD dilpersi6n en la respuesta.

En la fig.(6) Be muestra el estado de fisuraeion que predice el modelo para comprmon simple,
en loa puntas de integraciOn de Gauu-Legendre. El an&lilis de dicha fisuraclon Be ha realiaado con
Ull pOlt-procesador, que interpreta que la /isuraeion Ie produce cuando la deCormacion plastica en
el punto nene una cornponente positiva (estiramiento inelUtieo), la orientacion de cada filura Be
representa mediante un traso ortosonal ala direccioll de la correspondiente deCormacioll plUtica
principal positiva '1la deaact.d de lfa_ verti~ pvaldu d. ill. tuali'-Qft de k a,m.,. de
estas Muras. El elq1lelll& de MuraciOn obteaido para el tipo de earp aplieado. coincide con el
dnc:rito por Nn- t.

b ••) CompJ'elli6a.compJ'elliOa - ((122/1711= -1/ - 1 1117)3= 0) -.



E. la Ig.("'" •• o'-mI ••••••• ~ - eI ftMJO .,.nm.aw, alejaadoM 11. poco
eft la nciacMd del pico de 'euio ••. E.la ".(",b) •• compar •• co. el -yo de Kllp(er. 1011 reaal~OI
.lIIIU!ricOIobteaidOll por ohOll iDYes'isador. para ••• mi8mo upo de CUI" padieDdo. OMerYu ea
eRe c.- mllClaamayor diapeniOD e. la r.p ••••• q•• para el -yo d. compreai6a llaiuiaL

E. eat. c.- de caqa DOIe ha detec~ f1nr.ao. e. el plaao del -yo (-I, -2) , DOobftaa'e •
••••• NiIMea 4 I eat. feaomao •• deaarrol1aria eo plaaOll paralelOll al de CUI&: .L _•.

c..) Comprwi6a-comprwlda - (1122/1111 = -1/ - 0.52 1/11» = 0) -.

E. la ".(5,.) Ie 0*", lI.a mayor difereocia, q•• ea 1011_ uteriorea, rapecto al -yo
experimeatal eM Kap(er. sia eabarso •• tie •• 11M r-.ble coiDc:ideacia hu1a el DiYelde 'euiO.
pico. AI fi.al del pr&.o Ie prodllce 1111aum.Uo •• la delormeciOa fll eo el milmo _Udo d.la
teui6a "11. IitllaCiOD qQ. probablemea' ••• debe al daio qae ha nfrido el lOJido e. la direcciOD
paralela a <1'22'

---~200

Eo = 395000.00 leg/em].

110 = 0.24

I1Co • -229.00 Ie,/em]

I1?C = -321.00 leg/em]

11T'0 = 22.90 ",/em2

Q = 0.12 ~ = 1.16
CI"Q

., = 3.0

,,= 1.0

OJ = 0.11 ",/em
ac = 11.00 ",/ma

7 8

<I> @

4 5

® ~

LPC = ."r;;;
Flujo....a.do. Cri'. de be.cia propuftio

1
Cn'eno de hellci. propuft\o ;

Flujo IlO-uociado. FUDC.de pO\eIIcia1de Mohr.Coulomb

COD: .; = '" = 15~

"'(2): E...,. tit CIIIllIIINII6a ,/. IIICd611 bIuW- e-cterlldcll ,...n6lIlCII rnedaIAI , 11II11de
••••••••••••••••••••••••...,. -"lee.
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fig.(4): C_ de c.p b.-: (UuIUII:;: -II - J ~ u» :;:0); 8) C0lIII*8dOlt•• tre II rlSllltlldo obIetlIdo
pGl' II mo4eIo. , II -JO de Kupfer et II. 11; 11)Com,.,1CIDa •• are eI rlSlllllldo del eI •••• de Kupfer et II.
II ,!os obIetlIdo. pGl'!os mo4eIos ..,..e,kos de: Mror It II. 24, H•• U Chet1 35, IoJU'orlllr. :16, 1hor.1ll •• eI.
2?, , Mur,., et II. 21.
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".(6): FiMKI6ll••• ,•••••••• mocWe.llllo • _.~ •••••

ED1&fIg.(S.II) Ie paM•• ftr Io. relultadoe ob&e1lidoepor otro. mocWo.DDmflicoepara ate millno
&ipode carp. De ala comper0ci6a •••• qae Ia ~ qae _ Ie aleja del pico de teuioaes
aU UD 10.2 "/" por eacima del -10 de Kupfer 'f el q_ •••••• _ .I -10 d. refereaeia
.u ~bift por eacima del pico de teuio •• ea ua 3.0 "/" ; 'f ea 1_.1••p.ede decir que aiste
poc:acODcordaaciacoa el -10 de refereacia.

EDefte c_. a! ipa! qae pera comprenoDdoble limetric•• IlO aparecea bur•• ea el plaao del
-10. pero a rUOD&bleiDtm q•• pued•• ocurrir en plaaoe pvaleIo. i ••&e.

ED.te adculo Ie iDhod_ el conceplo de depodaciOa d. riPlt!l. denho del modelo d. gdaio
p1Utico° (ftr tuIlbien 1&ref.: 22). So •••• definido Io. feaomeaoede dep0daci6D de riPles eIUUca
'f p.tica a hay •• de doe YUiabiel internal 'f .u. respecti_ eeuacion•• de eYOlucion.Adema. Ie
formaJaadoe cuoe limpl•• de depadaci6a. uno elUtico 'f otro plUtico.

La coosicl.rllCi6ndel (enO_no de desradaci6n de risid.. condute a una (ormu1llCi6nsenera!
del modelo couti'.uyo. q_ permite dar Iran yenatilidad en sa IItiliHcion. 'f permiti8do
'rauformarlo en distintoe mocleloemal limpill que Plied•• couider_ como cuoe particulara
de S\e. AJf el adeeuado manejo de .Ulparamehoe permito obtener una f_lUacUS •• elUtiN ••0-

li••cal cn ~ de "'*" 0 una fo""lUacunr. e"'~o-,lUtit:oen ••••lINCi"'ie••to po,i~iN. ulo
o ••.,.tiN en ~ ••elNhca , 0 ,lUticc.

Del ejemplo pr_tado ••• deduce 1&capacidad de limulaciOnq.eofrece elmodelo de duo
plMUco.



- V.,.i.bJe de daDo pJa.tieo; ••':
Eo 118&ftriable ia&erJI& del procao plUtico, qlle repeHD&& 118&medi" •••Iatift "e Ie enetWi ••• ift,... ••••
1 qlle lulee Iu _ de ".riaWe d. enduNCiftrinto u6tropo. Eo&&ftriable ft1e eero paR 11ftea&&do no·
d ••••• ", 1liDO paR lID& .h •• d •••• de dalo \o&&l 0 el pllD\O. SII eelladOD de nollldOa, ezprea&d& eD Iu
direc:cioDea priadpaleo de &e••••• : "i 1delormadOD plUtie& -r .•••• e d&d& per:

3

;,7 = ~ + -? =L [(""in- + ("".!cl <l'
;=1

dODde "T 1"e: Sou Iu &euioDeo lIDi&xialea de \rUdOD 1comprnioft paR liD dMo ,., ; ?,:' 1~:
SoD Iu ocr ••• eapedlicu iaelUtieu. & &racci6ft 1compraiOa, dea&n01l&du prnio & 1&localiHci6a del
duo; ~1 1~1: SOD iu eDerp por lImd&d de &rC&du&d&. pua lID proeeao d. &racciOll uDi&xial, 1
compreROD uDi&xial, reopecti_eD&e ; 1 V: La 1oDci&lId caraden.,bca de 1&..aa dail&da.

- V.,.i.bJe de eob •• icm; .:
L 1IA&"Viable ia&ena del p_ plUtieo que repeHa&& lIll& •••1Ut...a. ••••ioNIleate ueeleCo. 0 e&d&
m.&&a&e del p_, 7 qllC Uce Iu -.- de J-d6n de ~ u6"",.. Vale eO paR "" - 0 7
\inde & eero para "" •• 1 . SII noIl1ciOll YieDe d&d& per 1&.,DieD\e eeud6a:

L( "" )... [...1!L ~ 1- p(r) ~].••r,.. CT("") MP + .C("") MP

dODCle eel"") 7 CTI"") _ fuciDaa expIic:i&u qllC ~_I& noIl1Ci •••• de 1&coa.IOa duaa&e lID
eD-YO cxpcrimea&&l •• iuial de ~ 1 boocei6n ri",ple. reapmhamea\e: 1 rlr):ea lIll& J-d6n
de ""0 que depCDde del \ipo de ea&&do wuioaal qlle ee prodllee 0 cad& ia.&&DWI&ncci6a. compreoi6a
o uacciOll-CGmpreaiOa). 7 CIlIe.... CIl&re O:S r(r) :s 1 .

- Cl'jterio de lIu_cia de MoJu-·CouJomb Modilfeado:
PenDiw Ob&eDcr 1& •••leci6n iniftlll .ntre ••••ute""iGI uniuialc. • COfIIJ'f'Ui6n II boocei6n
"'~ I''''¥ol d.-la, paR • ..,..,., d. PO •• ",into inte..... •• comprndid.. do&ro de 100
experimea&&leo del borJlliaOa. SII expreoiOa m&Wm&&ica eo:

dODCIe .: repraea\a el .,.. anllll1 de 1&colaeoi6a; .1-Ill-If ••) •• , - hI-••• ) •• , - hI-if ••) •
_ ~ •••••••••• del •••• de __ \0 ia\enle: • 7 de 1IA&cou&ute de aj •••• del alMiio
de...... -R' Pua _. _1 ••••.•••• aa\eIior coIacide_ Ia fud6a de ••~ cW*a.



- N_ criMde de • __
••••••••••• __ ' °h ••••••• -... . •••••••••••••••••••••••••••••••••• _
em.a. _ ••••••••••••• _ •••••••••••••••••• 1ucWIl_ M' en' .It ••r••b
s••••••••••• ' +ti= ••••••••••

, - "..c._) - -(_1_ [..;a;; + • '1 + M'-' - 'ri--'] - ,,-. (.•..•,
1-.)

••••• _1.(" ,. - 1,,<_)7 .., •• /..,(_, _......... •• •• '1M Me i ••• fenaa ••• Ia
t'tmc:Wa •• t-eia; " 7 _ acp • Ia cwMeiIia 1 ala ° ct. iIdenao; 1 .- Ia ••••• piM:ipal..,..

- I'tuaci4m de pataK 'n' ,,, •••••
Se _ ••••• Ia J-Ua ••••• C••••••••••••••• , __ ••• _ fiiIlcWa iatcna ipIol• de
oIiIe&uc:ia __ •• 0 ••• _

•••• Ii _ ••••••••••••••••• _ Ia ••••••••• a ° I •• ch •••••••••••
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