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FORMULAGAO TANGENTE PARA ANALISE VISCOPLASTICA POR
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RESUMO

A finalidade deste trabalho & apresentar uma formulacao tangente pa
ra a andlise viscopldstica de placas a flexao por elementos finites. O
ponto de partida é a obtencao de uma relacao entre os incrementos de ten
sao, deformacido total e velocidade de deformacdo, obtida da condicao de
anulacdo do diferencial da superficie de escoamento. A velocidade de de

formacao é considerada como um parametro que controla a expansao ou con
tracdo desta superficie.

A integracdo no tempo da equacao obtida @ feita utilizando-se um
algoritmo de velocidade comstante aqui proposto.

ABSTRACT

The aim of this work is to present a tangent formulation for the
viscoplastic analyeis of bending plates by the finite element method.
The starting point is to obtain a equation relating the increments of
stress, total strain and rate of strain. This is achieved by making
aull the first order inmcrement of the yield surface. The strain rate

is considered as a parameter which controls the expansion and shrinkage
of this surface.

The integration in time of the resulting equation is performed by
means of an algorithm of constant velocity.
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1. INTRODUGAO

A formulagdo viscoplastica aqui apresentada permite levar em conta
o efeito da viscosidade de uma maneira intrinseca, aptoveitando—se a for
mulacdo elastopldstica convencional. A superficie de escoamento € conce
bida levando-se em conta as caracteristicas plastica e viscosa do mate
rial, : . ’

0 modelo reoldgico adotado ¢ composto por elementos elastico, plas
tico e viscoso . Consiste de uma fage glastica lipear ate atingir-se _a
superficie de escoamento; inicia-se entno uiw fase viscopldstica,onde o
efeito de viscosidade, funcao da velocidade de deformacao, induz uma ex
pansao desta superficie para além do valor predito pela teoria da plasti
cidade. Esta concepcao permite a obtencao de matrizes de rigldez e amor
tecimento consistentes com a formulagdo viscoplistica e o uso de um meto
do tangente.

A equacao constitutiva do -ltltialjn ghtida 'Y Ftir destas considgk
racoes e implementada ‘mwum wodelo- & I1 '
%80, sendo também consideradas as defornaeqes por cisalhamento, de acor
do com a teoria de Mindlin. A integracac numérica ao longo da espessura
é feita por camadas, de forma a captar mais precisamente o efeito de plas
tificacao.

A integragao da equagao no tempo € feita utilizando um algoritmo de
velocidade constante em cada incremento de tempo. No caso dinimico,» a
fo;mulacio pode ser acoplada a algoritmos de integracao direta convencio
nais como o de Newmark.

Para teste da formulacao e analise dos resultados, uma viga e uma
placa sao utilizadas em exemplos.

2. TFORMULAGAO VISCOPLASTICA

2.1. Teoria Viscoplastica

A teoria viscoplastica petmite a inclusdo da variavel tempo no fend
meno de plastificacao. Assim, apds o inicio do escoamento do material,o
fluxo plastico, e as conseqllentes tensoes e deformacoes, sao dependen
tes do tempo.

As experiencias tém mostrado [1] que para quase todos os materiais
tecnoldgicos e sob uma faixa variada de condigoes, um acréscimo na taxa
de deformagdo produz um acréscimo na tensao de escoamento dindmica, sem
praticamente influencia sobre a tepsﬁo de escoamento estatica. Uma vez
que a primeira nao é certamente uma caracteristica constante do material
e sim uma conseqliéncia da equacdo constitutiva usada e das taxas de car
regamento, a obtencao desta equacio € um passo definitivo na analise do
problema. Como restricoes de um caso mais geral, nio sac consideradas a
dependéncia do modulo elidstico da taxa de deformagao e a influéncia da
temperatura.

0 modelo reoldgico unidimensional adotado para representar o compor
tamento viscoplastico do material é o utilizado em [2] e esta representa

eminton fini pare placas a fle "
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do na Fig. 1. Nele, o componente de friccio desenvolve uma temsio O ,
[ 4
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Figura 1. Modelo Reolégico Adotado

havendo deslizamento ou fluxo pldstico quando d_ > Y, onde Y € a tensao
de referéncia para inicio de escoamento. Havendg deslizamento, a presen
ca do componente de amortecimento permite que o nivel de temsces instan
taneamente exceda o valor Y, determinado pela teoria plastica. Este com
portamento pode ser visualizado nas curvas da Fig. 2. A resposta elisti
ca fornecida pela mola é instantdnea. Observar que antes do inicio do

escoamento ou num descarregamento, fases eldsticas, o amortecedor ndo a
tua.

Giainé
d &
£E—0

Figura 2. Curvas Tensio-Deformacao Unidimsnsionais para Diferentes Ta
xas de Deformacao

O escoemento € governado pela fungdo
P(g, Y) = £(Q) - Y= G-Y=0 ($ ¥
onde g @ o estado de tensces, G & a tepsdo uniaxial equivalents ¢ Y,

a tensio de escoamsnto uniaxial de refer@ncia, que pode ser funcsc de um
parimetro de endurecimento k. O fluxo viscoplistico s6ocorrepar& B> 0.




- 349 -

£ necessirio escolher uma lei que defina as deformacoes viscoplas
ticas. Uma forma explicita utilizada é a seguinte lei de fluxo, conmside
rando plasticidade associada:

E, = Y<e®>Eay < o(m>a 2)

onde Y ¢ um parametro que contrala a taxa de fluxo plastico, p(F) € u
ma fungao monotdnica crescente positiva para F>0, e a notacdo < > indi
ca

<p(F)> = o(F), F>0

(3)
<p(F) >= 0, F<0
Uma versao utilizada para (F) [2]) e a forma
g - Y o
F) = ———— - — -
p(F) = ¢ ( " ) ¢(Y 1) (%)

que é adotada no trabalho por se adequar bem & proposta em estudo.

Voltando a observar a Fig. 2, considere-se a curva tensao-deforma
¢do obtida para € -+ 0. Nela, cada incremento de tensoes é aplicado a
pos as deformacoes plasticas causadas pelo incremento anterior terem °
corrido completamente. As demais curvas podem ser interpretadas como se
qliéncias de estados de equilibrio, apos o fluxo pliastico ocorrer, para
taxas de deformacao finitas. A tensao ¢ excede o valor estatico
Oys (e ~ 0).

Para relacionar o estado de tensGes U 3ds taxas de deformagao, usa-
se as leis constitutivas introduzidas por Malvern e adaptadas por Liu e
Owen [3]. Para o caso unidimensional,

tﬂlq .

+ g (5

é =
onde, usando-se (2) e (4):

. o
ep-y<¢ (0—--1)> (6)
ys

Da equagao (6):

€
-l
=
o cys 1+ 9 (—-1’-Y )] (D

com O =0 (€ ) no caso de um modelo plastico com endurecimento no
qual ayﬁeforz:ciopplistica ¢ tomada como parametro. A Eq. (7) descreve
uma série de curvas tensao-deformagdo cinemiticas, paralelas & curva
estatica o .( € =* 0). A funcao inversa ¢-? pode ser obtida por ajus
tamento experimental, quandc esta relacao na regido plastica é plotada
para taxas de deformacdc constante. Desta forsa, a eq. (7) pode ser re
escrita como
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cyd-os(ep) 1+ ¢(e)] (8)
com O_. sendo fungdo da deformacao plastica e da taxa de deformacao coxr
rente. A funcao ¢(€) & definida na secao 2.3.

2.2. Equacgao Constitutiva

De acordo com a eq. (8), a eq. (1), que rege o escoamento, pode ser

reescrita como:
F(g.,0 (E.E))-E(Q)-O (E,E)-O 9

A condicao de permanéncia na superf:[cie viscoplastica é dada por:

arr ‘ __z
P

3o
2 d(a?)ng -0 (10)
oC

yd ]

Considerando o incremento de deformacoes plasticas normal a

tMel b

super

ficie de escoamento:

-dA —a—F—-dxe
3g

d 11
& an
Por sua vez, o incremento total de tensoes é relacionado ao  incre

mento de deformacdo eldstica por:

dg = Ddg = D(dg -de?)

(12)

onde D - matriz constitutiva eldstica.

Substituindo (12) e (11) em (10), encontra-se:
390
d .
L % _ 73 3? )T 4€) 13)

1 T.
- == -
dA i (a'Ddg) 7 Go =
yd 3€

com
T z T .
H= - -
a2 Ds 3"4 73 —2-3%) s Da+H (14)

Demonstra-se {4] que, para o modelo plidstico a ser adotado, H' e

simplesmente a derivada da curva tengio-deformacao plu:iu de referincia
unidimensional. Esta curva encontra-se detalhada na secio 2.3.
Substituindo (13) e (11) em (12), obtém-se finalmente:

Daa D oF 30, l_)g(aéla_é)r .
) - ) 4€  (15)

dg = d -
¢ "@- g T e« 5, g TREeE
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com
naalD
D, = D- (16)
P s’ Da+w
s 20, Da(3ndT
Cpp = (=2 ) J 7 i7n
P dcyd 3e a Da+H

Observando a eq. (15) e a Figura (3), verifica-se que o incremento
de tensOes, apds o escoamento, € composto por duas parcelas: a elasto
plastica, devido & plastificacao, e a parcela elastica, devido a expan
sao ou retracao da superficie de escoamento, sob efeito da velocidade de
deformacdo. Podemos escrever:

40 =dg (g, ) +dgW@d =dg +dgi) (18)

4d= 630y
ae: €2- 6

Figura 3. Visualizacao dos Incrementos de Tensao Devido a Plastifica-
c20 e Viscosidade

£ possivel, como opgdo, utilizar apenas a parcela elastoplastica co
mo incremento de tensoes. Basta tomar a eq.(12) e subtrair a ambos os
termos a parcela eldstica devido ao efeito da velocidade de deformacao:

. -1 .
dgep-dg-dg(dg)',?((dg-lz dg(dg))-dgp) (19
dgep-p_(dgep-dgp) (20)

com

_1 .
d.‘p-dc-. dg (de) (21)

Na eq.(13) também deve-se suprimir o efeito da viscosidade:
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AN = dA- dAWE) = —— (a7 DUE- dE (&) =
3 Da+H’
(22)

1 T
= (@ Dd g )
a'Da+u’ °®

As equacdes (20) e (22) sao equivalentes as eqs. (12) e (13), res
pectivamente, e serdo utilizadas no algoritmo de cialculo das forcas in
ternas resistentes, no T{tulo 4.

2.3. Modelos Pldstico e Viscoplastico Adotados

0 critério de escoamento adotado € o de Von Mises, podendo conter ou
nao um endurecimento isotrdopico. A funcio de escoamento pode ser escri
ta como:

B, 0 (8 eN=V3T - 0 (B , &) =0 (23)

onde J 2 € o 22 invariante do tensor das tensdes deviatoricas.

A caracteristica de endurecimento da superficie de escoamento é a
adotada no trabalho de Liu e Owen {3]. A relacdo umiaxial é a seguinte:

i&- 1= (ER - !PR) ep
Oin (I:'.R-

E
(L+( EP E))1/1'1

+ EPR ep (24)

onde O in € a tensao ipicial de escoamentq ¢ 08 demais valores podem ser
identificados na Figura 4.

O valor de H' e obtido da eq. (24):

—

dag - E -
i = —239 . o, =~ Fre + E (1+8(£))
dE. n ) z PR
4 @+ (2T Fp oy et/
3 (25)
‘ -‘(n
~ys-Tie
0 Js
" ]
¥ -‘f"—‘ €rx 120
II Epes?
4 f2am2
, s

1Y
Figura 4. Curva Uniaxiel de Referancia para o Modelo com Endurecimento
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No modelo perfeitamente plastico:
cys( ep) - oin

(26)
H' = 0

0 modelo viscopldstico baseia-se nos ensaios de Albertini e Montag
nani e encontra-se com mais detalhes na Ref. [3]. A funcdo de sensibili
dade ¢ (%) ¢& dada por:

: ‘ :
o (E)= =L _ 14 dlog, (%) (27)
“ys s
com o parametro de proporcionalidade A =0.03 e a taxa de deformacao

estitica (abaixo da qual a sensibilidade a velocidade de deformagao nao
€ evidente) dada por £ . Os valores atribuidos a estes parimetros sao ob
jeto- de discussoes posteriores.

3. MODELO DE ELEMENTOS FINITOS

0 modelo de elementos finitos utilizado para placas a flexao baseia-
se na teoria de Mindlin. Cada elemento serendipity quadratico possui 3
graus de liberdade por no, discretizados independentemente, sendo um des
locamento transversal e duas rotagoes. O uso deste elemento permite uma
grande flexibilidade na utilizacao para contornos irregulares ou curvos
e produz bons resultados em placas espessas. Sua utilizacao em placas
delgadas merece cuidados, como recomenda a litgratura [2}, [§]. No pre
sente trabalho, considera~se apenas a utilizacao da integracao numerica
reduzida uniforme como forma de combater o excesso de enrijecimento ob
servado nas placas delgadas.

2,wé

Figurs 5. Convencao de Sinais Adotads
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Para um certoné i, amatriz que relaciona curvaturas a deslocamentos
¢ dada por:

0 S 0
B,(5x3) = z _z ::‘"’ ’ (28)
i,y i,x
Ni.x ‘Ni 0
L‘Ni’y 0 -8, |

As matrizes globais de rigidez e amortecimento sao obtidas conside
rando-se por hipdtese que deslocamento e velocidade sao interpolados com

as mesmas funcOes de interpolacdo. Usando o principio dos trabalhos vir
tuais incremental, obtém-se:

f § ¢F dg av = 8y aF 29
v
com
dg=D, dg + G dk
e
€ =B'U e
§ =0 (32)
A eq. (29) fica:
s oF { BT D, B'dV dy +6UF [ 't Cpp B/aV all = 60T ar (33)
v T
e, finalmente, como SgT ¢ qualquer:
IB'T D, B'avau+ | B'TC B dl =dF (34)
S Sep * - = Tep -~ % = ,

v v

As 1ntegtais de volume da eq. (34) sao desdobradas em integrais de
drea e integrais ao longo da espessura, resultando em:

IBTD*BdAdU+ Bt ¢ i
B0, B C,, BdAdl-dr (35)
A A
onde
-I BT p"
4 B D084 (36)
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c.= (BT ¢ Ban (37)
1= | B Cop B
A
*
e as matrizes D e » que relacionam, respectivamente, incrementos

de esforgos a 1ncremen€os de deformacoes generalizadas (curvaturas) e in
crementos de taxa de deformacao generalizadas, sao obtidas integrando-se
ao longo da espessura as matrizes D C Estas integrais sac apro

ximadas por um somatorio de camadas, nas quais e discretizada a espessu
ra.

4. RESOLUGAO DA EQUACAO GLOBAL

A viscoplasticidade € um fenomeno transiente e por conseguinte o ob
jetivo de um processo de resolucac numérica é determinar os deslocamen
tos, deformacoes e tensdes durante o intervalo de tempo de interesse. Pa
ra um certo instante t, o equilibrio de forcas é obtido usando o método
de Newton-Raphson em sua forma convencional, cuja equacdo incremental &
obtida da condicao de que o vetor de tensdes permaneca na superficie de
escoamento para incrementos de deformacao e velocidade de deformacao. Is
to permite a obtencao de matrizes de rigidez e amortecimento consxsten
tes com a formulacao viscoplastica e o uso de um método tangente. O tem
po € discretizado em intervalos e, em qualquer intervalo At, a equacao
global de equilibrio & dada por:

(1-1) L (1-1) | (1-1) o (1-1) _ (1-1)
K autH s gt gy R-F

, em t + At (38)
onde
R - Vetor de carregamento nodal equivalente
E(i-l) - Vetor das forcas internas resistentes da iteracao anterior
dado, genericamente, por
g-Jg'Tg dV-JI}Tg_*dA (39)
v A

0 algoritmo para determinacao de tais forcas internas € o adotado
na Ref. [3], com uma pequena alteracao na determinagao do ponto de furo
da superficie de escoamento e na definicao da velocidade de deformacao e
quivalente. Encontra-se esquematizado na Figura 6.

A integracao da eq. (38) ¢ feita mediante o uso de um algoritmo de
velocidade constante em cada intervalo. Sejam:

PRCE SR CES SR CO RS )

(40)
apD & ppU-D | 50 gD 1 @® -y -
At
76;_(9(1-1) - v (41)
gD o L g v) - 5D (42)

At
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Fig. 6. Algoritmo para Calculo das Forcas Internas Resistentes
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com U - deslocamento conhecido ao inicio do intervalo.
Levando as eqs. (40) e (42) a eq. (38), obtém-se:

Kéi-l) ;t Qéi l)) U - R- F(1 ~-1) Kéi-l) g(i-l) +

(43)
(i-1) 1 (i-1)
e g bt )

-

Apos atingido o equilibrio (g(i'l) & g(i)), passa-se a outro inter
valo de tempo.

No problema dinamico, deve-se anexar a eq. (38) a parcela referente

as forcas de inércia, obtendo as matrizes KT e CT atraves das Eqs. (36)e
(37,

5. EXEMPLOS

Dois exemplos sao apresentados para ilustrar a aplicabilidade da
formulagdo aqui apresentada. No primeiro pretende-se comprovar o funcio
namento da formulagao, analisando-se uma viga cujo material segue o mode
lo plastico com endurecimento. No 29 exemplo, analisa-se uma placa de
material perfeitamente plastico, onde mostra-se que a formulacao pode de
generar no problema plastico.

5.1. Analise Viscoplastica de uma Viga Biapoiada com Carga Concen-
trada Aplicada no Meio do Vao

A viga biapoiada, cujas caracteristicas e discretizacdo em elemen
tos finitos encontram-se na Fig. 7, & submetida a uma carga concentrada
subita indicada na mesma figura. Tal carga ultrapassa o limite eldstico
do material,provocando plastificacdo. Para acompanhar o fluxo plastico
no tempo, sao plotadas na Fig. 8, na seciao transversal central da viga,
as deformagoes plasticas equivalentes em alguns instantes de tempo, usan
do diferentes valores do parametro € .

IFEIBKN
& 2 D Ih-ZOGm
—— 400m _ R

b= 20em

Figurs 7. Caracteristicas e Discretizacao da Viga
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Pode-se observar, nas curvas tracadas, que tal parimatro controla a
velocidade com que ocorre a plastificagao. Com o tempo, a velocidade de
deformacio decresce até que por fim as deformacdes pldsticas atingem o
valor final, quando o processo estabiliza.

——qn ‘-J.‘-TEN .
] 210%™ ] Esr107%s0c™

4 4
- -
== ==
-& 4£\ >

— P ’rp

._ 5 o
£g210" s0c
i ceme -T2 81074 59c
| ——— - T20002 sec
: :~M‘ - —— TEQAIRQ sec
s - - T{t~0)

T

Deformacoes Plisticas Equivalentes na Secao Transversal Cen-
tral da Viga

Figura 8.

0’,‘/ O

wsh » €33 10 Taee™!
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T80 299¢)

00 .36 .72 W08 144 180

Figura 9. Curvas de Tensac Equivalente x Tempo

Na Fig. 9, para esta secao, no bordo inferior, sao plotadas curvas
tensao equivalente X tempo para os mesmos valores de € s’ pernitindo ob

servar a contracao da superiicie de escoamento com o tempo, até atingir
seu valor final estatico.

5.2. Analise Elastoplastica de uma Placa Biapoiada com Carga Con-
centrada Aplicada no Centro

Uma placa biapoiada (Fig. 10) com espessura de 1l0cm & submetida a
um carregamento proporcional até atingir a ruptura. Tal carga & aplica
da lentamente, usando-se intervalos de tempo grandes em cnda estigio de
carregamento, de forma a que os efeitos de viscosidade nao se verifiquenm.
A anilise viscoplistica se degenera numa anilise elastopldstica.
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E+* 25706 mPg
vs 0
G+ 15 MPg

Figura 10. Estrutura e Discretizacao em Elementos Finitos

Na Fig. 11, comparam-se os resultados obtidos com os da teoria das
charneiras plasticas [6], havendo boa concordancia entre os mesmos, res
salvadas as hipoteses estabelecidas em [6] e a imprecisac no calculo dos
esforcos na proximidade da carga. Assim, a formulacao viscopldstica pro
posta pode ser bem utilizada no estudo do processo de plastificacio,qua&
do nao se pretende acompanhar o fendmeno no tempo.

M/Mp
1004 Comentdrios :
Volores Tedricos :
904 Prup= 300 kn
Mp = 378 XKng.m/m
.80}
.70 — Res. Obtides
.6Q]

50 62 .74 85 .98 110
P/Prup

Figura 11. Curva de Esforgo x Carregamento Aplicado Proximo ao Centro
da Placa

6. CONCLUSOES

Os resultados apresentados confirmam a aplicabilidade da formulacao
proposta. Duas importantes conclusces podem ser obtidas:

1) A formulacao, em conjunto com o algoritmo de integracao no tem
po, apresenta convergéncia independente do intervalo de tempo utilizado
na integracdo. 1Isto confere 3 formulacdo umgrande potencial do ponto de
vista de praticidade, uma vez que erros na avaliacao dos intervalos de tempo a8
colhidos nao impeden o funcionamento do programa. Para intervalos de tempo’ su

ficientemente grandes, nao se acompanha o £1luxo plastico no tempo, obtendo-se
diretamente o resultado plastico.

0 correto acompanhamento do fluxo plastico no tempo estd direta
mente relacionsdo aos parametros utilizados ns eq. (27), que define a in
fluéncia da viscosidade no processc de plastificaggo. De acordo com os
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resultados experimentais citados na ref. [3], tais parametros tém por va
lor:

* - -1
e8 = 10 2 sec

(44)
A = 0.03, para deformagoes ¢ na faixa de 2-3%

A utilizacdo destes valores em outras faixas de deformacdo pode le
var a resultados incorretos, particularucnte no inicio do processo de
plnstificacao, onde as deformacoes sao baixas e a influéncia destes para
metros ¢ marcante, como se observa na fig. 9. Estes valores devem entio
ser calibrados para as varias faixas de deformacao de forma a que o flu
xo plastico seja corretamente acompanhado no tempo. Isto pode ser feito
por ajustamento entre as curvas obtidas com esta formulacdo com as cur
vas de resposta usando as formulacoes viscopldsticas jd existentes.

E posaivel, no caso de cargas de impacto, utilizar também a formula
¢ao apresentada, guiando-se pelo trabalho de Liu e Owen [3].
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