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RESUMEN

En este trabajo se propone una alternativa para la matriz de pre-
condicionamiento a emplear en el método de gradientes conjugados, apli
cado a la solucién por elementos finitos/minimos cuadrados de la ecua-
cidén potencial transénica.

La alternativa propuesta permite reducir, finalmente, el esquema
de gradientes conjugados con precondicionamiento a un método de Newton
Raphson con line search.

ABSTRACT

In this work we present an alternative to the preconditioning
matrix used in the conjugate gradient method when applied to the finite
element/least squares solution of the full-potential transonic equation.

The proposed alternative allows us to convert the preconditioned
conjugate gradient scheme to a Newton-Raphson method with line search.
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INTRODUCCION

La solucién numérica por elementos finitos del problema po-
tencial transénico estacionario posee como una de sus caracteristicas
la dificultad de resolver directamente el sistema no lineal resultante
de la discretizacién. Esto es debido al caricter indefinido de la ma-
triz jacobiana del sistema no lineal en el régimen transénico. Siguien
do el trabajo de Glowinsky, Pironneau y otros abordamos la solucién co
mo un problema de minimizacidén de un funcional, con el empleo en parti
cular del método de gradientes conjugados con precondicionamiento. Se
propone una matriz precondicionante que permite lograr una notable ve-
locidad de convergencia si reducimos el esquema de gradiente conjugado
a uno de gradiente (steepest descent).

METODO DE GRADIENTES CONJUGADOS (MGC) PRECONDICIONADO

Consideremos la resolucién del sistema lineal:
He = b @

por el método de gradiente conjugado, donde H es simétrica y defini-
da positiva. El problema equivale a la minimizacién del funcional si-
guiente:

Fig)=48Hg -b8 +c (@)

El gradiente del funcional es: ZF - .H é - E’_ (S)

su hessiano es: x =
-—t

T

)

Si se utiliza una matriz de precondicionamiento C , defini-
da positiva la direccién de descenso en el MGC estd definida por (ref.
{11):

gss-VF (s)

La mayor o menor convergencia del método estd directamente
ligado al numero de condicidén de la matriz A = ('H, definido aquél
como (ref. [1]):

; (6)
mn | \|
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donde los l‘- son los autovalores de A .

Como caso extremo, usando g = H , se tiene k( =1 ., En
esta situacién puede probarse que el método converge en una iteracioén.

La extension de éstas consideraciones al caso de un funcio-
nal no lineal (vinculado a un sistema no lineal de ecuaciones) permi-
ten obtener el precondicionamiento 6ptimo cuando estamos suficiente-
mente cerca de un minimo del funcional.

Alrededor del minimo, el funcional puede desarrollarse:
Fig) = Fig) + (-] X (8-6) + O1g-6v) )

4
donde ¢‘ es la solucién y 5 es el hessiano en ese punto.

El hecho que Q‘ es un minimizante permite afirmar que
)_(: es definido positivo.

De todo esto, entonces, surge el interés de obtener una apro
ximacién al hessiano suficientemente cerca de la solucién.

PROBLEMA TRANSONICO

El potencial transénico en estado estacionario, considerado
por simplicidad sin sustentacién y sin condicidén de entropia (para eli
minar los choques de expansién), estd dado por:

V.(/V¢) =0 e 2
(8
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La discretizacién por elementos finitos (Galerkin, forma dé-
bil) conduce al sistema no lineal:
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B(g)=6(g) + £ = © o

donde:

G; = j /(ﬂm) Vérm‘ da (10)
2

‘E; = -—//Lh N; drt )
> | |

T 4N
(& B ¢N)T

con:

(12)

M 8>
"

El problema (10) puede resolverse por minimos cuadrados, mi-
nimizando una cierta norma de R (ref. [2],[3],[4],(5]).

T o~

3(¢) = TR A Rig) (=)

donde gé es la denominada matriz laplaciana (simétrica y defini-
da positiva):

A, = | PN de

] (&)

SOLUCION POR GRADIENTES CONJUGADOS PRECONDICIONADO

Para la minimizacién de (13) por MGC tomamos como precondicio
nante, estando lejos de la solucién , a la matriz laplaciana
(14) (ref. [21,(31,(4],[5]). Una vez que estamos cerca de la solucién
resulta interesante obtener una aproximacién al hessiano como precondi
cionante.
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El gradiente de (13) es:

LN - WP

%Ei = -%- ;EE Ash Fa + Z.EL K ;Et

v = KA'R (1)
donde:

. r v 8"\ o,
K= %%--'- /mizl" T )VNJ 2 ()
Q.

es la denominada matriz trangente (
cual ¢

jacobiano del residuo R ), en la
es la velocidad local del sonido.
El hessiano de (13) es:

(%)

El segundo término de (17) es una matriz simétrica y semide-
finida positiva que denotamos:

Ble) = KE'K e
Como se tiene que:
R(Z) =© ")

resulta:

(20)




- 29 -

El primer término de (17) es muy dificil de calcular desde
el punto de vista computacional pero cerca de la solucién, es del or-
den IQ{

En consecuencia, es razonable tomar como precondicionante a
B » una vez que Q se halla suficientemente cerca de la solucién,
lo que puede determinarse en base a la norma del residuo (9).

Una aparente dificultad de este precondicionante es su com-
plejidad ya que estd constituido por el producto de tres matrices.
Sin embargo, si tenemos en cuenta que la operacidn a efectuarse esti
definida por la (5), reemplazando la expresién (15), resulta:

a- - (k8% k8

=

>

R
g=—§g (23)

Vemos entonces que la direccién de descenso resulta la que
se obtendria si hicieramos Newton-Raphson.

Lo anterior sugiere que, una vez cerca de la solucién (fijan
do un criterio en base a la norma del residuo), podria usarse directa-
mente el método de Newton-Raphson combinado con un line-search para es
tabilizar el proceso iterativo; o continuar con gradiente conjugado
con (19) como direccién de descenso. Los casos tratados muestran la
convergencia de la primera alternativa (ver figura 2).

El algoritmo de cdlculo puede escribirse:
lod é(O)

n>»o .

= | @)
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d se sabishe w1 eriter de comvergencia P

l No l s
n= N+4d STOP

&0 T d:

donde € es un pardmetro ! 6 0 que activa o desactiva el MGC.
El procedimiento a seguir puede resumirse como:

1. Gradiente conjugado con precondicionante laplaciana
Q:é €=1

hasta el cumplimiento de algin criterio de cercania de la solucién.
A partir de este punto, la opcidén entre 1.1 y 1.2:

1.1 Gradiente conjugado con precondicionante tangente

S=2(@ €=1

1.2 Steepest descent con precondicionante tangente. & =0

La experiencia realizada indica la superioridad de la opcién
1.2 sobre 1la 1.1 .

TECNICA DE UPWIND

De la solucién directa de (10} surgen, en forma natural, re
sultados con ambos tipos de ondas de choque: de expansidén (violato-
rias del segundo principio de la termodinimica) y de compresién. Estas
soluciones gozan de mayor estabilidad que las soluciones fisicas (ref.

{41).

Con el fin de obtener resultados con valor fisico, eliminando
las ondas de expansién, se hace necesario cumplir de alguna forma la
condicién de entropia a través del choque. Esto puede efectuarse de
muy diversas maneras; la adoptada consiste en el método de la densidad
artificial (ref. [6]).

Se reemplaza la densidad por la expresién siguiente:

YREVENLE - (=)

donde:

=

medida del tamafio de malla

pardmetro de up-wind
igual a N si M > 1
igual a 0 si M £ 1

s : coordenada a lo largo de la linea de corriente.

-
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La derivada »ﬁbs es aproximada en base a valores noda-
les calculados por el siguiente promedio ponderado:

1 - 4 ¥ N da ()
af"’,—_“" ZNLJQ nb

Integrando por partes:

_ |, W N; s.ndn (25]
(%5)‘- - _;A_:;_ / 3:42 + | Ni 21 )
: I

Teniendo en cuenta que la integral sobre el contorno es nula
sobre ° e irrelevante sobre EL , la aproximacidén queda:

W et | L da )
( );, /N:JQ _Q_WM
n

RESULTADOS

Se tomé el ejemplo del cilindro como problema test. En la
Fig. 1 se muestra parte de la malla cercana al semi-cilindro, consti-
tuida por 20 x 10 elementos, con 231 g.d.l..

Los resultados mostrados corresponden a un numero de Mach de
corriente libre M = 0.45 .

La Fig. 2 presenta las historias de convergencia para las di
ferentes alternativas de resolucién:

curva superior : gradientes conjugados con matriz precondicionante la-
placiana.

curva media : gradientes conjugados con matriz precondicionante tan
gente a partir de la iteracion 7.

curva interior : steepest descent con precondicionante tangente a par-
tir de la iteracidn 7.

Es verdad que, en los dos casos ultimos, la necesidad de cal
cular la inversa de la matriz tangente actual en cada iteracién carga
a ésta con mayor tiempo de CPU pero es de sefalar que este incremento
no es significativo frente a la velocidad de convergencia alcanzada
con el método, en particular para el Gltimo caso.

La Fig. 3 presenta la distribucidén de nimero de Mach sobre
el semicilindro para el caso de existencia de ambos tipos de ondas de
choque.
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La Fig. 4 muestra la distribucién de Mach sobre el cilindro
habiendo activado el cilculo de la densidad modificada o up-wind.

Ls Fig. 5 presenta una comparacién de la convergencia del mé
todo Newton con line-search cuando se activa el up-wind en la densidad:
la curva inferior (idéntica a la de Fig. 2) corresponde a la solucién
simétrica de la Fig. 3 y la curva superior al caso de la Fig. 4.

Otro caso tratado fue el de un perfil NACA 0012 a sustenta-
cién cero. La Fig. 6 muestra parte de la malla de elementos bilineales,
constituida por 20 x 10 elementos y 23} g.d.l. .

La Fig. 7 presenta una comparacién de convergencia para
M=0.78 y sin up-wind entre:

curva superior : gradientes conjugados con precondicionante laplaciano.

curva interior : steepest descent con precondicionante tangente a par-
tir de la iteracidém 10.

La Pig. 8 muestra la distribucién de nimero de Mach sobre el

perfil para M = 0.78 y sin cdlculo up--wind de la densidad, observin
dose ambas ondas de choque.
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Figura 1 : malla de elementos bilineales. Cilindro circular.
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Figura 2 : comparacifn de precondicionamientos para las altema-
tivas de solucibén. Cilindro M=0.45 sin upwind.
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Figura 3 : distribuciSn de n°de Mach scbre el semicilindro.

M=0.45 sin uypwind (choques de los dos tipos )
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Figura 4 : distribucifn de n®de Mach sobre el semicilindro.

M=0.45 oon upwind en la densidad.
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Figura 5 : camparacién convergencia del método Newton con line search
con y sin upwind en la densidad.
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Figura 6 : malla de elementos bilineales. perfil NACA 0012.
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Figura 7 : convergencia NACA 0012 sin upwind.
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Figura 8 : distribucién de n°de Mach scbre el perfil,
M=0.78 sin upwind.




