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En este trabajo se propone una alternativa para la matriz de pre-
condicionamiento a emplear en el metoda de gradientes conjugados, apli
cado a la soluci6n por elementos finitos/minimos cuadrados de la ecua-
cion potencial transonica.

La alternativa propuesta permite reducir, finalmente, el esquema
de gradientes conjugados con precondicionamiento a un metodo de Newton
Raphson con line search.

In this work we present an alternative to the preconditioning
matrix used in the conjugate gradient method when applied to the finite
element/least squares solution of the full-potential transonic equation.

The proposed alternative allows us to convert the preconditioned
conjugate gradient scheme to a Newton-Raphson method with line search.



INTRODUCCION
La soluci6n numer1ca por elementos finitos del problema po-

tencial trans6nico estacionario posee como una de sus caracteristicas
la dificultad de resolver directamente el sistema no lineal resultante
de la discretizaci6n. Esto es debido al caracter indefinido de la ma-
triz jacobiana del sistema no lineal en el regimen trans6nico. Siguie~
do el trabajo de Glowinsky, Pironneau y otros abordamos la soluci6n c2
DO un problema de minimizaci6n de un funcional, con el empleo en part!
cular del metodo de gradientes conjugados con precondicionamiento. Se
propone una matriz precondicionante que permite lograr una notable ve-
locidad de convergencia si reducimos el esquema de gradiente conjugado
a uno de gradiente (steepest descent).
KETODO DE GRADIENTES CONJUGADOS (HGC) PRECONDICIONADO

por el metoda de gradiente conjugado, donde H es simetrica y defini-
da positiva. El problema equivale a la minimizaci6n del funcional si-
guiente:
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La mayor 0 menor convergencia del meto~ esta directamente
ligado a1 nUmero de condici6n de 1a matriz A = C'H , definido aquel
como (ref. [1): - -=
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donde los ).. son los autovalores de A.& •
Como caso extrema, usando ~. H , se tiene k(~. 1 • En

esta situacion puede probarse que el meto~o converge en una iteracion.
La extension de estas consideraciones al caso de un funcio-

nal no lineal (vinculado a un sistema no lineal de ecuaciones) permi-
ten obtener el precondicionamiento optima cuando estamos suficiente-
mente cerca de un minimo del funcional.

Alrededor del minimo, el funcional puede desarrollarse:

{ es la solucion y

El hecho que '2,-
es definido positivo.

,,-~ es el hessiano en ese punto.
es un minimizante permite afirmar que

De todo esto, entonces, surge el interes de obtener una apr~
ximacion al hessiano suficientemente cerca de la solucion.

El potencial transonico en estado estacionario, considerado
por simplicidad sin sustentacion y sin condicion de entropia (para ell
Minar los choques de expansion), esta dado por:
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La discretizacion por elementos finitos (Galerkin, forma de-
bil) conduce al sistema no lineal:



13 (~) -= G(~) + g = 0

donde:
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E1 problema (10) puede resolverse por minimos cuadrados, mi-
nimizando una cierta norma de ~ (ref. [2],[3],[4],[5]).

donde ~ es 1a denominada matriz 1ap1aciana (simetrica y defini-
da positiva):

SOLUCION POR GRADIENTES CONJUGADOS PRECONDICIONADO
Para 1a minimizaci6n de (13) jor MGC tomamos como precondici2

nante, estando 1ejos de 1a soluci6n ~ ,a 1a matriz 1ap1aciana ~
(14) (ref. [2),{3),[4),[S)). Una vez que estamos cerca de la solucion
resu1ta interesante obtener una aproximaci6n al hessiano como precondl
cionante.



Kq ~ :;, ~ 1/m~(I - 14<.~~)9Ilj.!J2
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es la denominada matriz trangente (jacobiano del residuo ! ),en la
cual c es la velocidad local del sonido.

El hessiano de (13) es:

~ ..
~J

El segundo termino de (17) es una matriz simetrica y semide-
finida positiva que denotamos:

8(l) :::0



E1 primer termino de (17) es muy difici1 de ca1cu1ar desde
e1 punta de vista computaciona1 pero cerca de 1a solucion. es del or-
den It!-fl .

En consecuencia. es razonab1e tomar como precondicionante a
I . una vez que ~ se ha11a suficientemente cerca de 1a solucion.
10 que puede determinarse en base a 1a norma del residuo (9).

Una aparente dificultad de este precondicionante es su ca.-
plejidad ya que esta constituido por e1 producto de tres matrices.
Sin embargo. 5i tenem05 en cuenta que la operacion a efectuarse e5ta
definida por 1a (5). reemplazando la expresion (15). resulta:

~ = - (~~~~)-~ !S ~~g
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Vemo5 entonces que la direccion de descenso resulta 1a que
5e obtendria 5i hicieramos Newton-Raphson.

Lo anterior sugiere que. una vez cerca de la soluci6n (fijan
do un criterio en base a 1a norma del residuo). podria usarse directa-
mente el metoda de Newton-Raphson combinado con un line-search para e~
tabilizar e1 proceso iterativo; 0 continuar con gradiente conjugado
con (19) como direcci6n de descenso. Los casos tratados muestran 1a
convergencia de la primera alternativa (ver figura 2).

E1 algoritmo de calculo puede escribirse:
M ~tol

C (Il' = _ ~'" A'" r!"=~ ==-

"llol = '3,(0)
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1 0 0 que activa 0 desactiva
seguir puede resumirse como:
precondicionante laplaciana

11 procedimiento a
Gradiente conjugado con

hasta el cumplimiento de algun criterio de cercania de la solucion.
A partir de este punto. la opcion entre 1.1 y 1.2:

1.1 Gradiente conjugado con precondicionante tangente

1.2 Steepest descent con precondicionante tangente. ~.o
La experiencia realizada indica 1a superioridad de la ope ion

1.2 sobre la 1.1 .
TECNICA DE UPWIND

De la solucion directa de (10) surgen. en forma natural, r~
sultados con ambos tipos de ondas de choque: de expansion (violato-
rias del segundo principio de la termodinamica) y de compresion. Estas
soluciones gozan de mayor estabilidad que las soluciones fisicas (ref.
[4]).

Con el fin de obtener resultados con valor fisico. eliminando
las ondas de expansion. se hace necesario cumplir de alguna forma la
condicion de entropia a traves del choque. Esto puede efectuarse de
muy diversas maneras; la adoptada consiste en el metodo de la densidad
artificial (ref. (6).

Se reemplaza la densidad por la expresion siguiente:

1=/-r'n

h medida del taaano d••• lla

~
parimetro_de up-wind
igual a 140

si H > 1
igual a si H <. 1

• coordenada a 10 larlo de la linea de corriente.



La derivada ~/~S es aproximada en base a valores noda-
les calculados por el siguiente promedio ponderado:

Integrando por partes:

I~) :=. A [- )1 ~ J.a. .,.il JJi ~.!lJ,,]
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Teniendo en cuenta que la integral sobre el contorno es nula
sobre ro e irrelevante sobre r.o ,la aproximacian queda:

Se toma el ejemplo del cilindro como problema test. En la
Fig. 1 se muestra parte de la malla cercana al semi-cilindro, consti-
tuida par 20 x 10 elementos, con 231 g.d.l •.

Los resultados mostrados corresponden a un nUmero de Mach de
corriente libre H· 0.45 .

La Fig. 2 presenta las historias de convergencia para 1as dl
ferentes a1ternativas de resolucian:

gradientes conjugados con matriz precondicionante 1a-
placiana.
gradientes conjugados can matriz precondicionante tan
gente a partir de la iteracian 7. -

curva interior : steepest descent con precondicionante tangente a par-
tir de la iteracian 7.

Es verdad que, en los dos casos ultimos, la necesidad de ca!
cular la inversa de la matriz tangente actual en cada iteracian carga
a esta con mayor tiempo de CPU pero es de senalar que este incremento
no es significativo frente a la velocidad de convergencia alcan~ada
con el metoda, en particular para el ultimo caso.

La Fig. 3 presenta la distribucian de n6mero de Hach sobre
el semicilindro para el caso de existencia de ambos tipos de ondas de
choque.



La FiB' 4 muestra 1a distribuci6n de Mach sobr•• 1 cilindro
habiendo activado el ca1cu10 de 1a densidad .odificada 0 up·wind.

La Fig. 5 present. una co.paraci6n de 1a conv.rlencia del m!
todo Hevton con line-search cuando se activa .1 up-wind en la densidad:
la curva inferior (identica a la de Fil. 2) corresponde a 1a so1uci6n
.t.etrica d. la Fig. 3 y la curva superior al ca.o de 1a Fil. 4.

Otro caso tratado fue el d. un perfil NACA 0012 a au.tenta-
ci6n c.ro. La Fil. 6 mu.stra parte d. la ••lla d. el•••ntos bilineales.
constituida por 20 x 10 elementos y 231 B.d.l ••

La FiB. 7 pr.senta una comparaci6n de conv.rlencia para
H • 0.78 y sin up-wind entre:
curva superior gradientes conjugado. con precondicionante laplaciano.
curva interior : steepest descent con precondicionante tanlente a par-

tir de la iteraci6n 10.
La Fig. 8 muestra la distribuci6n de nu.ero de Hach sobre el

perfil para H· 0.78 y sin calculo up--wind de la densidad. observa~
do.e aabaa ondas de choque.
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Figura 8: d.1.stribuci6n de n-de MilIch sabre el perfil.

M-O.78 sin qlWind.


