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En este trabajo se presenta un metoda original para resolver pro-
blemas de autovalores derivados de estudios de estabilidad estructural
en presencia de restricciones de contacto unilateral. La soluci6n nUBi-
rica del problema se obtiene minimizando el cociente de Rayleigh, por
medio de un ~todo de gradiente conjugado proyectado. El algoritmo per-
mite obtener Is carga de pandeo de estructuras con contacto y sus posi-
bilidades se muestran a traves de algunos ejemplos siaples.

In this paper a new iterative method to solve an eigenvalue
problem subject to linear homogeneous inequality conatraints is present-
ed. This approach allows to study the linearized equilibriua path
stability of a structure submitted to unilateral contact conditions.
The solution is obtained by using a projected conjugate gradient tech-
nique to miniaize the finite element discretized form of the Rayleigh
quotient. The well behaviour of this algoritn. is illustrated on some
siaple applications of structural mechanics.



Antes de comenzar un analisis no lineal de la respuests complets
de una estructura sometida a cargas desestabilizantes, puede ser de gran
ayuda el estudio del problema de estabilidad lineal en e1 instante ini-
cial. Esto puede servir para:
- definir una malla adecuada para el analisis no lineal,
- introducir, en caso de aer necesario, una imperfeccion geometrica se-

gGn ese modo de pandeo, y
- tener una idea de la carga cr!tica y del primer incremento de carga a

dar (1).

Ademas, para el fenomeno de bifurcacion deade una trayectoria no
lineal, a para el fenomeno de inestabilidad por punta limite, un estudio
del problema linealizado de estabilidad en forma incremental, permite de
tectar la proximidad de puntas de bifurcacion. Par otra parte, juntamen~
te con un metoda incremental/iterativo en el espacio carga-desplazamien-
to [2,3), la solucion de ese problema de autovalores proporciona la se-
leccion de un incremento optimo para la carga en el paso siguiente [4).

Cuando la estructura, objeto del estudio de estabilidad, esta some-
tida a condiciones de contacto unilateral, can una superficie rigida 0
deformable, es de interes poder tener una buena estimacion de la carga y
modo de pandeo compatibles con esa restricci6n.

El problema de abollamiento de una placa con condiciones de contac-
to unilateral ha sido recientemente resuelto par Bezine et al. [5J por
el metodo de ecuaciones integrales de borde. El metodo utilizado se basa
en incrementar iterativamente la rigidez artificial asociada a los nodos
que violan las condiciones de contacto. Este procedimiento requiere la
solucion de un problema de autovalores en cada una de las iteraciones.

Otra manera de resolver este problema es mediante tecnicas de per-
turbacion. La estructura puede perturbarse, par ejemplo, mediante un des
plazamiento impuesto. Un analisis no lineal permite determinar el valor-
de la carga exterior que anula la reaccion asociada al desplazamiento im
puesto. Esta carga y la configuracion deformada son aproximaciones a la-
carga de pandeo y el modo asociado. As! pueden analizarse estructuras
con contacto unilateral, sin embargo la eleccion adecuada de la zona y
amplitud de la perturbacion no es siempre obvio para estructuras comple-
jas.

En este trabajo presentamos un nuevo metodo iterativo, que ha sido
sugerido en [6J, para resolver un problema de autovalores sujeto a res-
tricciones homogeneas de desigualdad, por minimizacion del cociente de
Rayleigh mediante un me todo de gradiente proyectado conjugado. Este me-
todo ha sido aplicado por Geradin [7J al analisis de vibraciones libres;
mas recientemente, Papadrakakis et al. [8J mostraron mejoras en la velo-
cidad de convergencia del algoritmo utilizando un procedimiento de pre-
condicionamiento, para aplicar al caso de grandes sistemas. Extendemos
aqu! ese procedimiento para problemas linealizados de pandeo en presen-
cia de condiciones de contacto unilateral.

A continuaci6n se describe el problema a resolver y se examinan a1-
gunas propiedades del cociente de Rayleigh. Luego se presenta el algori~
me del gradiente conjugado aplicado a la minimizacion del cociente de
Rayleigh. Las modificaciones propuestas para el caso de problemas con



contacto ae preaentan a continuaci6n. Finalmente se .uestran a1aunos
ejemplos que, aunque aencillos, pe~teo viaualizar el comportaaiento 1
S us \'08ibi11dade8 de ap licacioo.

Estamos interesados en el estudio de la carga critica de una estrue
tura en presencia de condiciones de contacto unilateral. Esto silnifica-
que parte de la estructura puede estar en contecto con apoyoa, u otras
estructuras, de manera unilateral, esto ea, hay una restricci6n al d.s-
plaz~iento en un 8entido pero no en el aentido opuesto. Un tipo de res-
tricciones tales, en un problema de estabilidad adquiere sentido sol..-n
te si las restriccionea 50n homol'neas. E8to significa que •• excluirla-
las restricciones para las cuelea sea necesario un "juego" antes de e_
trar en contacto. Esta li.itaci6n aparece porque el modo de pandeo de la
estructura tiene sentide en proxiaidades de la configuracion actual y,
siendo su magnitud indeterminada, aieapre es posible encontrar una cona-
tente multiplicativa que lleve la elastica dentro de los valorea de e••
"juego" y por 10 tanto el contacto seria inefectivo. Debe notarse que,
habiendonos restringido al caso de estructures inicialmente en contacto
(juego nulo) , el modo de pandeo resulta indeterminado y puede ser multi-
plicado por una constante que, no obstante, debe ser positiva.

Dentro de las liaitaciones que he-os indicado pueden analizarse, eo
un vasto campo de aplicaciones, estructuras en contacto unilateral con UIl

medio dgido, COJM) es el caso de apoY08 _ilaterales, 0 COD un _dio de-
formable, como es el caso de contacto con otras estructuraa.

Consideraremes abara un sisteaa estructural diacretizado por el .a-
todo de los elementos finitos, en modelo de deaplazaaientos, con n gr~
dos de libertad. El proble •• linealizado de estabilidad, del sist ••• sin
restriccioDes, conduce al problema de autovalores.

donde 9 representa el vector de desplazaaientos nodales, X la matriz
de rigidez y S la matriz de estabilidad, funci6a del estadO de tensio-
nes. El parametro A describe la intensidad de la carga aplicada. La e-
cuaci6n (2.1) permite calcular una carga critica con las matricea linea-
les evaluedas en la configuraci6n inicial. Pero taDbien puede ser apli~
da en sentido incremental, con la matriz de rigidez tangente, e incluye~
do en la matriz de estabilidad la contribuci6n de 108 desplazaaientos a~
tuales, de las cargas seguidoras y del comportaaiento no lineal del •• t~
rial. Laa carga. critica. evaluadaa deade algun •• configuracionea defor-
madas en el rango pre-critico pueden ayudar a detectar la proxiaidad de
eventuales bifurcaciones 0 puntos limites.

El problema de autovalorea (2.1) tiene n pares de soluciooes (Ak.
qk) • El menor autova10r Al correaponde a la carga critica y el auto-
vector ql es su forma modal aaociada. Ray vario. metodos para resolver
(2.1) y pueden ser agrupados, en general, en cinco grupos segun aea la
propiedad basica que se utiliza en la solucioo [14]: a) Metodos de iter~
ci6n vectorial, b) Metodoa de trans formaci6n , c) TEcnicas de iteraci6n
polin6mica, d) MEtodoa que esplean 1•• propiedades de 1a secuencia de
Stura, y e) ~todo8 haa.dos en 1a mini.izaciSn del cociente de Rayleigh.
Existen tambiEn varios m'todos que utilizan combinaciones de t'cnicaa
provenientes de esos cinco grupos.



ta apropiado para nuestro problema. Permite ca1cular el menor autovalor
Y. como se vera, es posib1e incluir condiciones de contacto unilateral.
Por otra parte, las operaciones requeridas por el algoritmo son produc-
tos de matrices por vectores, productos que pueden ser realizados a ni-
vel de los elementos sin requerir el ensamble de las matrices globales.
Esto puede ser una ventaja interesante en e1 caso de grandes sistemas,
en 10 que respecta alas necesidades de a1aacenaaiento en memoria princi
pal. -

E1 cociente de Rayleigh, para e1 problema (2.1). se escribe
T TA • (~ ~~) / (~ ~~)

E1 misme tiene un valor estacionario en proximidades de un vector propio
y cuando q se hace igual a ese vector propio A ea su autova10r aso-
ciado. E1 cociente (2.2) es un m{nime, e igua1 a1 primer autova10r Al '
para un vector ~ igua1 a1 primer modo ~1 •

Si aplicamos un procedimiento para obtener e1 .{nimo de (2.2) para
una estructura con condiciones de contacto unilateral. debe agregarse al
problema un conjunto de restriccion.a de deaigualdad. y e1 .ismo queda
formulado de 1a siguiente manera:

T Tminimizar A • (~ ~~) / (~ ~~) (2.3)

me se
tando
de C
tipo:

Donde e1 conjunto de restricciones de desigualdad es homogeneo, co-
menciono anteriormente. La matriz C es de dimension nxp resul-
(2.4) en un nGmero de p restriccione •• Las componentes no nu1as
son I 0 -1 10 que implica que (2.4) contiene restricciones del

qr ± qs
etc. La 1imitacion que impondremos
componente de q, por ejemp10 qr
sigua1dad de (274).

sobre estas restricciones es que una
, pueda aparecer solamente en una de-

En 1a seccion siguiente escribiremos el a1goritmo del gradiente con
jugado para e1 problema sin contactos. En 1a seccion 4 presentamos e1 aT
goritmo propuesto para e1 caso de problemas con contactos unilaterales.-

3. METODO DEL GRADIENTE CONJUGADO PARA MINIMIZACION DEL COCIENTE DE
RAYLEIGH

Las tecnicas de m~n~m~zac~on son metodos iterativos que proceden s~
gUn 10s tres pasos siguientes [9J:

a) determinacion de una direccion de busqueda s tal que 1a funcion ob-
jetivo decrezca en esa direccion;

b) bGsqueda de un paso optimo que minimice 1a funci6n objetivo en 1a di-
reccion 5;

c) ca1cu10 de la nueva aproximaciona1 pun to correspondiente a1 m!nimo
anterior de la funcion objetivo.

Los distintos algoritmos existentes difieren en e1 primer paso. El
metoda del gradiente conjugado es una tecnica de minimizacion basada en



el gradiente, que utiliza el concepto de conjugancia de direccione. de
busqueda sucesivas con respecto al Hessiano de la funcion objetivo.

Utilizaremos 1& formulacion debid& & Fletcher y Reeves [10], que
presenta la ventaja de poder aer aplicable &1 caso de funciones no linea
les generales. Este proceso converge en un nGmero de iteraciones a 10 s~
mo igua1 al nGmero de variables n cuando la funcion objetivo e. cuadri
tica. En e1 caso de funciones no cuadriticas, el algoritmo pierde esta -
propiedad de convergencia; sin embargo la propiedad de terminacion cua-
dratica puede asegurarse si el proceso se reinicia, con una iteracion de
gradiente puro, despu6s del uso de n+l direcciones conjug&das.

Aplicaremos el a1goritmo del gradiente conjugado a la deter~nacion
del valor estacionario extrema del cociente de Rayleigh que corresponde
a1 modo fundamental de pandeo [7]. £1 proposito es buscar 81 m!nimo de
1s funcion

Descripcion del algoritmo:
A. Inicia1izacion:

A.2. C8lculo de .\(~) y de au gradiente !(~)en este punto
oT

~ ~
0

.\0 m A(~O)
q

oT 0

~ S ~

OA(~i + (1i si)
-------- 0O(1i

De 1a ecuacion (3.5) e1egimos
objetivo .\(~) resolviendo

ui(Qi)2 + vi Qi + vi _ 0

ui _ (siT K si) (~iT S .i)

vi (siT K si) (~iT ~ ~i)

(~iT!!i) (siT s .i)

(~iT ~ ~i) (siT S .i)



1.2. Nueva aproxi_cion para ~ '1 ).

qi+l • qi + ai ai
- *

HIT K i+l~ _ 9
·+IT 1·+1

~
1 S- ~

donde £1 Y £ aon tolerancias para la convergenc~a. Si las relacio-
nes (3.10) y (3~11) se verifican aimultineamente. ).1+1 y qi+l son
reapectivamente el primer autovalor y el primer autovector del problema
(2.1). dentro de laa tolerancias prescriptas. Si no. el proceso iterati-
vo continua en el paso 1.4.

HI
!

2(~ ~i+l _ ).i+l ~ 9i+1)

i+lT S i+l
~ - ~

donde Bi ~e calcula de la siguiente manera. Para cualquier funcion. el
valor de B1 aurge de la construccion de direcciones conjugadas sucesi-
vaa en la metrica del Hessiano de la funcion objetivo. 0 sea:

·+IT .
81 H s1 • 0

de donde la expresion para el parametro de conjugancia es

!i+lT H si

siT H si

Sin embargo. utilizaremos para Bi una expresion mas simple sugerida
por Fletcher y Reeves [10] y tan eficiente como (3.16) [11]. basada en
una aproximaci6n local cuadritica para ).(~) • que puede escribirse:



i+1
!

i) Si 1a convergencia del proceso no se 10gra a1 cabo de un nu-ro de
iteraciones igua] al nGmero de variables incognitas, e1 a1gorit-o
debe ser reiniciado con una iteracion de gradiente puro. Para el10
se hace cero ai en Is relacion (3.13) y se va a1 paso B.l.

ii) Los product08 K 2HI
~ ~

HI pueden ca1cu1arse de foraay recu-
rrente haciendo-

~!i+l .~ ~i i ~ si+Cl.
y

~ 2
i+l • ~ 2 i i 5 i+ (l* S

iii) La convergencia del algoritmo es muy sensible a1 nGmero de condicio
namiento de la matriz ~. Se han desarrol1ado varias tecnicas para
reducir el nGmero de co;dicionaaiento de la aatriz de rigidez. Pa--
padrakakis et ale (8]usan un gradiente precondicionado para ini-
ciar el a1goritmo. Geradin [7] menciona una transforaAcion de esca-
1a que permite e1iminar el nGmero de condicionaaiento artificialmen
te alto proveniente de una inadecuada e1eccion de 1&& unidades de -
las magnitudes. La transforaacion de escala puede escribirae asi:

q • D q*

Y
*T x* 2*~A • *T * * (3.18)

~ S ~

K* • DT K D

D • d~ag (X-1/2)
- rr

4. MINIHIZACION DEL OOCIENTE DE RAYLEIGH CON CONDICIONES DE CONTACTO
UNILATERAL

minimizar A(~) ~T !~
(4.1)• -t--

~ ~ ~

sujeto a ~(~) .~T ~ ~ 0 (4.2)-
donde 1as co1umnas de C, cuya dimensiOn es nxp (dimension del siste-
ma por nGmero de restricciones), son los gradientes de 188 restricciones
homogeneas lineales ~(~) , es decir



c: q ~ 0
-J -

Limitaremos los tipos de restricciones a los casos en que la matriz C
esta compuesta por 0, I, 0 -1 ; y mas aun, ea cada linea de f pueda
haber solamente una componente distinta de cero.

Antes de describir el algoritmo, haremos algunos comentarios sobre
el metoda de solucion:

i) Si el vector q es un punto adaisible, es decir perteneciente al
conjunto de puntos que satisfacen (4.2), se puede definir un nGme-
ro de restricciones activas a < n , tal que

C: q • 0-J -

C: q > 0-J -
En presencia de restricciones lineales, se introducen varias modifi
caciones en las reglas del algoritmo de ainimizacion, que permiten-
decidir cuando una restricci5n se activa e, inversamente, cuando
una restriccion activa debe desactivarse.

ii) Se utiliza una tecnica de proyeccion para realizar un mov~~ento a
10 largo de direcciones desceadiente. situadas sobre el contorno
del espacio admisible, esto es el conjunto de p~to. que satisfacen
las restricciones de desigualdad. Eate metoda conduce a un procedi-
miento de gradiente proyectado conjuaado cuando las sucesivas dire£
ciones de bGsqueda son conjugadas.

Definiremos la matriz N (nxa) de gradientes de las restricciones
activas en el punto qi-~

La iteracion actual debe conducir, imponiendo las relaciones (3.8)
a un punto todav1a admisible. Para verificar esta condicion, Rosen
[12] usa una di reccion de descenso si contenida en el "plano tan-
gente" Ma, defin;do por la interseccion de las restricciones act.!.
vas en el punto ql (si estas restricciones son linealmente inde-
pendientes, como en nuestras hipotesis), esto es:

M • {si : NT si • O}a _a _

Si esta condicion se respeta, las restricciones activas en el pun to
qi son todavia activas en el punto qi+l . Para eliminar, eventual
mente, una restriccion de la base activa, utilizaremos una estrate-
gia que se explicara mas adelante. La matriz de proyeccion ortogo-
nsl del gradiente en el "plano" Ha puede escribirse:

P I - N (NT N )-1 NT (4.8)
-8 -a _a _a -a

iii) En el caso de una funcion objetivo no lineal general, el procedimien
to de las di rece i~nes de b(isquedasconj ugadas tiene que ser reinieiado -



(con una iteracilSn de gradiente puro) • ..,asea cuando se produce
un cambio en la base de restriccioaes activas, 0 despues de en-a)
iteraciones en Is base actual.

A.1. Generacion de un vector
ciones est€n inactivas.

valores iuiciales de la funcion y su gradiente
T

qO ~ ~o
AO _ ----

To
~

2{! ~o _ AO ! ~o)

~o ~ ~o

A.3. Matriz de proyeccion inicial, suponiendo que todas las restriccio-
nes estan inactivas

pO _ I
-a

A.4. Determinacion ~e la direccion inicial de busqueda

B. Proceso iterativo, en la iteracion i+1

B.l. n.terminacion del paso ai a 10 largo de la direcci6n de blisqueda
S1 ; eventual activacion ade una nueva restriccion.

iEl parametro aa se calcula miniaizando la funcion objetivo sobre
la direccion ~i , sin violar alguna restriccion:

i . -i i}aa - m1n {a ,a.
el maximo valor admisible se define como:

T i. {C.-q}-1 . ~ _

a - ~n - cT si
_k _

bajo la suposicion de que hay a restricciones activas en la iteracion
anterior; y donde ai proviene de la condicion de minima de la funcion
objetivo •

a A{~i + ai si)
----~i---.0a a

La solucion de (4.14) esta dada por las relaciones (3.6) y (3.7).
Si ai es igual a ai , el m!nimo de A{q_) a 10 largo de la direcciona •



!i esta situado sobre e1 dominio adaiaib1e. In este caso
pi+1 pi y e1 a1goritmo sigue en e1 paso B.2.
-a ~a

S' i1 Qae1 operador
no es igual a Q~, sparece una nueva restriccian activa y

de proyeccian actual es

doude Ni+1 se forma a partir de
restric~f6n que se he activado.

1.2. Nueva aproximacion del vector ~ , .1 cociente de Rayleigh y su gr!.
diente

HI " 'i
q = 91 + a1 a-- a _

l'+lT '+1
q ~ ~1

l'+lT '+1
~ ~ ~1

HI
~

Si no hay restricciones activas,
en e1 punto B.4.

En caso contrario, se evalGa una .stimacion de 108 mu1tiplicadores
de Lagrange asociada alas restricciones activas, como

HI 'IT '+1 1 '+iT 1"+1 (4.19)
r (NH U1

) - N1 _8_a -a _a

Si todas las componentes de ! aon no negativas, va a B.4 para ve-
rificar la convergencia. De 10 contrario, 1a restriccion que correspon-
de a la componente negativa de _nor valor r se elimina de la
base activa. Se determina una nueva matriz Ni+l eliminando, de esa ma-
triz el gradiente de esta nueva restriccion -ainactiva. Se calcula pi+l
con la formula (4.15) y se continua con el paso B.4. _a

De igual manera que en la seccion 3. Si las relaciones (3.10) y-+l
(3.11) ae verifican simu1taneamente, se alcanza la convergencia y A1
y qi+l son, dentro de las tolerancias establecidas, el primer autova-
lor-y autovector del problema (2.1) sujeto alas restricciones (4.2), 5i
no Be alcanza convergencia el proceso continua en B.S.

_pi+l gi+l + Si si
_a _



donde el parametro 8i se evalua por (3.17) can el gradiente proyeeta-
do, es decir

IIpi+! gi+1\12~a _
. . 2

IIp~ g~1I-a ~
La siguiente iteracion se realiza regresando al punta B.1.

En relacion al punta B.3, la estimacion de un 8Ultiplieador de la
restriccion activa es una imagen de la ganancia obtenida en el de-
cremento de la funcion objetivo, si la restriccion correspondiente
se retira de la base activa. Sin embargo estas estimaciones son p0-
co precisas cuando no se realizan en proximidad de un punta estacio
nario. Puede presentarse un fen6meno de zig-zag que reduce la velO:
cidad de conversencia. Para evitar este inconveniente Zoutendijk
[13] propone la estrategia siguiente: si una restrieeion previamea-
te quitada de la base activa, se agrega a ella nuevamente, esta re~
triecion se mantiene aetiva independientemente del signo del 8Ulti-
plicador asociado, basta que se alcanee un punto estaeionario en
esa base.

Con respecto al punta B.5, si hay un cambia en el nu.ero de restrie
eiones aetivas, en la iteraeion actual i+1 (es deeir r~+1. t~):
0, si el algoritmo completa n-a iteraeiones deade a1 61ti.a caa-
bio en la base activa, el proeeso se reinicializa can una iteracion
de gradiente puro. El escalar 8i se anula en la relacion (4.20).

Se describen a continua cion algunos ejemplos simples procesados par
SAMCEF [16] a fin de mostrar el desempeno del algoritmo. En primer lugar
debe indicarse que, cuando se aplico el procedimiento al caso de estruc-
turas sin eontaeto, se obtuvieron los mismos resultados, para el primer
modo, que los obtenidos mediante otros metodos de solucion (par ejemplo,
el metodo de Lanczos).

De igual manera, euando el primer modo de pandea de una estructura
can condiciones de contacto unilateral puede desarrollarse sin activa-
cion de esos contactos, el valor de la carga cr{tiea y el modo asociado
obtenidos con este procedimiento, coincide con aquellos calculados con
el metoda de Lanczos para la estructura sin contacto. Ese es el caso de
la columna empotrada-libre, con un contacto unilateral en su extrema, co
mo muestra la figura 1. Se obtuvo en este caso la earga critica de Euler
y la observacion que debe hacerse es que el modo puede ser multiplica-
do por un factor de cualquier magnitud, pero positivo a fin de no violar
las condiciones de restriccion.

El vector inieial, en este caso tenta valores unitarios en todos
los grados de libertad y las tolerancias fueron £ 1· £2 • 10-7 • Para la
estructurs modelads con 8 elementos de viga de Bernoulli, se precisaron
74 iteraciones para la convergencia total.

El primer ejemplo en que el modo de pandeo se desarrolla con una
partieipacion activa de Ias restricciones es, cuando a la misma columna
se Ie colocan dos contactos uniiateraies actuando en sentido opuesto. Es
tos contactos, representados can triangulos negros en Ia figura 2, estan
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ubicados a un 50% y 75% de la altura de la columna. £1 modo de la figura
1 se ve ahara impedido y el primer modo obtenido can el algoritmo pro-
puesto se muestra en figura 2. Corresponde a una carga critica 2.53 Pe.
Esta carga es intermedia a las del primero y segundo modos de la columna
de Euler sin restricciones de contacto, cuyos valores son Pe y 9.0 Pe
respectivamente. Esto esta de acuerdo can la propiedad de separacion de
loa autovalorea de sistemas con restricciones.

Esta estructura fue modelada can 4 elementos de viga y, para tole-
rancias £1. £2 • 10-4 , se requirieron 25 iteraciones para la convergen
cia coapleta. El vector inicial se tomO can valores unitarios en todos -
los gradoa de libertad, y con signa cambiado irente al contacto del me-
dia de la vista para no violar las condiciones de contacto.

Finalmente se estudio una columna biarticulada, cargada axialmente
y apoyada sabre una pared rigida (figura 3). Para forzar un primer modo
can contactos activoa, Be coloco un resorte a aitad de la altura. La
constante de este resorte 8e eligio de forma que el primer .ado del sia-
tema sin contactos fuera asimetrico. En la figura 4 se muestran 108 dos
primaros .ados del sistema sin restriccionea de contacto. Cuando se agre
ga la pared, el primer modo del sistema can contactos unilaterales pasa-
a ser el que se muestra en la figura 3. Este ejemplo fue presentado par
Delsemme y Laachet [16], quienes obtuvieron una carga critica imponiendo
un juego transversal en un punta de la columna, que la aepara de su con-
figuracion recta. En correspondencia con ese punta aparece una reaccion
cuando la estructura esd descargada axialmente. A medida que a\8enta la
carga axial, la reaccion esa disminuye y se anula al alcanzarse el valor
de la carga critica. Asi, usando una malla de 10 elementos rectangularea
de estado plano para modelar la columna, en ref. 6 obtuvieron una carga
critica igual a 1.39 Pr ,siendo Pr la carga critica de la estructura
sin contacto (figura 4-a).

AI aplicar el proceso descripto en este trabajo, con una malla de
20 elementos de viga, se obtuvo una carga critica de 1.33 Pr • En este
caso el problema tenia 59 grados de libertad libres y 19 condiciones de
restriccion. Con una tolerancia de 10-7 para ambos tests, ae requirio
360 iteraciones para una convergencia comp1eta. Se tomO como partida ua
vector unitario.

A traves de 10s casas presentados puede verse que e1 algoritmo pro-
puesto permite calcular la carga critica para estructuras can condicio-
nes de contacto uai1ateral. Queda aGn par estudiarse las posibilidades
de este algoritmo cuando se aplique a un rango mayor de estructuras y
problemas, como a8i tambien las formas de optimizar el procediaiento. En
relacion can este tema, debe estudiarse la influencia del vector inicial
sabre la convergencia del proceso, par ejemplo, si al colocar contactos
activos en el vector inicial, se produce en la mayoria de 10s casas una
disminucion en el nUaero de iteraciones. Una limitacion que se encontro
para el vector inicial, a traves de 108 casas estudiados, aparece en
problemas oon siaetria de 1a estructura. Si en estos casos el vector de
partida es tambi~n simitrico, el algoritmo no puede desprenderse de esa
si.etria y conducira a un modo tambi~n simetrico, aun cuando no corres-
ponda a la carga critica. Por 10 tanto debe evitarse la simetria del vec
tor inicial en ese tipo de problemas.

A 10 largo de este trabajo hemos presentado un procediaiento de gr~
diente proyectado conjugado para minimizar el cociente de Rayleigh can



Figura 3: Columna biarticulada, con un resorte agregado, apoyado
sabre una pared rlgida.
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riaura 4: Eatructura de ls figura 3 sin la restricci6n de contacto:
a) Pri.er .ado, b) Segundo modo.



restriccionea de contacto _ilateral. EtIte utodo peraite tratar proble
mas linealizados de estabilidad inicia! 0 incre_ntal respetando condi=
ciones de contacto unilateral. !sto constituye uaa Derramientai8p0rtan
te para un aniliaia no lineal co.,leto en presencia de contactos. -

Los resultados obtenidos _atr_ el ~ deae.peiiodel alJOrit.a.
facil de illp1ellentar ., que ao~nte requiere _ltiplic:aci._ ., DO i&-
versionea de •• trices. Las aplicacionea presenta'" DO ~ It.itativaa.
El .etodo •• capaz de resolver una gran c:antidadde c:aaN de ,robl_
de paneleocon c:oncU.cioneade contacto con __ clio dCido 0 deforaable.

Loa autores deaean expresar su agradeciaiento al Prof. Ou¥SanOar
por au valioso aliento para la realizaci6n de este trabajo.
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