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Los métodos de Petrov-Galerkin han sido utilizados para evitar
las inexactitudes y oscilaciones gue se producen con los métodos de
Galerkin cuando lo aplicamos a problemas de conveccibén-difusién. En
este trabajo, proponemos seleccionar un espacio aproximante apropiado
para un dado espacio test. Asi, obtenemos un estimador a posteriori
del error asociado a dicha eleccién. Mas ain, mostramos que se puede
recuperar la guasi-optimabilidad de la solucidn usando estos espacios.

Basandonos en el concepto de simetrizaciém introducido por
Barret - Morton [1984] , encontramos una cota gemeral del error.
Mostramos que para el problema de conveccion-difusién en una dimensiém
la formulacién el =método de Petrov-Galerkin obtenido es equivalente,
en forma numérica, al de wvolumenes de comtrol basado em elementos
finitos introducida por S. Patankar [1980].

ABSTRACT

Galerkin methods applied to diffusion -~ convection problems
produce inaccuracies and oscillations. Petrov-Galerkin methods have
been introduced by several authors to eliminate these problems.In this
work we propose to select an appropiate trial space for a given test
space based on a posteriori error analysis of the finite element
approximation. Thus, we obtain a posteriori error estimate associated
with it. Moreover, we show that the guasi - optimability may be
recovered by using these spaces.

Based on the symetrization concept introduced by Barret-Nortom
[1984], we found a general error bound. We show that for the diffusion
-convection problem in one dimension the Petrov-Galerkin formulation
gives the same algebraic system of equations that the formulation
known as the control volume based on finite element method (CVFEN)
introduced by S. Patankar {1980).
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1 - IRTRODUCCION

pada una ecuacidn diferencial, una solucién obtenida por el
método de elementos finitos U se llama :
- &Sptima en la norma J . § si se verifica :

fu-Uj - inf fu-Vv]
vesh

- quasi-Sptima en la norma § . | si existe una constante C ,
independiente de los coeficientes de dicha ecuacidn y de la
salla, tal que :

u-=u o inf u -V
1 1 ¢ ing ) '

donde S es el espacio de funciones base y u es la solucién exacta.

Numericamente, la perdida de la gquasi-optimabilidad se expresa en la

forma de oscilaciones espireas en U. Muchos autores han propuesto

distintas formulaciones para eliminarlas. Algunas de ellas dadas por

medio de métodos de Petrov-Galerkin, donde la dificultad es seleccionar
adecuadamente los espacios de funciones base y de funciones peso.

Barret y Morton [ 2,3 ] propone elegir un espacio de funciones
peso para un dado espacio de funciones base. En el presente trabajo,
proponemos elegir un espacio de funciones base apropiado para un dado
espacio de funciones peso, basandonos en un andlisis a posteriori del
error de la aproximacion dada por el método de elementos finitos,
obteniendo un estimador del error asociado con él. Este es un
U-estimador en el sentido de Babuska y Rheinboldt [ 1 ].

El trabajo tiene el siguiente lineamiento : en las secciones 2,3
presentamos el problema continuo y el esquema de su discretizacidn ;
en la seccidn 4 seleccionamos el espacio base y consideramos 1la
construccién de un estimador del error para el caso unidimensional. En
la seccién S5 damos una acotacidén general del error con la cual se
recupera la gquasi - O6ptimabilidad y en la seccion 6 mostramos 1la
equivalencia numérica con la formulacidén en volumenes de control
introducida por S. Patankar [ S ] . Finalmente, en la {ltima parte
del trabajo , aplicamos las mismag ideas al caso bidimensional
exhibiendo un estimador del error con resultados numéricos.
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EL PROBLENKA CONTINUO

Sea €} un dominio acotado en R™ ., Sea ™ su frontera.
Consideremos el siguiente problema de conveccidén - difusidn :

Au(x)= f {x) s VXE€EI
(2.1)
ul =g H ul - 0
Q P}
donde -
A u e - div(k grad(u))+ b grad(u) (2.2)

el coeficiente de difusidn k(x) es positivo, el campo convectivo
de velocidades b es incompresible (div b = 0) y la frontera

i -EUC es tal que : E-(xer‘:.;i").o]
es no vacia y n es la normal exterior
Sea H'( <)1) el espacio de Sobolev de funciones en (L)

con primeras derivadas en L (L) suponiendo que g ¢ m¥%( n)
definimos :

By = (ve BY(QL) = vl =gq] (2.3)

a‘a -={ve 8 ()

vi =0} (2.4)
L

Entonces la solucidén débil del problema (2.1) es una
funcién u en H'( L)) que satisface :

Blu,v) = (£,v) vvenry{)) (2.5)

donde

B(u,v) = g {k grad{u) - B u) grad{v) dx + S uvDbh d (2.6)
ke ' . r




3 - ESQUENA DE APROXINMACION

Sea 7, una triangulacién de {1 . Asumiremos que -
Y ¢ son tales que nuetro espacio base st (<L) y huestro
espacio test T ¢ H'(f)) son generados por las bases { @} y
{ . respectivanente.ipode-os escribir :

A [ . L & 4 . LI & [
Sc= 5N E, ; S = SEOB ; To= ToNH (3.1)

Entonces una aproximacién de (2.1) es :

Encontrar U € s;‘ tzl que :

(3.2)

2 Y ;. '-G .Y
B U, ¥ilel( £ ,%) v ¥ "e.,

El problema ahora es : dado Tt elegir funciones de forma
apropiadas para simularel proceso de conveccidn-difusidn .

4 - EL PROBLEMA UNIDIMENSIONAL

Ahora consideremos el problema unidimensional :

-—-au'"’ +bu = f en (0,1) (4.1a)

u (0) = u : u (1) = u, (4.1b)
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entonces : B(u,v)= (au -bu,v) (6.2)

sea §, : O0=x ¢x, §€...6x =1 con h=x -x
para 1 ¢i¢n y sea T'= «{¥:}> donde las ¥ son
las funciones base standard continuas y lineales a trozos , que
satisfacen : b A (%)= <.

3

Supongamos S* conocida- -¥.see v, € § dada por el método

de elementos finitos , es decir : V“-—;‘-\-&Q

B(w,v)=rlv) Y ve TS {4.3)

entonces si u es la solucion de (2.1) resulta

B{u-u, ,v)=0 vV ve T' (4.4)

L

Sea ve C'(LL) y la interpolante usual de v , I,ven T
dada por :

1.V -2 vix) ¥ (4.5)

P

Ahora , por (4.4) e integrando por partes tenemos :
B(n-uh,v)-l(u-u“,v—x‘v)-

A “
-L S((-C(u—u))'+b(u-n)](v—l‘v)dx

a

- ) S[ £eta ) - bulllv - Iv) dx (4.6)
aat \-
Consideremos la proyeccidnm: o Lz(.fl_) -—> N

donde M = (Z:(“Xl /C‘GR )}y X, es la funcidm

(Al

caracteristica en el intervalo { x..+ %X.) entonces :

[ a, u" - h u‘l(r = Igv) ax (4.7)
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donde a. =W a ,b =«=Tb en [ x.., x;] . Ahora, elegimos las
funciones base tales que a; w' - b u = 0 enf{ x_, x;)] ¥y
obtenemos : '

}(1-:xr(p;(x-x,3/h-.))/(1—m(,~.)) if x € [x ,x;]
¢-\“’=\(u1’95;~(x-1; y/h )-m(ﬁ_,))/(l-!le’(pm)) if x e [x; ,x_«]

0 if xd Ix ,x,,) (4.8)

donde [ -(b /a) h: , entonces

P(u-u ,v)g ZI‘#((Q-KQ\MQ -(b- “‘n“"“ *'.; e ‘L(l S|

et

<C Z( +l(«z-ua)ud|éh +WoTorua, \k LTI

w\l

o\
2 (v
\<C(Z “ ) oo

(4.9)
donde :
LAY i tAlla-Toa )y,  +lo-Thag i 4
e? = (R ) e, 00 (.-.,n\‘" (4.10)
entonces, por densidad y la condicidn inf-sup obtenemos :
S v.
fu-u¥g ¢ (2, €27 (4.11)
H i) 't f
Ademis, de (4.10) y (4.11) se observa que para £ = 0 y a , b

constantes por elemento entonces u = Y,

S - ACOTACION GENERAL DEL ERROR

bada una fotna bilineal Bc(-, ) , simétrica continua y
coercitiva en !l:. x Hg, , entonces en virtud del teorema de

representacién de Riesz existe un operador R: H‘,. -=> H tal que

B(v ,w) =B (Rv, w) (5.1)
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Supongamos que elegimos un espacio de funcionss base
tal que R( S} ) = Tl . Ahora, podemos emunciar :

Teorema .5.1 : Supongamos que B(- , + ) es continua y coercitiva
en H; x H, y coercitiva en 8 x 1Y , es decir, exis:.n
constantes positivas C, , C, ( con C, dependiendo de S} y T,' )
tales que :

IBluw.,v) ¢ & Hul Vv vV uve K (52

| B( Vv, w)|
inf sup » Gy (5.3)

VeSe wets ‘;vk XN

donde fu = B{fu,u )” ., entonces existe una 1fnica
solucidén U de {3.2) y ademis, el error entre U y la solucidn u
de (1.1) satisface :

lu-u'& < (IA’Q/CZ) viéné‘Jn-vl& (5.4)

(3
Demostracidn: Sea RY el operador adjunto de R , entonces

B{u,v)=8{(u, B ) (5.5)
y el resultado se sigue del teorema 2.2 de [ 3 |}

Observaciém : Consideremos el problema unidimensional (4.1) con
coeficientes a , b constantes y condiciones de Dirichlet

homogeneas u, = u, = 0

Elegimos la siguiente forma bilineal simetrica y coercitiva :
B,{u,v)s (I. u' v’ dx (5.6)
0
resolviendo (5.1) obtenemos :

»®
R (u)(x) = u(x)-{b/a) f u(s) ds + (bsa) T x (5.7)
[-]
L8

donde : 8- g u{s) ds
©
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es ficil verificar que :
—4

span { R¢ } = span { ¥} = o
donde ¢; , Y. ,son las dadas previamente. Entonces, las hypotésis
del teorema 5.1. se satisfacen. Ademds, la solucibén es Jptima en
K- u& . Para demostrarlo, consideremos el siguiente problema
auxiliar :

Hallar U* e S tal que :

BLUY, W) =B({u, W) w € s& {5.8)

es decir U'es la proyeccidén de u en s: en la norma | . |& con lo
cual :

*© . . _
R U u& inf f u v I&

ve s
Por otro lado,
B(U-U%, U-U9=B(u~-0U,U-U" R"(W) vV we b
tomando : RY W) = U - U* {pues R : T° —=> 5* es un

isomorfismo) tenemos que U = U™

6 — UNA EQUIVALENCIA NURMERICA

Como :

é(\ WY dx = -[\Fﬁ &Yy - \PL(L)]

donde 1, = (x_+ x)/2 , 1 = (x+ x9/2

entonces, si Ve Sf
3

]
i(av'—bV)y{dx- fa(av)'yt‘dx-
¢ <

- -a [ (RV)'(r ) - (RV) (1)) = J(r ) - J(1;)

donde J(x) = b V(x) - a V'(x?
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f, ‘.
Ademds, como f fdx = I £ Y ax si £ es constante por
3 5 o
elemento, obtenemos que la formulaciéa :

Hallar .V € sf tal que :
E .
;) - L) = ) fax (6.1)

da el mismo sistema algebraico de ecuaciones que la siguiente :
Hallar V € Sf& tal que :
B(V ,W)=(f,W) Wweth (6.2)

La formulacién (6.1) es conocida como el método de volumenes
de control basado en elementos finitos (CVFEM) y fue introducido
por S. Patankar en 1980 { 5 ). El teorema (5.1) muestra la
convergencia para el caso unidimensional. Para la solucién del
problema bidimensional el método emplea elementos triangulares
y funcibdnes de forma [ 5 ] que no estan en B'( 2) y qQue quedan
fuera de nuestro marco tedrico.

EL PROBLEMA BIDIMENSIONAL

En el caso de una dimensién vimos que las funciones de
forma Optimas se obtenian a partir de 1la resolucién de la
ecuacidén diferencial homogénea en un eiemento dado [ x , x;]
poniendo como condiciones de borde 1 y 0 6 0 y 1 respectivamente.
Esto es facil de hacer porque el espacio de soluciones de dicha
ecuacidén homogénea tiene dimensidn dos.

Una de las dificultades que aparece cuando Qqueremos
trasladar estas ideas a dos dimensiones es que el espacio de
soluciones de la ecuacidén homogénea tiene dimensiém infinita.
Entonces, podemos proponer funciones de forma de diferentes
maneras. Proponemos la siguiente:

Y C&h'“bi\/)* B‘(ha'b,x) + Co (7.1)

Utilizando estas funciones de forma obtenemos que la base
del espacio de funciones aproximantes esti formada por funciones
discontinuas. Con lo cual sh no esti contenido en !'(:1_).
El espacio de funciones peso que empleamos ™ es e usual,
cuyos elementos son funciones continuas en todo el dominio y
lineales en cada elemento.
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Con estos espacios se implementd un programa que resuelve
la siguiente formulacién no-conforme del problema (2.1) :

Hallar U € S: tal que :

’ (1.2)
BLU,p)=(f,¥) v wert
donde :
su, )= ) [\PUTP-B UV +[UPETdd 7.3)
¢ ¢ c

Con el analisis andlogo al realizado en una dimensidn a
partir de B( u - U , v ) utilizando las desigualdades [ 4 ] :

i Va
¢ M (vl
af_Iﬁdﬂﬂ < | HL(TY (7.4a)
¥z 7.4b
¥T-Taviae ¢ C = W-'u,',('ﬂ ( )
se obtiene : y
2 2
Bu-uv,v)eC (; Ye ) PPN (7.4)
donde
X w1 > e t
52;2 - ne\Sﬁdx +4 2 ’CR'J[h 3:\‘& d“*%:__zk"' Ry & (4.5
¢ = E A

Utilizamos como estimador del error a la expresién dada en
(7.5). En la figura 1 mostramos el recinto del problema test y
una de las redes probadas. En este caso la red estd formada por
240 nodos. Los datos del problema son : difusién constante de
K = 0.001 , velocidad constante b = (1,0) y fuente f = 1 .
En la figura 2 y 3 indicamos, curvas de nivel de la solucién
y el error estimado de la misma. Como se puede observar los
resultados son comparables con los obtenidos por otros autores y
como es de esperar el error es bajo en toda la red salvo en las
capas limites. Lo mismo ocurre para los dos tipos de redes
indicadas en la figura 4. Cabe destacar que la estimacidn del
error se wvuelve mds pequefio cuanto mads densificada es la red.
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