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Resumen

Frecuentemente los sistemas matriciales resultantes de 1las
discretizactiones de ecuaciones por elementos finitos son no simétricos.
lLa resolucién de estos sistemas puede hacerse por métodos directos o
iterativos. Los métodos directos resuelven el sistema mediante una
factorizacién completa de la matriz en un numero de operaciones conocido
con anticlipacién para un dado tamafio de matriz. Los métodos iterativos
se aproximan a la solucién a partir de algin valor inicial semilla de la
solucién en un nimero de pasos no determinado a priori. lLa performance
de estos métodos mejora notablemente con precondiclonamiento.

En este trabajo se anallzan los comportamientos de resolvedores
directos e iterativos para matrices no simétricas con almacenamiento
ralo tipo Gustaffson [1], y se muestran los métodos iterativos MCG
(Modified Conjugate Gradiemt), BCG (BiConjugate Gradient), CGS
(Conjugate Gradient Squared) y GMRES (Generalized Minimal RESidual), el
precondicionador ILU (Incomplete Lower-Upper factorization) y 1los
pre-precondicionadores Block Diagonal y Dlagonal Scaling. Se realiza una
comparaci6én de la performance de cada método y se concluye que el método
mds econdmico en CPU y memoria es el CGS, siendo el m&s recomendable
para matrices muy mal condicionadas el GMRES.

Abstract

Frequently the matrix systems resulting from the discretization
equations arising from Finite Element Method are non symmetric. The
direct solvers use a complete factorization of the matrix with a number
of operatlions known in advance for a given matrix size. The iterative
methods tend to the solution from an initial guess using a number of
operations not known a priori. The performance of these methods 1s
greatly improved when preconditioners are used.

In this work the behaviour of direct and iterative solvers for non
symmetric matrices with Gustaffson [1) sparse storage 1s analysed. The
results obtained by means of the iterative methods MCG, BCG, CGS and
GMRES, the preconditioner ILU and the pre-preconditioners Block Diagonal
and Dlagonal Scaling are shown. The different methods are compared and
it 1s concluded that the CGS method performed best, but GMRES is
recommended for very ill-conditlioned probleas.
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METODOS DIRECTOS DE RESOLUCION
_ Comsideremos un sistema matriclal del tipo:
Ax=Db (1)

donde A es no simétrica. Los métodos directos usualmente factorizan
1s matriz A en su forma LU:

A=LU (2}

donde L es una matriz triangular inferior y U es triangular
superior, siendo diag{L) = I en general (I es la matriz identidad). Una
vez obtenidas L y U por sustitucién directa y retrosustituclén obtenemos
la solucioén.

Notemos que una vez obtenlda la factorizacién (2), la resolucién
del mismo sistema con distintos términos independientes es inmediata.

S1 la matriz A es rala, las matrices L y U generalmente no lo son,
perdiendo las ventajas del almacenamiento ralo y obligando a un fuerte
consumo de memoria. Cuando la matriz A es densa, los sistemas directos
suelen ser una buena opcién para resolver el problema.

Para los experimentos numéricos realizados en éste trabajo se
utilizo la subrutina de resolucién directa MA28 de Harwell {2].

METODOS ITERATIVOS DE RESOLUCICN

En esta seccién nos dedicaremos exclusivamente a los métodos del
tipo de gradlientes conjugados.

Si la matriz A es suficientemente rala y grande, resulta atractivo
el uso de A como multiplicador unicamente. Los métodos de gradientes
conjugados resuelven elegantemente el problema sin factorizar la matriz.

1) El método de gradientes conjugados modificado (MCG).

Sen una solucién inicial x° del sistema (1) dada como semilla. El
residuwo inicial vale:

r’=b-Ax" )

S1 usamos A como multiplicador unicamente, y entonces trabajamos

con polinomios en A, una forma general de expresar diferentes algoritmos
serd (3]: :

X m e « p" )

P =0 _(A) r’ (8)
donde 0. es un polinomio de grado n en A. Entonces, operando:

rlap-Ax"'sb-Ax"-a Ap°
ar®-Ae 8 (A)F°
1 3 n
-r'-A{ce(A)Hx
n R A=

8 (A e a0 (M) }r'

.
- 'uot W r

8)
donde se ve inmediatamente que 0.(0) =1
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Deseamos entonces hallar ¢ de forma que | ¢n(A) r® | sea minimo.

Para matrices simétricas y definidas positivas (MSDP) esto se logra con
el método de gradientes con
Definamos el espacio II de la sigulente formm:

n:-{¢.|¢‘(0)-1. &nesunpollmnodegr-dosn} n
entonces queremos encontrar ¢- € ﬂ: tal que:
[ 8,0 s e r | Ve e l!: )
para la norma (MSDP)
jrPPeratr )

El siguiente método de gradientes conjugados obtiene 0‘ que cumple
(8) (n indica el numero de iteracién):

PP=r"ep p" i p=0
» T
2 _»
B =0 /P _, A R
T
nel n n » R’
x =x0¢_p ;u.'p-/r.,a-‘ pAp

r""- r®-a Ap"
» P {10}

El método de gradientes conjugados fué propuesto por primera vez
por Hestenes y Stieffel {4].

Puede verse que el método de gradientes conjugados se reduce a
hallar x" que verifique [S}:

x" € Ka

-1 e

Ax"-b 1 AP J=1,2,....n

(11)

donde Ka = Span {r'. AL, AVt }es un subespacio de Krylov.

Los vectores de busqueda son conjugados

T
k n
P Ap =0 k=n (12)
y de ahi el nombre del método.

El wmétodo de gradientes conjugados exige que la matriz sea
simétrica definida positiva. Para lograr esto ponemos :

Mx=c¢c
(13)

M=AA ; c=A®
14

El sistema a resolver sert ahora el (13). Este método es el MG,
que tilene la desventaja de muy lenta convergencia porque la matriz ¥
suele estar muy mal condicionada . Como el wmétodo de gradientes
conjugados garantiza la convergencia (8! no hay errores de redondeo) en
n iteraciones para una matriz de orden n, el MCG cumple la misma
propledad.
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2) El método de los gradientes biconjugados (BCG).

Generalicemos los conceptos del método de gradientes conjugados
para matrices no simétricas. El algoritmo (100 puede escribirse en
térainos de ¢_ y 9. como

e =0
-1

¢, =1

°
0- = 'n + pn an-l

’nﬂ- ‘I - c'l v ol .(15)

donde Y(A) = A puede ser considerado como un polinomio. Ademas
Bn =P, 7 Py
“n - pn / ’-
p, (e .¢)

’n.(‘n”ﬂl) (18)

donde ( ¢ , 6 ) es una forma bilineal definida por :

T
° T .
(¢.0)=r ¢A)eA)r amn

Si1 A es no simétrica, el algoritmo no minimiza mas el residuo, ya
que (9) ya no cumple con los requisitos para ser una norma.
Redefinimos entonces ( ¢ , 8 ) de la (17 a :

T
Ao

(¢.,08)=F ¢ era)r

(18)

que no es en general un producto interno. £* es un vector a elegir.
Vemos que la (18) cumple lo siguiente :

(¢9.0)=(8,9¢)
(¢p.06)=(5¢,08)

18

20)
para cualquiera sean los polinomios ¢, @ y £ en A.
Puede probarse que [3]
(¢, )=0 k<ne+1 ; (8 ,¢$6 )=0 k<n .

y por lo tanto, si1 A es tal que (18) es un producto interno, el residuc
estad en un subespacio cuya dimensién decrece en uno en cada iteracién,
exactamente igual que en el método de gradientes conjugados.

Definamos entonces

o= ALY r’
PP =0 (A)r’
i ¢.(A') pe

= on(A') g
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donde r® es el residw inmicial @ y §* es algtm vector a,e?peciﬂc.r
por el usuario. Koniger y Anderson lsl proponen ussr £'=

U y L son matrices de precondicionamlento a estudiar en més adelante.
Definimos también

¢ e
| r

! L]
o, = Ay )
donde todas estas definiclones estén de acuverdo a la forma billneal
elegida (18). Obtenemos entonces el sigulente algoritmo, propuesto
inicialmente por Fletcher (1878):

METODO DE CRADIENTES BICOMJUGADOS (BCG)
Elegimos r' y ponemos

r* =b-~aAx*

pl=pt=0
pn - rn - B- p-—l
Ip\n - ?n . B- 6--‘
rnolt rl - ¢. A pl
Anel_ ?n -« A'l' Al
a
n+l n L]

Ap (2¢)

Teniendo en cuenta (21) resulta:

T

=0 k<n
PULIN
P AP =0 k<n (25)

AR x
lo que implica que p y p son conjugados con respecto a A, que es lo
que da el nombre al método.

3) El método de gradientes conjugados cumdrados (CCS).

La idea es construir un algoritmo de forma que el residus sea 0 (4)
r®, entonces si BCG converge sert |¢(A) r] < |¢(A) r| [3]. De 1las
ecuacléones (15) se deduce:




2 2 2
O- - ‘n + ﬂi ol-l v2 ’l ‘- .l-l
'nol -':’G:‘zo:-zcl'n"-
2
0- ‘- - .- * ’a ‘- .--l
2 2
ol - ol '- M a- [ '- .-—l + ’. '--l }

2
‘-ﬂ’- 'n 0- - ‘- v 0.

‘:ﬂ -‘:-.-‘['- .l"nbl 0.]
t28)
Teniendo en cuenta (18) y (18) podenmqs poner:
2
P--(¢_.¢-) -(1.¢n)
2
o =04 08 ) =1, 94 )
<n

Por Gltimo, deflinamos los vectores auxiliares f, g y h de la
siguliente manera:

=t .
g = 9:(A) r*

n L ]
h™ = ¢-(A) 6‘_‘“) r (28
De lo expuesto resulta entonces:

METODO DE GRADIENTES CONJUGADOS CUADRADOS ( CGS )
£° = - A x°
8—1 _ho =0
n

’ n
6 ¢=f +B b

a n-1
4 =on¢.+sn[8 g *h']

nel

n
h t9n¢n-¢nAg

net n net

x = x +an{o.¢_+h ]

™ =" - a A[e¢oh"‘]
n n n

“n =‘pn 4 c‘n

ﬂn =P, ’ Pacy ¥ Bo =0
Aor "
pn «r f
Aor n
vn st Ag y se adopta .
£° =p - AX° (29)

El método CGS fué propuesto por Sonneveld et al [3] en 1985.
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4) El método del residuc minimo generalizado (GMRES).

El GMRES fué desarrollado en 1983 por Saad y Schultz [7,8], y ests
claranmente explicado por F. Shlkib.IS) en su tesis.
Sea una solucién aproximada x + z, donde z pertenece al subespacio

de Krylov K = sgpan {r'. A, ..., Ak"r' } y r® es el residuo inicial

(3. El GMRES minimiza )a norma L2 del residuw | b ~ A (x°+ 2) | en K.
Se genera una base ortonormml de K por el »étodo modificado de
Gramm—Schmidt:

r
u - —
1 l r.'
1=1,...,k
4 = Au
jeol
J=1,...,1
A
Brar,s ™ [u“l.uJ ]
u = G -8
1e1 141 101,39
A
u
11
u =
141 A
19,1
1e2
{300
Podemos poner entonces K = span { “1' uz, cee uk } Sea Uk la
matriz formada por los primeros k uo: Wk = [“1' w, ..., uk]. Puede
demostrarse que
A Uk = Uxes Hx
t31)
donde Hx es la matriz de Hessenberg de (k+1) x k:
ﬂz,x Ba.x T T x,1 Xe1,1
A
I“z ' Ba.z st D Bt,z kel,2
A -
° 14 : :
Hx = ) o i . .
. . A *
. a1
0 0 .. ... 8
° I lol'
(32)

Expresemos z como una combinacién linecal de los vectores u ;
3

3

2= u
Z Yy Yy 3
,-
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y definamos el vector de k+1 componentes:

e-[lr‘]. o, ....o]

1a norsa del residuo la expresamos entgnces COmo :

lb-A[x.’zll'lr.'A[Zyiu’]l

ai
_lro_Aulyl-qu[e-th]l

=fe-my| (30)

entonces

min | b-A(x" z) [=nin]e-HBy| (m)
zeK yeR

La minimizacién de (38) se obtiene aprovechando la estructura casi
diagomal de Hx mediante el algoritmo Q-R {7].
Definamos la matriz H de foraa que:

H = R B
(38)
donde
R= R Re-t ... R2 R1
amn
Y Ri, Rz, ... , Rk son rotaciones de la forma :
4 b
1
T 0
"1
¢ % .
Ry = -5 e (38)
3 3
1
0 T
L PN 12 ) iJ

R} es una matriz de (k+1)x(k+1). <:J Yy s’ se eligen de tal forma que
H sea triangular superior y c: + sj = 1 para que Rj sea ortogonal. Si

ponemos
e=Re
(38)
resulta la minimizacién
;::kle'ﬂy|=|e‘m| 140)

La solucién se obtiene de reemplazar y en (3. El vector y
satisface la minimizacioén t40) mediante la  resolucién por
retrosustitucién del sistems :
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l-l"l e o e e s e e e s e H". v, e
0o . . . .
. t. : . : (a1)
. » - - = .
o P ¢ | Ht.t Yy e

El algoritmo resulta entonces :

METODO DEL RESIDUOG MINIMO CTHERALIZADO ( GMRES )
Sean A, b, k, tmax y lmax datos y x° una senilla, entonces: .
£ = gmax b
1l =1, lmax-

u =b-Ax°
1

1 1
u = 1
1
u
1
i=1, k
u = A u
141
J=1,1
B:ox.j [“\ox' “;]
Yyt 1e3 Bsu.] )
‘ T
h g{aux,:' Tt an.x' Yie1 }
u
1+1
u =
11 1
141
J= i-1




81 lelﬂlstOI-kmolverydeun
1

x-x*Zy’u’

J=2
st | ;“'I S ¢ terminan ciclos GMRES (fin loop 1)

proximo 1 (e

PRECONDI CIONAMI ENTO

Todos los algoritmos iterativos de la seccién anterior dependen, en
cuanto a la velocidad de convergencia, del nGmero de condicién de la
metriz A (el nomero de condicién nos dice cuan fécil es invertir la
matriz). En general las velocidades de convergencia se wmejoran
notablemente utilizando un precomdicionsmiento adecuado, que mejora el
nGeero de condicién de la matriz.

Definamos el nimero de condicién de una matriz A como :

Amax
X = l ' (43)

lhl-l

donde Amax Yy Amin SOn lOS valores miximo y minimo de los autovalores de
A. Una matriz bien condicionada tendrd un k cercano a 1, y una mal
condicionada tendrd un k grande. Cuando k es grande, el polinomio (&-5)
serd de un grado alto {9], y la convergencia serd lenta.

Para mejorar la velocidad de convergencia se utilizan dos niveles
para me jorar el namero de condicién de la matriz: el
pre-precondicionamiento y el precondicionamiento. La diferencia
conceptual entre el primer nivel y el segundo es que en el
pre~precondicionamiento se arma una nueva matriz con la cual se opera
luego (llevando entonces multiplicecién de matrices), mientras que una
matriz de precondicionamiento nunca se mutiplica debido al alto costo de
estas operaciones con matrices grandes. El pre-recondicionador debe ser
una matriz msuy simple cuya multiplicacién por la matriz A no sea muy
costosa. La primera opcién es escalear la diagonal mediante el proceso
denominado diagonal scaling y que podemos poner como:

D = diag (A)

D-lIZA D—l/znlﬂx - D'llzb

My=c¢

M=D'%D, y=p? ; c=D "

(44q)

De esta forma el orden de magnitud de los valores de la matriz se
iguala, y la diagonal queda :
diag (M) = I .
donde ] es la matriz identidad.
Una forwa algo mis sofisticada de pre-precondicionamiento es el

block diagonal scaling (BDS) que utiliza una matriz de la forma de la
figura 1.
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Figura 1
Definimos la matriz B como :
B = block (A)

donde el tamafio de los bloques es el nimero de ecuaclones nodales del
sistema. lLa matriz debe estar ordenada de manera de colocar todas las
ecuaciones de un dado nodo en filas sucesivas para que el BDS sea
efectivo.

Descomponemos B en su factorizacion LU :

B=1lsts (48)
y entonces llevamos el sistema a resolver a:
-1 -1
My=c : M=1s AUs

y=x; c=1s b 7%

En el caso del diagonal scaling, la transformacioén al sistema My =
c no altera la estructura de la matriz (M tiene la misma estructura que
A). En el caso del block diagonal la estructura de M no es la misma que
la de A, teniendo entonces un costo adicional como pre-precondicionador
cuzndo el almacenamiento es del tipo Gustafsson. Si el almacenamiento es
del tipo skyline no existe costo adicional [8].

Dentro del grupo de precondicionadores, se busca una buena
aproximacién a la inversa de A. La procedencia de esta matriz de
precondicionamiento pucde ser cualqulera, mientras cumpla con el
objetivo de mejorar el numero de condicién de 1la matriz. Los
precondicionadcres mas estudiados y que han dado mejores resultados se
basan en realizar una factorizacién incompleta de la matriz A en dos
matrices trlangulares L y U, tal comc se hace en un método directo pero
desechando con algun criterio algunos valores.

La factorizacién incompleta fue estudiada primero para matrices
simétricas [10,11) y luego extendida a matrices no simétricas [12,13].
Consideremos una factorizacién de A del tipo

A=LU
(48)

Si A es una matriz rala, en general L y U perderan esa virtud, como
vimos anteriormente. Intentemos entonces obtener una aproximacién de L y
U de tal forma que mantengan la misma estructura de A, tal como suglere
Xershaw [13]. Diremos que las matrices L y U as{ obtenidas eon la
factorizacién incompleta de A (factorizacién ILU) con llenado, de orden
cero. Simplemente, los términos de la factorizaclén que caerian en un
punto de A donde hay un cero no los calculamos.

Si la matriz A es bastante densa podemcs asegurar que:




-1 -1
[LU] o A ()

S1 la matriz A es rala, la aproximaci6én de llenado cero puede no
ser buena. Una opcién es aumentar el llenado de L y U de tal forma de
mejorar la factorizacién. Esto puede hacerse con dos criterios : a)
elegir nuevos lugares en la estructura donde permitiremos no ceros; y b)
persitir a algunos valores (en algan rango de interés) sean no ceros a
pesar de caer em un lugar no permitido en la estructura. A diferentes
niveles de llenado de las matrices L y U los llamaremos de orden uno,
dos, etc.

Una vez obtenidas las matrices L y U, el sistema a resolver queda:

Ax=b; A=L" My
x=Uy; b=L"¢ (s0)
donde M, ¢ ¢ y son los sistemas pre-precondicionados de (44) o (47).

EXPERIMENTOS NUMERICOS

La comparacién de prestaciones para calcular matrices no simétricas
entre un resolvedor directo (MA28) en simple precision y los wmétodos
iterativos antes descriptos en doble precision muestran que los udltimos
son al menos un orden de magnitud mAs veloces (la diferencia se hace mas
grande cuanto mayor es la matriz). Los requerimientos de memoria de un
resolvedor directo también son mucho mayores que los de los resolvedores
iterativos, siendo tamblén la diferencia mas notable en matrices nuy
grandes (Si la matriz no es muy rala las diferencias pueden ser
despreciables o incluso comportarse mejor un resolvedor directo). Todo
lo explicado aqui se refiere a matrices con muy poco llenado, tiplcas
de]l método de elementos finitos). Brussino y Sonnad {[14) corrieron
diferentes casos con matrices de orden 13000 con 200000 no ceros y
obtuvieron, para la matriz peor condlicionada, que el resolvedor directo
es unas S0 veces mis lento y consume unas 10 veces mAs memoria que un
iterativo. Nosotros utilizamos pera comparar tres matrices de orden 2121
con 14300 no ceros de un problema de conveccién-difusién en una
expansién subita con Pe = 10, 1000 y 100000. En la tabla I se muestran
los resultados, con los tiempos en segundos.

Tabla I : Orden de la matriz: 2121; No ceros: 14300

MA2B CGS
CPU (Pe = 10/1000/100000) 884 / 487 / 840 40 /7 24 / 33
Memoria utilizada (words) 358400 171400

Es clara la diferencia de tiempo de calculo Y de memoria utilizada
y para problemss més grandes se hace cada vez mayor. Es de mayor interés
el resultado de la comparacién entre los diferentes métodos iterativos.
Para reslizar esta comperacién generamos cuatro matrices de diferentes
problemas de Navier-Stokes. En la tabla Il vemos los resultados de la
comparacién entre MCG, BCG y OGS y GMRES para una matriz resultante de
una cavidad cuadrada de Re = 400. Se presentan los valores obtenidos sin
precondicionamiento y con precondicionamiento Diagonal Scaling. S1 se
Mestra un solo valor es precondicionado. En la figura 2 vemos la
convergencia de los diferentes métodos en funcién de la iteracién. Se
observa en esta figura que los métodos para matrices no simétricas son
de convergencia irregular.
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Tabla II : Orden de la matriz: 507; No ceros: 7567

MG BCG s GMRes®OT®®
Ntmero de iteraciones 123-43 207-30 129-21 225-42
Tiempo de célculo (CPU) 58.7-22.5 98.8-16.0 63.5-12.5 75.2-20.8
Memoria utilizada (words) 32000 32000 32800 42400

En la tablas IIl y 1V vemos log resultados obtenidos para matrices
generadas con cavidades cuadradas con Re = 1000, la 3 con una red
regular de 2121 nodos y la 4 de unn. red densificada de 634 nodos. En
los casos en que se muestran resultados del GMRES aparece 1la diaensién
del espaclo de Krylov utilizada. .

Tabla III : Orden de la matriz: 1323; No ceros: 20447

BCG CGS GMRES
Namero de iteraciones 415-90 33S-73
Tiempo de calculo (CPU) £82~158 562-128 181
Memoria utilizada {words) 119000 117800 185000

Tabla IV : Orden de la matriz: 1902; No ceros: 289512

BCG ccs ores™
Numero de iteraciones 371-79 274-67
Tiempo de caAlculo (CPU) 894-202 684-173 225
Mamoria utilizada (words) 174000 176000 281000

Finalmente, corrimos un caso con una matriz de orden 6363 generada
con una expansién sudbita de Re = 200. En la tabla V vemos los resultados
obtenidos.

En todas las corridas se utilizé6 pre-precondiclionamiento
diagonal-scaling y precondicionamiento ILU. Reallzamos pruebas con
diferentes numeracliones de forna tal de que las matrices de la
descomposiciéon LU sean lo mds ralas posible, y para numeracién tal que
la matriz resulte lo mas banda posible. En los tiempos de calculo no se
notaron grandes diferencias.

Tabla V : Orden de la matriz: 6363; No ceros: 100527

BCG [or aees™®
Nimero de iteraciones 13 96
Tiempo de célculo (CPU) 1512 854 2020
Memoria utilizada (words) S89000 5385000 984000

El efecto de la programacién en doble precisién es notable. Los
tiempos de célculo caen en alrededor del 20 X pera matrices mal
condicionadas o muy grandesy es aproximadamente igual al de simple
precisién para matrices pequefias. Esto se debe a que el nimero de
iteraciones para convergencia se hace menor aunque cada iteracién es xbs
costosa. :

Todas las corridas fueron realizadas con un paquete de rutines




desarrollado por los autores en una computadora MicroVax. E! wvalor
aceptable para convergencia lo fijamos en le-06 para | r | /7 | b |.

CONCLUSIONES

De los resultados mostrados en los experimentos numéricos y de la
experiencia acumulada en la utilizacién de las subrutinas de resolucién
de matrices no simétricas, concluimos lo sigulente:

0 El CGS con precondicionamiento ILU es el método de mejor performance
pera la resolucién de sistemas matriciales no-simétricos ralos. Sin
embargo, debe tenerse en cuenta que el CGS no garantiza convergencia.

O Para sistemas matricliales poco ralos, la resolucién directa tiene una
velocidad aproximadamente igual a los métodos iterativos, con la ventaja
de una répida resolucién si existen varios sistemas a resolver con la
misme matriz y diferente término independiente.

0 Para matrices muy mal condicionadas, el GMRES tiene la ventaja de
permitir aumentar el numero de vectores del espacio de Krylov hasta
converger, pero al costo de mayor xemoria y de mayor tiempo de calculo.
Para valores Optimos del parédmetro k (dimensién del subespacio de
Krylov), el comportamiento del GMRES es aproximadamente igual a la del
BCG, aunque no puede saberse a priori este valor. Si el valor de k es
muy pequefio, es usual que el GMRES no converja.
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Figura 2 : &) Comportamiento de 108 residuos de 10 métodos BCG y
pars una matriz de orden 6363.

b) Comportamiento de los residuos de los métodos MG, BCG y
CGS para una matriz de orden 1323.







