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Se analizan algoritmos de integraci6n temporal a paso variable para la re8O-
luci6n de sistemas de ecua.cionesdiferenciales I algebraicas (DAE), caracteristicas
en mode1os para la simula.ciOnde mecanismos [l,2J. Se ensayan dos algoritinos:
el de Gladwell y Thomas, COD estimaci6n del error par eomparaci6n entre resul-
tados de dos integradores de diferente orden, y el de Hitber, Hughes y Taylor,
determinandose el error de integraci60 en base a la estima.c:i6nde derh-adas de
orden superior. Se presentan ejemplos ntunericos sencillos, COD una comparaclOn
de prestaciones entre ambos algoritmos.

We analyze variable-step time integration algorithms to solvoesystems oC dif-
ferential I algebraic equations (DAE). Two algorithms are tested: the Gladwell
and Thomas scheme (4,5J, with an error estimation baaed on eomp~ results
given by two algorithms of diJrerent order, and the Hilber, Hughes and Taylor'.
one, determining the integration error from an estimation of hi~ order deri-
vatives. Some nWllel-ical examples are shO\\'D,giving a comparison between the
perfomances of both algorithms.



La ecuaciOD de movimiento a intep-ar, para obtener el eomportamiento en el
tiernpo de una estrudura ap-liz-cia pol' elementos finitol s:

en donde M es 1a maw de masu; Gi•t el vector de fuenu internas; q, 4, q,
despJ!,zamientos, velocidades y aceleraciones uodales y F(t) es el vector de cargas
extemaa. Pan. casas lineales, 1a misma lie reduCe a:

Cuando lie analiza mecanismos, usualmente aparccen restricciones sobre algU-
nos p-ado6 de libertad, del tipo:

POI' 10 tanto, el equilibrio de un mecanismo estara dado pol' la verifieacibn si-
multanea de (1) y (3); un sistema de este tipo es llamado sistema de ecuaclones
diferenciales algebraicu (DAE).

Cardona y Geradin [3J demuestran que el comportamiento de un algoritmo de
integraci6n temporal para este tipo de ecuaciones esta relacionado a su habilidad
para tratar sistemas de 1a forma

[1 0] { ~I } + [CJ -II] {%I } = {O}o 0 =2 -b 0 %2 0

A 10 largo de este trabajo analizareIDD&1&aplicaciOn de distintos algoritmos
a la resolucibn de sistemas como el (4), comenzando con problemas lineales y
aumentando 1a eomplejidad hasta llegar a problemas DO lineales con restricciones.

Thomas y Gladwell [4,5) proponen estimar el error local de integracioo com-
parando el resultado del "integrador" propiamente dicho con aquel dado par un
algoritmo de orden superior, de la misma familia, al que podemos llamar "de re-
ferencla". La familia de algoritmos usada es aquella presentada por Zienkiewicz y
atms en la referenci& [61.



a) Algoritmo integrador: prec:isi6a de primer ClI'deD

i) Predictol'

ii) EquihDrio

(M + Y'2Cl + \/'aKA2)a. = f(t. + fPJl) -~I - JCii...H (I)

'-+1 = CIa+••• + 1a2a./2'-+1 = q,. + Iuz.

b) Algoritmo de refaeoc:ia: pncisi6D de segundo onieD

i) Pftdic:t. '-+t = CIa+~ ••• + ~h2q.'*1...q,. +~Jaq.

ii) Equilibrio

(t/1.M + t/1"CIa +tlJ.KA2)1I1J. = f(t. + ~1I)-MiL.+1 - ~1 -Kil.+l
(9)

CIa+1 = CIa+ hq,. + ,2,,/2 + hlIJ./I

ci.+1 = q,. + h" +h21J./2

"+1 =" + hlJ.

El error local Be paede .timar JlClI'difereDcia eabe 1M •••••••••• brlDcI-du
por ambos algoritD1<l8:

E-+l =CLo+I(isC""",-, - CIa+l(ft/ ••.•••• ) =
h2 _ hlJ-+1= "2(a.+1 - CL.+1 - -3-)

e.+1 = IE.+11
Este error debe Ber pueato en eecala; • dear. debe tiel' referido a _ autpitud re-
preeentativa del problema; JlClI'ejemplo e~+1 •••ea+ll1Clali para 1-. CClIDpeI'ado

COD 1&to1eraDcia eepecificada (TOL) de ~ de IlCIept.w 0 DO el pMO reaJipdo

Para 1&eIecciOo del ~ pMO de tiempo Ie ia&er&a que el paQximo error
sea isual a 1&taJaoaocia TOL, -*0 __ inwlo_ ~ aI Ukimo emII' 'Ta1l1ipieDt.e



(
TOL )1/2

r == Dew+1U
A continuacian Ie muestra un ejemplo en el que Be utilize) el cOdigo VSA23 que
implementa el algoritmo dado antenormente.

L.~l.---...A-A~ ---rrYYY~ ..-.r.,,,- ~

Este C&8O c:orresponde a un doble oscilador (figura 1) con frecuencias propias
fuertemente separadas. La respuesta del sistema esta dada escencialmente por el
oscilador de menor freeuencia, debido a las caracteristicas de la excita.ci6n.

Ql0 = 0.002; 92. == 10

La tolerancia para el error de integraci6n se tijOen TOL == 1 x 10-4• El intervalo
de integracian fue (O,1.4J,DeCesitli.ndose3S pasos de 106cuales 6 fueron rechazad06;
ademas se efectuaron 442 evaluaciones de residu06, 33 factorizaciones de las ma-
trices de iteracian y 34{)retrosustituciones. En la figura 2 Ie observa la evolucion
de halo largo del tiempo.

En los ca.sos no lineales se debe resolver un sistema de ecuaciooes algebraieas
no lineales a cada paso de tiempo, por medic>de un algoritmo de tipo iterativo.
En este caso el algoritmo puede escribirse de Ia siguiente manera:

a) Alloritmo integrador:

i) Predictor
q: •.••, == q" + <;>lh il"
• 0 •
q"•.••, == q.
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Figva t :El10lucih dd puo de ticmpo
111Md Hciluor liaul doWe

Si IR"I < EPS -+ goto(iii)

[M+l;'2/a:\" +Chh':I. ]~a.t+I=R" (15)q.-. <&-.

a"+1= a" + ~a.t+1

CIa"t~. = ~+ ••••+ V'3 h2 Q~I

~~ = ci:+.•••+ l;'2/aa~1 (16)
goto(ii)

q.+1 = CIa + hci. + "'Of../2
ci.+1 = ci. + laa.

h) Algoritmo de refereDcia:

i) Predic:tc:.'
q:+"" = CIa + th Iaci. + t/J, 1a2q.,
ci:+"" = ci. + t/J,laq.,



Si IRl:l < EPS -+ goto(iii)

["'4hM + "'.h3 BGI + ,,&l' ~I ]AIl'+I = Rio
()q ~+.. 8ci4:+••

13'*1 = pit + 613"+1

q:t~ = q:+•• +,p. h313~+1
q.I:+1 _ q'" +.~h' RI:+1.+•. - .+.. 9'& ~.

goto(ii)

q.+t = q. + hci. + h2q./2 + h313./6
ci.+1 = ci. + hq. + h213./2
q.+l = q. + hl3.

La estimaci6n del error, asi como la elecci6n del paso siguiente, se efectuan
de manera similar al caso lineal.

Se resuelve eI sistema no lineal de la figura 3;donde /\(q) = 1:q2, con k = 5;c =
0.01; m = 1, la fuerza exterior es F(t) = 10. Los resultados son mostrados en las
figuras 4 y 5 (soluci6n y variaciones del paso de tiempo respectiVaDlente). F'ueron
neeesarios 293 pasos de intep'aci6n de 106 cuales 45 fueron rechazados. Bubo
tambien 586 fa.etorizaciones y retrosustituciones, asi como 1172 evaluaciones de
residuos.

Se ha visto que mientras no aparezcan restricciones en el sistema, el algoritmo
Be comporta bien y en la forma de evaluar el error no se presentan anomalias.

En la simulaci6n de mecanismos, siempre nos encontramos con restricciones

en el sistema a resolver: es aqui que eomienzan 109 problemas en 1a estimaciOn del
error de la manera propuesta par Thomas y Gladwell.
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M. = [~ ~]

K. = [:T ~]
Y. = {t}

q. SOD Jos gados de liberlad geometriOOl (desplazamientos, velocidades y acelera-
clones) en el paso n; oA. los multiplicadores de Lagran&e; K es la matriz de rigidez;
M es 1&matriz de masa '1 B el gradiente de 185 restricciones:

M
B=-c3q

a. = (M. +K+'P3h2)-1 {-K. y:}
j.e. = (M. + K. :: h2

) -I {3~.(-M. Y. - K. y~)}

Introduciendo las (23) en (11) Y luego de algunas manipulaciones algebraicas (7]
se llega a una expresion para el error del tipo

el subindice q en E.+1t significa que evaluamos el error de integraci6n solo en 108
grados de libertad geometricos ( dejamos de !ado las componentes de A).

Se observa que la medida de error consiste en la suma de dos tex-minos: uno que
tiende a cero con el paso de tiempo h y otro independiente del paso de tiempo. En
el segundo, el factor B T q. DO es otra cosa que el cumplimiento de las restriccloDes.
En otraa palabras; iii nos aseguramos que estas se cump1&nperfectamente, entonces
el error Be aproximad a cero tanto como 10 haga h; pero iii q. no cumple las
restricciones, el error tend.nl un "umbra!" independiente de h, que sera mayor 0

menor secUn 1&precisiOn COD que lie calculo q., '1 sera variable de paso a paso.

Para ejemplificar este fenomeno, lie analiza el pendulo doble graficado en la
figura 6. Se realiz6 un Unico paso de integracion y al termino del mismo se evalwS
el error COD 1&fOrmula (11). Fueron analizad08 doe casos, uno COD un error a
dos decimales en las ecuaciooes de restricci6n al instante inicia! y oteo con ocho
decimales de precisiOn en 1&verifica.eibn dl! lu mitmas. La Sgura 7 muestra 1&
variaciaa del error al final del primer paso con 1&medida del paso de tiempo. Se
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ve que ambas CUl""BS preaentan un "umbra!" de variaci6n y que Beh8Ale imposible
disminuir el error de iDiep'aciOn por mas que Ie disminuya el paso de tiempo.

En vista de 1as experiencias palizadu 0011 el pendulo dobJe que corrobonn
10 expresado por la ecuacicia (24), surge iDYestigv que 8uoede CXIIllaareatric:cioaea
a1 pasar de un iDstante de c&lcu1oal sipiente.

C.omo Ie puede 1leren 1as ec. (5) a (10), el iDtegrador, asi como el aIgoritmo
de referencia, plantean e1 equilibria en un punto intermedio entre t. 1t.+h a
108 que llamaremos t.+•••1t.+. sepin Ie trate del integrador 0 el de referencia,
respectivamente (&g.8). Desde estos puntas intennedios, una ves que se l1ega a la
convergencia del problema DO liDeal, SOIlextrapoladoe los resultados a t.+l segUn



(7) ., (10) Ye8 en funci6n de !os resultados en t.+1 que Beestima el error.

Fue verificado para el mismo ejemplo del pendulo doble, que las restricciones
se cumplen con una muy buena apraximaci6n en 105 puntos intermedios, pero al
llevar 105 resultados a t.+1 su cumplimiento cae notablemente; por ejemplo para
una tolerancia en el residuo de EPS = 1 x 10....•• las restricciones en 105 puntos
medios se verifican en orden de 1 x 10-16 pero luego de extrapolar a t.+I. el orden
cambia a 1 x 10-'.

Basados en 10 visto hasta ahora, apareoe la necesidad de evaluar el error en
un punto donde se verifiquen las restricciones de modo muy preciso. Esto se puede
lograr tratando de hacer coincidir el instante de verificaci6n del equilibrio para los
dos algoritmos y evaluando el error e.+". en vez de e.+1 (fig.9).

Los panimetros 'Pi y f/Ji necesanos para cumplir ese requisito fueron deducidos
a partir de las condiciones de estabilidad dadas en [8].

\PI ;;: '91 = 1.14::>~;'f3 = 0.5728

f/JI = th = ~4 = 1.1455; ~ = Ii" = 0.6561; VJ. = 0.2864



Esta c:onfiguraciOn "destraba" el umbra! que apuece en el error,"Iisto en 1& eec:ciOD
2.3; Be comprob6 ( mediaDte ~ D1UDSicos) que cuaodo h tiende a cero
y pva exigenc:ias 8COIdes en 1& toIeraDcia espedfkada al residuo, el error c:alculado
tambieu disminuye y lie acerca al vab- nulo.

Cabe haeer notw qoe una vea exirapolada 1& duci60 del error en '''1 DO
sera e1 mismo que Be es&imaba aoteriormeDte.

ED 185 figures 10 y 11 Be muestran loa resultadoa de una iDtep'aeiOo a puo
variable del problema del pendulo doble. Fue usado el esquema eorregido de 1&
fig.9 y lie compara COIl 1& lIOluci6D dada pol' el algaritmo de Bilbet' - HUll- •
Taylor [2.3J, con un pallO de ~ = 0.05.

l!
••..• •..• a.a .•..•• •.• •.•• •.•• fl.. tJ' ••......

Se ha visto que 5 posible (dspues de a1guDas cccrecciones al algoritmo)
obtener un metoda basado en 1& propuesta de Thomas y Gladwell en [5J que admita
y supere las inestabilidades pcopias de !as restricciones en el sistema de ecuacioos
diferendales. No obstante, al compwar los resultados COD HHT (figura 10) puede
notarse que debido a que VSA23 es de primer ocden de precisiOn, la calidad de 1&
soluciOn es relati .•..ameDu mala y su costo computacional muy alto, ya que pva t
de 0 a 10 se Q~itarOD 486 puos frc:Dte a lOll200 de HHT, obieniCDdoee ~

mas pobres.



Nos planteamos entonces, la utilizaci6n del algoritmo HHT como integrador,
que tiene una probada encacia en MECANO [2}y su orden de precisiOn es 2.

Para implementar en HHT un control de paso de tiempo, es necesario en-
cootrar una fonna de estimar el error local sin que apa.rezcan problemas con las
restricciones. Tomemos el sistema (1) y escribamos el algoritmo HHT presentado
en [2Jde la siguiente forma:

i) Predictor

o h . h2
-

q"+1 = q••+ q" + 2"q"

q~+1= q,.+ h<i ••
<i:+1 = <i••

M h6 ••+1 + M <i,,+(l - 0) Gi•'(q:+!,q:+1) + 0' GiaC(q",c't,,) =
(1 - 0) G~~\ + 0 G~zI

q:t~ = q:+1+ P hJ 6"+1

q:t~= 4:+1 + l' h2 6"+1

4:t l = 4:+1 + h 6"+1



AI ~ el problema no lineal de (27), par ejemp10 cxa Newtoa - R.pb-m.
lie eval'lia el residuo (a1 que Ie Ie exige _ meDOI' que una to1enDcia EPS) 7
ai eato ea satiafecbo, quedaD !os Ultimc» ftbes de desp1azuDieDto, Ye10cidad

__ ,_-'_ ca1--
'
_.l- (HI ·6+1 -i+l) __,.,7 ~ <;~ Cl;+1 , Cl;+1 ,Q.+l comO ••• UOCIL

If _ ,"+1 - Ci. AS"I
"'.+1 - L tit_+1 •••.•

Podema- eotooces evalur el en"OI' c:ometidoen t.·H de Ja bma que JIIOPODSl

Zienkiewicz y oUos 161 para un eJpitmo de orden p coma:

h" C61E.+l =--
24 tlt -+1

Se realizaron experieociu ~ ~uaodo e1er'IU" de eata Ultima fonaa (maD-
teoiendo h constante), 7 lie comprob6 a eficacia del metodo para problema cxa
7 sin restriCciODeL El esquema DOpreseoia aNlID.Ms cuando h tieode a cero.

Se ana1iz6 a ~Oa del er'IU" Jocal medido COIleste Ultimo ]l&")""'dirpjento
paratres~.

a) pendulo doble ~ eo 2.3 .

b) osciladoc: linealllimple: i+ lOOt = 0

e) problema de impad.o: i+ G(t) =0 CIIIl G{f}= 1009para f < 0.25 'J G(t) =
2000 en ott&ll posic:.ioaa de f
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En tod06 106 casos, el interva10 de intep"acibn fue [0,2}; loll pllS06 de tiempo
fueron: h. = 0.04; h, = 0.033I1h~ = 0.02. En las ~ 14 '1 15 pueden verse las
variaciones en la estimaciOn de error.

Hemos mostrado que, cuando Be trata de analiza.r dinlimica de meeamsmoe
con algoritID06 de paso "-ariable, una de las facetas en !as que hay que poner mayoc
cuidado es la eva.luaci6n del error.

Entre los dos metodos presentados en este trabajo, el segundo brinda muy
buenos resultados sin cambiar 1&forma del intepadcx Y 10 que es mas importante
tiene precisiOn de segundo orden. Es debido & esto que a priori nos inclinamos en
favor de HUT. con 1&estimaciOn de etTQI'prevista por Zienkiewica r otroe [61 "I

modificando II BegUn (20).



Actualmente nos encontramos en etapa de experimentaciOn y aeguimieDto -
para distintos casos tipiGOS-de 1a segunda propuesta, am como au implement.acj6D
a modo de test en el programa de awllisis de mecanwmos flexib1es "MECANO·
[2).
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