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La mayoria de los flujos en la naturaleza son turbulentos.
Desa1'ortuna.duaente. la naturaleza irregular y altaaente coapleja de
estos fluJos hace que no existan soluciones analiticas, por 10 que se
hace necesario el calculo D~rico para resolver el probleaa. Adea6.s,
en ingenieria se utll1zan en general valores _dios de Yelocidad,
presi6n, etc.. 10 que da lupr a 105 ~Ios de cierre en las
ecuaciones proaediadas. Entre los ~Ios JI6s popular.es se encuentra
el .xielo k-c. que Iw. sido ~raente illpl_ntlldo en diferencias
flnitas. En este trabajo ~nt __ un prosra- para resol~ flujos
turbulentos en dos diaensicmes utllizando el Mlttodo de Ele_ntos
Finitos por Vol'Oaenes de Control para discretizar las ecuacicmes k-c
de turbulencia y las ecuaciones de Navier-Stoke&. Mostraaos do&casas
de prueba donde se ol:lserva buena concordancia COIl los resultados
experi mentales.

Most flo_ in nature are turbulent. lmfortunately, the
non-regular and highly coaplex nature of these flo_ does not allow
the existence of any analytical solution, so n~rical calculus is
necesary to solve the preble •. In addition. mean values of velocity,
pressure, etc. are generally used in engineering. so the closure
aodels of the averaged equations appear. One of the aost popular
aodels are the k-c closure equations. mostly iapl_nted In finite
diferences. In this work we present a program tlw.t solves two
dlJDensional turbulent flo_ by _ans of the Control Vol~ Finite
Eleaent Metbod to discretize the k-c turbuleace equatioas and the
Navler-Stokes equations. We show two tests tlw.t exhibit a FocI
agreement with experi_ntal resul ts.



La slaulacl6n nu.6rlca de tlujos turbulent05 Uene gran
lmpartancla en lngenlerla. La aayorla de 108 tlu,J05 en la naturaleza
son turbulentos: los ~vlalentos de agua en rlos. lag05 y oceanos. los
f"lu.)os en conduct05. lOB~vlalentos de masas de alre en la ataosfera.
etc. Tamb16n casl todos los tlu,Jos de apllcac16n tecno16g1ca son
turbulentos: se uUllza la cape.cldad de IM!zclado de la turbulencla
para •._Jorar la transferencla de calor. para acelerar reacelones
quhltcas; 105 flu.)os de dos fases )' los fluJos de geo_trias coapleJas
que aparecen en valvulas. eurvas )' codos. sensores. aIabes de bolllbas)'
turblnas son taab16n turbulent05.

Desa1'ortunadaaente. la naturaleza alta.ente Irregular )' eoapleJa
que Uene la turbulencla hace que no exlsta soluc16n anal1tiea. 10 que
obllga al uso del calculo nua6rlco para resolver el problema.

La slaulac16n nua6rlca de fluJos tw-bulentos ofrece IIll)'Or
dlflcultad que la de flujos lamlnares. La base te6rlca aplleable es la
mislla que para flu.)os laminares (resoluc16n de las ecuaeiones de
Navier-Stokes). 'pero la exigenela de aeaorla )' tieapo de e6.leulo es
aucho _yor. al punta de superar aaplla.ente las ca.pacidades de las
coaputadoras actuales.

Por esta raz6n Be neceslta un .adelado para poder obtener
magnitudes medias de Inter6s en lngenlerla. eo~ ser velocldades )'
pres 1ones. energla de las tluctuaclones tw-bulentas, dlsipe.c16n de
energla, etc. £1 detalIe del fluJo no suele ser 1I1portante desde el
punto de vista de apllcaelones tecno16g1cas. Uno de 105 aodelos mas
utllizados es el k-c. Las ecuaclones para k Y c son no llneales )'
quedan acopladas a las de Navler-Stokes, dando Junto a la ecuac16n de
contlnuldad un sistema para dos dlaenslones de cinco ecuaclones
difereneiales acopladas.

En las siguientes secciones presentareaos el modelo k-c de
turbulencia y su discretizac16n uti llzando el H6todo de Eleaentos
F'inltos par Volw.enes de Control.

Las ecuaclones Itl de Navler-Stokes )' la de contlnuldad 121. que
goblernan la dlnaaica de los fluidos Ineoapreslbles. son validas
taablen en el caso de flujos turbulentos. La dlmens16n de los v6rtlces
II6.s pequet\os es 10 suflcienteaente grande eo~ para ut1l1zar la
h1p6tesls del continuo. aun para nu.eros de Reynolds aU)' elevados.

8Ul UJ8Ulat + 8XJ"

8U,
aXI •• 0

Slgulendo el procedlalento ldeado por Osborne Reynolds,
expresaaos las velocldades y la pres16n como suaa de sus partes media
y fluctuante:
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ReellP1azando (3) Y (4) en 1.. ecuaclones It). pro_dlando y
operando. tenlendo en cuenta 1a (8) y 1a (2) obtenellOS 1a expres16n
para la conservac16n de IIOlIentodel CluJo lledlo:

Aqul
tens 1ones
aleabro).
causa de
neces 1dad
proble ••.•

resu1ta un t6ralno adlclonal conocldo cOIlO tensor de
turbu1entas 0 tensor de Reynolds (61UIIO t6ralno del segundo
Este t6ral1lO se debe al transporte convecUvo de ao_nto a
las f'luctuaclones turbulentas. y es el responsable de la
de aodelado ya que Introduce sels nuevas Inc6gnltas al

dando 1ugar a1 llaaado proble_ de clerre (closure problea).

Uno de los prilleros Intentos por "cerrar- el probl_ rue
propuesto por Bousslnesq a fines del slglo pesado. La Idea es suponer
que el transporte de aoIIllnt.o se debe a \m& vlscosidad turbulenta. 0

sea se int.erpreta el transport. covecUvo coao dlfuslvo con el
gradlente del f'lujo aedlo:

es la energia cln6Uca de las fluct.uaciones turbulentas. y ••~ es la
viscosldad turbulent.a. De esta for_ la condlci6n de incoapreslblIldad
se cumple Inmedlata-ente.

Esta hlp6tesls de gradlente es utUlzada por el aodelo k-c. £1
aodelado se reduce &bora a obtener la vlscosldad turbulenta y k en
funcl6n del estado del flujo _dlo en cada punto. Para ballar la
vlscosldad turbulenta Be pastula. en base a anaIlsls dllle_lonal:

Il:Z·~-e"c
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Pueden obtenerse ecuaclones de tl'anSporte exact •• para t y c. y
.aclelar 108 t6ralnos clesconocldos en tunc16n de valores conocldos. En
la retereDCla [1] _ presenta una deduccl6n detallad-. del IIOcIelok-c.
Aqul presentare_ breve.ente el slste_ a resolver.

at + (hat. a [ r" + ") lJk] + "caUt + aUJ)lJUt_ c
8£ axJ ai'j' l~ BXJ 8Ij' m Dj'

EcuBc161lde tr.-porte para c:

; + UJ:~J • ~J[[~ + .):~J] + Cl·lH~+ ~)m- C2·t
(12)

EI lIOdelo t-c COIlOtu6 presentado adolece de ll1poriantes
llal taclones debldo a que gran parte de 1•• hlp6tes1s bechu no son
v6.11das en auchos casos.

Entre las hlp6tesls _ laportantes bechas en la deducc16n
pod_ .enclonar:

• Alto n'Qmerade Reynolds. Esta CODdlc16nqueda lapllcl ta al toaar una
vlscosldad turbulenta escalar [2] (ver ecuac16n (7» para lIOdelar el
tensor de Reynolds. Puede verse que la utlllzacl6n de la aproxlac16n
de Bousslnesq 111lpllcaw:lell6.sla condlc16n de lsotrapla local (31.

• Slal1arldad de la dltrt.rlbuc16n espectral. Esta concllcl6n aparece al
to..,. una sola dlslpac16n que representa a todu 1.. escalas en la
cascada de Kolaogorov (t).

• Turbulencla bomog6nea. Al tOIllU"C coao en la ecuac16n (tOI esta
condlc16n queda Impllclta [5].

Para deteralnar 105 valores de las cinco constantes del IIOdelo
presentarelDOs dos casos anal1t1cos slaples en 108 cuales estudlarellOs
el comport_lento de las ecuaclones.

El proble_ es deteMlinar el decal.lento de la turbulencla detns
de una gr1l1a geneMLdora. Se trata de un fluJo lulnar con velocldad U
en X y cera en otra dlrecc16n. La velocldad es unlfor.. AI pasar por
una _l1a Inflnlta en Y y Z se genera turbulencla que detns de la
grl11a decae hasta hacerse cera. Todas 1.. cierivadas en Y 0 Z son
cera. y COIlOel proble_ es estaclonarl0 y la producc16n es cera
(detrU de la grl11a). las ecuaclones para el deca1alento resultan:



t

k • CI< x-CC2-tl

Entonces de 1a aedlcl6n dlrecta podellOSobtener ca. que tlene un
valor de entre 1.8 Y 2. O. £1 valor 6ptlmo desde e1 punto de vista
co.putaclonal parece ser 1.92 [6].

Cerea de una pared 1a dlstrlbucl6n de velocldades sigue 1a
conoclda ley logar-lt.lea (7)

donde IC es 1a constante de Yon ~a6n. lJ't es 1a velocldad frlcciona1
deflnlda co-.o:

es la dlstancla adl_nslonallzada a la pared. La ley US) es apllcab1e
para 30 :5 Y·:5 100, donde 1a produccl6n de energla clMtlca turbulenta
19uala aproxlaad.-nte a 1a dlslpacl6n. Adeaas. suponlendo que la
tensl6n de corte es aproxl~n(e constante en 0 :5 y. :5 100 'II para
vlscosldad turbulenta -ayor que 1a vlscosldad molecular pode.cs
poneI':



Est. expres16n se utlllza COIlOcondlc16n de borde para c en y+.
En k resu1ta. 19ua1ando 1a producc16n con dlslpac16n:

experl_nta1mente se observa que (8]:

1 1hz 0.3
~ y-

La ecuac16n U21 para c retlene 8610 108 t6M11nos de
dls1pac16n y dltus16n de c (9] 10 que DOS11eva a paner:

, 2
8~"8C]+C1PC C2c 0avt:-8Y it- it-

I<

y utlllzanao 1a 1171 y 1& U81 Junto con 108 valores
anterlorllente obtenldos de C2 Y CII Y tenlendo en cuenta 1& 1211Y la
IZZIy operando :

Las otras constantes 0'Il y 0'1: se asUIRDcercanas a 1 y se ajustan
par optl111zac16n cOllputaclonal (10). E1 set de constantes resulta
1"1na1_nte:

I Cl = 1.44 I Cz = 1.92 I vI< • 1.0 I v£ • 1.3 I CII • 0.09 I

E1 mode10 k-c nos pera1te obtener I>t y k en la relac16n 171.
Reeap1azando en 1&8 ecuaclones US) y operando obtenellOs:

8UI + UJ8UI __ !. 8P + 8 [rll + IIt)8UI] _ ~ 8k
8t aXJ p aXI 8Xj' l 8Xj' 3 811 1281

Sea e1 vo1u.en de control Qa cle 1a tlgura 1. deflnlclo para redes
tr1ancu1ares par 1& un16n de 108 centrolcles de 108 ele_ntos



La ecuac16n (11) de transporte de It Be tl"aDStor-. IlecSlante el
teore_ de Gauss-Gl"een en:

Jr, (lit )8C ] Jf. C (au. BUt.]8U. c1LUt.c-l Crc + II 8Xt ntdI". LC1i pt l8Xt + ax. 8Xt - C2i" em
rl 01

donde pol" slllpllcldad en 1. notac16n se ban 0Il1tldo las buTas de
pl"OlIedloen las velocldades.

PodellOs e5Crlblr 1. ecuBCl6D lal de tor-.a de separar 1_
contrlbuclones Interlores " exterlores al reelnto de Integracl6n:

I[Utlt - (=: + 1I):t]nt dr +IUt. It lit •.•
r II'G ra nI"

I[lit [:~ + ~):: - c] dO
01

III

Donde ticl111ente reconoce_ etl el U:nl1no I al tlujo total de It
a trav6s de 1. superllcle InterlO1" del w1uwm de control. El U:nalno
II Mlpretlenta e1 tlujo COiWeCtlWexterlOl" de It, " el Uralno III _
la t\lent. total de k. IIot_ qua 1& lam no IDCl~ la poslbllldad de



fluJo difuslvo de k por la superfic1e exterior. Esto implicarla dar
condIciones de Neumannno hollOg6neasen k. 10 cual no es posible por
fal ta de conoclaiento del coaportamlento de k (en el caso de las
velocidades las condicIones de Ne~ indican fuerzas que tlenen
interpretaci6n flsica clara). En todos los casos se ut1l1zan
condIciones de Dirichlet y de Neu.ann hollO.neas. Exactamente 10 .isllO
podellOs decir para e.

J rUt e - [:: + »):t] nt dr+ J Ut e nt dr
rlf"4l rlf..r

I II

donde 105 t6rainos I. II y III representan respectlvamente el fluJo
total interior de e. el flujo convectlvo exterior de r: y la fuente
total.

I

[L { J ~t [ :~ + :~ ]

e-l 01
III

dr + IUtk nt

rT
II

dr } -

au.
aXt -

I) Flujo total interior eleaental.

II) Flujo convectivo exterior.

III) Fuente ele.ental total.

Son necesarias funclones de forma ele_ntales para calcular los
flujos a travl:s de las superficies de control en (301. Para la
velocidad de transporte Ut. escogellOS una interpolaci6n lineal en el
ele.ento. y para k elegillOS una funci6n del tipo exponencial. de
acuerdo al algoritllO utllizado por Larreteguy [11].



Note_ que el Pe el_ntal n\DII:rlco _U. 11.1 tado por la
aperlc16n de la vlscosld11d turbulenta, que tlplcaaente puede ser del
orden de 50 veces ~r que 1&vlscosldad _lecular. Lo .ls_ ocWTlr6.
al resolver 1&5ecuaclones de Havler-Stokes. resultando el Re nwa6rlco
del probleM audIO _nor que el Re real del .lsllO. Aun con estllS
cons1derac 1ones , el Re efectl_ puede ser grande para probleaas con Be
elevado.

La discretlza.c16D de la ecuac16n (28) de transporte de £ ••

ef'ect'l1a de laual f'o~ que 1a de k. Las f'uentes se toaan constant_
por ele_nto 11 Be tratade retrasar el _nor n6aero de t~lnos
poslble. De esta fo..- Be lIe •• a un slstellS IlStrlclal de ttralDO
Independlente bo_&*neo. COIlOel aostrado en 1a flgura 2.

~ ~
AX-B

~ ~ 0 K
+

Dlrl clllet.

A- B· X·

Ar. A£ 0 E£ £
+

Dirichlet.

Slendo 1as condiciones de Dirichlet 10 que asegura la unlcld11d de la
solucl6n.

La dlscretlza.c16n de las ecuaclones de Havler-Stokes Be explica
clara-nte en 1as ref'erenclas l1] 11 (12]. EI usa del Httodo de
elementos f'lnltos por _lw.enes de control para resolver las
ecuaclones de Havler-Stokes tlene dlversas ventajas. 1f&que pentlte
Interpo1a.c16n de laua1 orden de preslones 11 de velocld11d. pudlendo
atacarse probleaas de Re grandes con redes DO au)f densas. La
discretiZ1lC16n de las ecua.clones de Havler-Stokes lleva a una Mtrlz
de velocldedes-presl6n dependlente de 1&8Oluc160 del slstellS C311.

Los slcte.as alrlelales resullant._ de 1&5 dlscreUZIlClones de
1.. ecua.clones de llavler-Stokes 11 de 1_ ecuaclones k-e son DO
lineales 11 _U.n a.cop1-.dos entre 81. La estrategl. de resoluc16n _
_ tra en la rlgura 3. Lo8 81st_ de Mavler-Stokes '1 de k-c



reallzan algunas Iteraclones DO-lineales antes de pasar a las
Iteraclones globales. Para resolver estos siste_ ll_ales utlllza.os
el Ja6todo iteratlvo CGS (13J •• ~ e1'1clente cuando I•• _trices son DO
slJa6trlcas coao en nuestro casG.

Convergencla DO
U V P

Convergencia _
k - c

Convergencla DO

global



Corri_ dos ca.sos para 108 cuales bay dlspcmlbles datoa
experlMntales.

El priMro es un canal cerrado _plet-..ente desarrollado para _
Re • 20000 que tu' Mdldo por Laufer (14] y Nikuradse (15]. UUli~
una red de 2x62 DOdospara representer el proble_ unidiM_ional. Las
condiciones de borde SODde slMtria en el eJe central, de traee16ll
nula en la entrada y la salida Y de parec:I sobre la pu-ed ri.lda. La
velocidad trlcclonal la calcullUlOS con la relac16n:

3U III - •
t By Y

y el CInlcodato necesarlo es el gradlente de pres16n. En la rlgura 4
ve_ 105 resultados de velocldad lledia, energia cin6t1ca turbulent •. "
dlslpac16n de Ie co_parados con 105 experl-entales.

El segundo caso corrldo es un canal con una de sus caras ablerta.
sin tensiones inducidas en la supertlcie. Se proponen para 1.
superricie del canal 1&5 siguientes condlciones de borde para Ie " e
(16]:

UT:
Its· ---;q:

( Ie.~]3n

En las rigura 5 ve_ 105 resul tados obtenidos " la co-peraciOll
con 105 experl.ntales reportados en 1&reterenci. (16].

Se presenta un prosra- que resuelYe 1_ ecuaclones k-e acopladas
a las ecuaclones de Havler-Stokes en dos diMnslones con el Mttodo de
Elementos Flnltos por Vol<-enes de Control. Se obserYa buem.
concordancla entre 105 _lores obtenldos con el axlel0 " 105
resultados experlMntales.

La prognwacl6n del axlel0 k-e con el Mttodo de Ele.ntos Flnltos
con redes no estructuradas adolece del proble_ de que el error en el
cUculo de la tens16n de corte en la pared &610 Be puede bIu:er •
primer orden. Esto puede traer proble.as de convergeneia, por 10 que
es recoaendable aproxillarSe • 1& soluc16n utllizando una ~topi.
tel\POral 0 basada en el Re.
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Figura 5 Resultados obtenidos para un canal abierto sIn fuerzas
Inducldas en superflcle.


