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ABSTRACT

In this work, a brief discussion on the formulation of the mathematical model that describes
the dynamics of viseoelastic fluids is presented. Three fundamental concepts are analyzed:
Stability, Change of Type and Loss of Evolution. Conclusions are presented in relation to
the generation of numerical algorithms and to some czperimental resuits available in the
Literature, which are relevant Lo the subject. Although the general siructure of the constitu-
tive equation to generate stable numerical algorithms is now knowm, it is still unclear Jrom
the physical point of wiew the use of associated concepts like instantancous clasticity and
material retardation time.

RESUMEN

En este trabajo, se presenta una discusion breve acerca de la formulacién del modelo me-
temdtico que deseribe la dindmica de fluidos wiscoeldsticos. Se analizan tres conceptos
Jundamentales: Estebilidad, Cambio de Tipo y Pérdida de Evolucién. Las comelusiones
#¢ presentan en relacion a la generacién de algoritmos numéricos y ¢ algunos resultados
ezperimentales importantes para ¢l tema. Aungue la estructura general de la ecewacién cons-
titutiva que genera algoritmos numéricos cstables es ahora conocida, no es todavia claro
desde el punto de vista fisico el uso de los conceptos asociados de elasticidad instanténea
¥ de ticmpo de retardo del material.

INTRODUCCION

La industria que procesa compuestos poliméricos, presenta problemas de la mec£nica
de fluidos que son de interés prictico y desafiantes. Las soluciones y resultados de estos
problemas son usadoe directamente en las lineas de produccién y en los departamentos de
control de calidad y desarrollo de nuevos productos.

La solucién de los problemas finidodinimicos de fividos newtoniancs se encuentra en




un estado muy avanzado, y en los Gltimos afios se lograron resultados precisos con la
ayuda de supercomputadoras vectorizadas y complejos métodos numéricos. Sin embargo,
los problemas flaidodinémicos vueoelistwmmtodammotxvodemmmhgunénm
varics frentes fundamentales. Uno de ellos involucra la generacién de métodos numéricos
eficientes para problemas nolineales y complejos como los que se plantean con el flujo de
compuestos poliméricos en miquinas procesadoras. Esta necesidad fue por varios aiics
Wmmlhmmmhndm&ododedlfmm
finitas es mejor o peor que el de elementos finitos. E! hecho concreto es que la mayoria de
los métodos numéricos clisicos de la mecinica de fluidos newtoniancs, fallaron al preten-
der extenderlos y aplicarlos a la mecénica de fluidos viscoeldsticos. En general se usé la
conocida especulacién de los ténmnol fuentes acoplados en ecuaciones que se creian que
eran de naturaleza globalmente eliptica. Luego veremos que este “rétulo eliptico® en la
mayoria de los casos no necesariamente se cumple.

Actualmente existe en la literatura afin el denominado Problema del Némero de Weis-
senbery Grande ( High Weissenbery Number Problem - HWNP). Ea efecto, el ndmero de
Weissenberg es un nimero adimensional que surge del proceso de adimensionalizacién del
modelo matemitico que describe el flujo de fluidos viscoelésticos. Es decir, aparte de
hcnﬁmadhnmdonﬂsdﬁkmdehmednkadeﬂuﬁmnmhnu(nﬁmde
Reynolds, Froude y Capnluyrdamgeométncuyﬁncoqum) uno debe ademis
considerar el nimero de Weissenberg, el cual es ignal al producto del tiempo de relajamiento
delﬂmdoomaternlydehvehudaddewﬂewumddﬂu)oeneonmdencﬁm
Por consiguiente, ] HWNP se refiere a que los métodos numéricos fallan en predecir una
noluadn del problema viscoeléstico para niimercs de Weissenberg mismdsqueunva—
brmheo afin cuando el nimero de Reynolds es chico o cero. M4s adn, el valor critico
dependedel hpodemétodoyhmanodegnlluqueaemenloscﬂcnlospannna
geometria prefijada. Aqui se debe notar que no se excluye el hecho de que también existe
un nimero de Weissenberg critico para el cual se produce una transicién fisica - real - del
problema base; en efecto, todos los experimentalistas del irea han observado que en la
industria procesadora de pohmetos existen fenémencs como por ejemplo la fractura del
fundido (melt fracture) a un valor critico del niimero de Weissenberg. Una de las dudas que
surgen actualmente es si existe alguna relacién entre el nimero de Weissenberg critico de
los métodos numéricos con el de los resullados experimentales. Este aspecto seré discutido
luego en reiacién al tema central de esta presentacién.

En los dltimos afios se ha avanzado mucho en la solucién del denominado RWNP
y se encontré que existian varios aspectos ﬁmdamhla en la formuhclén del modelo
matemitico que oportunamente no se entendian bien. Estos aspectos hacmn que e al-
goritmo numérico fracasara en los principales objetivos para el cual habia sido generado.
Aunque todavia algunos de estos problemas fundamentales no estin resueltos, existe en la
actualidad mayor informacién acerca de las miltiples causas por las cuales estos cilculos
numéricos fallaban.

La finalidad de esta presentacién, es simplemente mot:nr la discusién de una de
estas causas que generan el HWNP. Seconndmaqmlneomecuencmquetmh
sdecoéndelmodebcomtxtntmddludovucoelbhcomdmétodonumérmquu
decide implementar. En ningin momento se pretende revisar exhaustivamente el tema de la
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modelacién numérica de flujos viscoelésticos ( para ello ver las revisiones de Crochet, 1989
y Keuning 1987 ). Se trata solo de hacer una discusién organizada de algunos resultados
relevantamloquuqn{.elhmapmuemuddﬁpo constitutivo-numérico en el fiujo de
fuidos viscoeldsticos.

A continmacién se presenta en forma compacta la formulacién del problema fluido-
dinimico isotérmico de fluidos viscoelfsticos ( leyes, modelo constitutivo y condiciones
iniciales y de contorno tipicas ). Seguidamente se discute la necesidad de realisar tres
estudios fundamentales del modelo matemitico continuo { estabilidad, cambio de tipo y
pérdida de evolucién ) que estén vinculados con tres estudios fundamentales del problema
discreto ( convergencia, consistencia y estabilidad ).

EL PROBLEMA FLUIDODINAMICO ISOTERMICO

El problema fluidodinémico isotérmico consiste en las ecuaciones de balance de materia
y de cantidad de movimiento que se pueden expresar vectorialmente como sigue,

2 + ¥efon) =0 )

r(% +geVyp) = —Vp + Ver + pg (2

donde p es ]a densidad supuesta comtamcenhmyor{;dehscm,pygmlos campos
de presién ( escalar ) y de velocidad ( vectorial ) que se desean evaiuar en todos los
puntos del volumen V (t) del sistema rodeado por el drea A(t). t es el tiempo y los efectos
transitorios asociados son considerados. E]l material que fluye en este sistema tiene una
ecuacién constitutiva que evalia el campo de tensiones definido por el tensor de tensiones
simétrico 7. Este tensor es funcién de la deformacién del material, la cual debe ser evaluada
con la cinemdtica que se obtiene al satisfacer las ecuaciones de balances ( ecs (1) y (2)).
El término pg representa la fuersa de gravedad u otra fuerza que proviene de un campo
conservativo. En general, cuando la densidad es constante, este término se une con el
gradiente del campo de presién mediante la definicién de una presién generalizada en la
ec. (1). En este trabajo se consideran solamente fluidos viscoelésticos dentro del contexto
de la teoria que estudia la clase de fluidos simples (ver por ejemplo, Truesdell, 1977). En
efecto, el tensor de tensiomes se puede escribir como un funcional del tensor relativo de
Cauchy C (¢')

L= R_(C([{) 3)
donde la historia de la deformacién se representa de acuerdo a,
Z=Z&r) ,¢=t, g=g (1)

£ =73 + GW)=FE-F )
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Es claro entonces que ' es un tiempo generalizado comprendido entre el tiempo presente,

t, y el tiempo inicial de reposo del material. Ademss, para resolver el problema fluido-

dindmico es necesario dar forma al funcional de 1a ec. (3). En este trabajo se estudiarf el

problema fluidodindmico con modelos reolégicos del tipo diferencial, que son los mis usa-

dos en la actualidad. Sin embargo, en la Gltima seccién se presentarf una discusién breve

sobre los modelos reolégicos integrales en relacién al problema central lqui' planteado.
Las condiciones inicisles se pueden expresar como sigue,

2(!10) = !.(I-) ’ ;(L,O) = E(!)o (s)

Mientras que las condiciones de contorno pueden ser de varios tipos. Por ejemplo, se puede
especificar los valores de las tensiones y las velocidades en la frontera,

v(nt) = w(nt) , z(nt) = 1 (nt) , reA() ™

También puede existir una parte de la frontera acoplada a otro fluido (interfaz) en condi-
ciones de inmiscibilidad, donde se requiere expresar los saltos de las variables dependientes
evaluadas de un lado y del otro de la interfaz, es decir

[P} — lz:an} = oF
[z:ny =0
(8)
leey] =0
vex =0

donde n y ¥ son Jos vectores unitarios perpendicular y tangente a la interfas y H es la
curvatura. Ademds, actualmente se ha encontrado que el fluido puede resbalar en las
fronteras sélidas bajo ciertas condiciones dinfémicas y ﬁsicoquimicas, de forma tal que
(Schowalter, 1988)

(;'.'l - !) ey =0
implicando esto que la ec. (9) es otra posible condicidén de contorno. No obstante, su

uso en los modelos computacionales requiere todavia de la determinacidén precisa de las
condiciones bajo las cuales el fluido en contacto con el sélido pasa a resbalar.

MODELOS CONSTITUTIVOS DIFERENCIALES

La finalidad de esta seccién es presentar un modelo constitutivo diferencial, con cierto
grado de generalizacién, de forma tal de poder discutir en las préximas secciones los tres
problemas fundamentales relacionados con los modelos matem4ticos continuo y discreto
del problema fluidodindmico. Para ello se necesitan definiciones cinemiéticas,

1=¥s+¥y" , Qg=Vy-9y (10)
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donde 4 es el tensor-velocidad de deformacién y {] es el tensor-vorticidad.
Para los Sines de este trabajo, usaremos el siguiente modelo diferencial,

NP+ +dger =13t (11)
x

L=Xrg (12)
Lt=%i+5 (13)
¥ =MD . v o=eUDn . & =D (14)

donde,
I = tr(je3) o II = tr(zeg) (15)

ademés,
t=Z _ju-Hur - fuder - selo - HYe- Sua (o

donde los paréimetros reolégicos pueden tomar valores positivos o nulos.

Mediante la asignacién de valores adecuados a los pardmetros reolégicos, es ficil com-
probar que el modelo constitutivo diferencial propuesto puede generar los siguientes mo-
delos reolégicos: Maxwelliano Contravariante y Covariante, Jeffreys, Johnson - Segalman
y Giesekus. Cuando la funcionalidad con el segundo invariante del tensor velocidad de
deformacién (o el tensor de tensiones) se elimina y o’ = 0, se obtienen los modelos diferen-
ciales cuasilineales; en caso contrario los modelos diferenciales son nolineales. Esta dltima
clasificacién tiene una importancia considerable en la metodologi'l a seguir para el estudio
delcambiodeﬁpoyhplérdidadeevoluciénquenemalinrimisadehnu. Pero mucho
més importante es todavia el hecho de que 1, tome valores diferentes de cero. De aqui
en mis, para 1, = 0 los modelos resultantes se designarin Modeios M mientras que para
1, # O se designarin Modelos J. Se puede anticipar que los Modelos M cambian de tipo
aunque no pierdan evolucién, necesariamente. Los Modelos J nuncan cambian de tipo.

Los Modelos J con @ = 0 y K = 0 tienen la siguiente forma que se puede deducir
ficilmente de las ecuaciones anteriores,

Afi+r=(mn+n)i+rj (17
_ A1,
A= n. + n.) (18)

donde ), se denomina tiempo de retardo. Cuando el tiempo de retardo es mulo ( es
decir el modelo es de tipo M) se dice que el fluido o material tiene viscosidad instanténea.
Actualmente no se sabe si la viscosidad instantinea corresponde a la realidad fisica (ver por
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ejemplo, Denn, 1990) aunque en principio podrfa. explicar ciertos fenémenos viscoelésticos
que involucran cambios de flujo sustanciales ( Joseph et al., 1985 ).

TRES ESTUDIOS FUNDAMENTALES DEL PROBLEMA
FLUIDODINAMICO ISOTERMICO

En esta seccién se desea poner énfasis en la necesidad de realizar estudios preliminares
del modelo matemético que representa el problema fluidodinémico, antes de proceder a la
generacién del algoritmo numérico. .

En efecto, la primera etapa consiste en formular el Modelo Continuo y efectuar los
siguientes tres estudios fundamentales ( se supone existencia y unicidad; continuidad estd
asociada a la pérdida de evolucién como se describe més adelante ),

* Estabilidad
* Cambio de Tipo
* Pérdida de Evoluciéa

La segunda etapa tiene como funcién generar el Modelo Discreto y efectuar los

siguientes tres estudios fundamentales,
* Convergencia
* Consistencia
* Estabilidad

En este trabajo se presentan en forma breve los tres estudios fandamentales del Modelo
Continuo. Estos estudios estin fuertemente relacionados con los conceptos bisicos de
convergencia, consistencia y estabilidad del Modelo Discreto, los cuales no serin aqui
analizados por escapar a los objetivos de esta presentacién. No obstante, en términos
cualitativos, es simple visualizar las consecuencias catastréficas que puede tener en la
convergencia y la consistencia, por ejemplo, un cambio de tipo del modelo continuo. Tanto
es a.si', que basta con tener experiencia en la discretizacién de ecuaciones en derivadas
parciales para comprobar que un término laplaciano discretizado con diferencias finitas
centrales es inadecuado para evaluar las variables dependientes en un cambio de tipo
eliptico a hiperbélico ( ver Joseph, Renardy y Saut, 1985). Por otro lado, la pérdida
de evolucién del Modelo Continuo, lo cual implica que el problema de las condiciones
iniciales de Cauchy esti mal planteado en el sentido de la variable independiente-tiempo,
genera indiscutiblemente una inestabilidad numérica del Modelo Discreto. Aunque a este
tipo de inestabilidad de Hadamard se le ha atribuido algtn sentido fisico (ver Joseph et
al. 1985) también, hay investigadores que sostienen que el problema es estrictamente de
indole matem4tica ¥ por lo tanto solo esti mal planteado ( ver Dupret y Marchal, 1986).
Lo importante para esta presentacién es notar que un Modelo Continuo que sufre pérdida
de evolucién no puede ser estabie a perturbaciones de longitud de ondas cortas del orden
del tamafio de las grillas.

A continuacién se describe brevemente la estabilidad, el cambio de tipo y la pérdida
de evolucién del modelo continuo en el problema viscoelistico isotérmico.
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ESTABILIDAD

La resolucién del problema fluidodinimico para valores pequefios de los nimeros adi-
mensionales ( aquf nos referiremos al nimero de Weissenberg, We, solamente) genera lo
que se suele llamar la Solucién Base. Esta solucién, generalmente obtenida mediante
métodos numéricos, puede perder estabilidad a medida que We se incrementa, generando
una solucién diferente en naturaleza a la que ya se habia obtenido.

Lamentablemente, una teoria completa de la estabilidad de ecuaciones diferenciales
parciales nolineales no existe al presente. Sin embargo el problema puede ser abordado
usando la teoria lineal de estabilidad y también la teoria nolineal de bifurcaciones.

Existen métodos numéricos que no son suficientemente robustos como para computar
soluciones alrededor de puntos de bifurcaciones, puntos Kmites y terminales. Por con-
siguiente toda informacién preliminar sobre la estabilidad de las soluciones del modelo
continuo, puede ayudar a la seleccién del algoritmo necesario para un determinado modelo
constitutivo.

Por ejemplo, para el Modelo Maxwelliano Contravariante, bajo la hipétesis de incom-
presibilidad, 1a solucién base se obtiene de! siguiente modelo continuo,

Yoy =0
p(% + yeVy) = -Vp + Ver + pg (19)
X.(-::f- ~¥UyTer—ze¥e+ g =1nj (20)
=90 , =z , zeV(0) (21)
v=v(nt) , £=r(nt) ., z€Alt) , t>0 (22)

es decir que en principio para valores bajos de We uno obtiene £(r, t}, v(z, t) y p(r,t). Esta
solucién base es usualmente del estado estacionario y por lo tanto la dependencia con el
tiempo se puede eliminar.

La etapa siguiente es buscar la pérdida de estabilidad de la solucién base al incrementar
el nimero de Weissenberg, mediante la teoria lineal. Para ello se supone una pequeiia
perturbacién tal que: £(r,t) + (z,1), v(r, ¢} + ¥'(r,t} ¥ p(z,t) + P'(z,t). Las variables
primas son perturbaciones infinitesimales desde el punto de vista de la teoria lineal y como
consecuencia de ello, se puede linealizar el problema perturbado correspondiente. Las
perturbaciones tienen como condiciones iniciales y de contorno las siguientes ecuaciones,

=92, £ =7 , rev() (23)

Y=0, ¢ =0, recA() (24)




donde se puede observar que la ec. (23) introduce al instante inicial la perturbacién que
decrecerd (estable), aumentaré (inestable) o perduraré (neutral) en el tiempo. Ademds,
la ec. (24) demuestra que las perturbaciones no modifican las condiciones de contorno
(condiciones hamogéneas ) generando un problema espectral. En efecto, la forma esperada

de las perturbaciones son,
¢ = Ef) <™ (25)
¥ = Pg) (26)
¢ =TI &)
e=90 +i0;, , ©=-1 (28)

donde o se descompone en los diferentes autovalores del'plobluna espectral y es funcién
del We. Es decir que existe un nimero de Weissenberyg critico We, para el cual la solucién
base estf en la estabilidad neutral ( parte real nula del primer autovalor del espectro ).
Para We > We, la solucién base se destabiliza ante la perturbacién infinitesimal. Se
debe también observar que la parte imaginaria de los antovalores introduce evoluciones

Para los fines de este trabajo, podemos mencionar que la solucién base sigue existiendo
para We > We, a pesar de que es inestable a perturbaciones infinitesimales. Por consi-
guiente el método numérico usado, si es suficientemente robusto, también podria computar
otras soluciones estables para el mismo rango de valores del niimero de Weissenberg. Esta
es una conclusién de singular importancia en la interpretacién de resultados numéricos en
general.

La pregunta que corresponde ahora formularse es la siguiente. Cufn estable es la
solucién base a perturbaciones finitas (no infinitesimales) ? La respuesta parece ser que en
general no es muy estable. En efecto, basta con estudiar la transicién del flujo laminar a
flujo turbulento de un fluido newtoniano en un tubo de seccién anular, circular y axialmente
constante ( ver Joseph, 1976 ). Este aspecto del problema fiuidodinimico requiere ser
analizado mediante la teoria de bifurcaciones. En este caso se supone que la perturbacién
del flujo base es finita, aunque todavia pequeiia, asi,

€ = % /(g’og'ﬁ dvV <<1 (29)

&ondeechenerp’adn&tiupmmediodehperturbadénynehmcomopnﬁmetm
pequeiio para expandir en serie potencial la perturbacién. Por supuesto que la perturbacién
de orden cero se corresponde con las perturbaciones infinitesimales de la teoria lineal de
estabilidad; de alli que es necesario también expandir el niimero de Weissenberg como
sigue,

We ss We, + Wel ¢ £ Weld &, (30)

Para la solucién del problema de estabilidad no lineal aqui planteado el lector puede
recurrir a la literatura especializtada en el tema ( Joseph, 1976; Iooces ¥ Joseph, 1980).
En general pueden surgir dos casos. Uno corresponde a perturbaciones infinitesimales
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estacionarias y el otro considera las perturbaciones infinitesimales periédicas; ambas per-
turbaciones se estudian en la estabilidad neutral { 12 relacién de estos casos con el valor
nulo y no-nulo de la parte imaginaria del autovalor més critico es directa ).

A partir de la ec. (30) es simple comprobar que a perturbaciones finitas pequenu,
la destabilizacién de la solucién base puede ser subcritica ( We < We, ) o supercritica (
We > We, ). A su ves las perturbaciones subcriticas y mpercﬂtu:u pueden ser estables o
inestables. Por ejemplo, la transicién a la turbulencia del flujo de un fluido Newtoma.no en
un tubo ( ejemplo mencionado arriba ) se produce por destabilisacién subcritica inestable
que evoluciona a una solucién estable. Algunos casos de bifurcacién se muestran en los
textos citados. También se deben agregar en este tema los puntos terminales y puntos de
retorno.

El esfiferso invertido en esta seccién describiendo brevemente los conceptos de estabi-
lidad, es precisamente para mencionar que aunque la existencia de otras soluciones del pro-
blema fluidodindmico del fiuido vnscoelistxco no se descartan, a juzgar por la informacién
disponible en la bibliografia, en la mayonn de los casos se comprobdé que los nimeros de
Weissenberg criticos encontrados con métodos numéricos ( elementos finitos en general )
son dependientes de la forma de discretizacién y de los tamafios de grillas (ver por ejem-
plo, Keunings, 1987; Josse et al., 1986). En otras palabras, al no converger el nimero de
Weissenberg critico a un valor definitivo con el afinamiemto de grillas, se r;ompmhts que
los puntos que involucraban cambio de solucién no necesariamente pertenecian al Modelo
Continuo, sino mas bien, eran el resultado espireo del Modelo Discreto. Reflotando con-
ceptos clisicos, se podri'a decir que se est4 ante un problema de CONSISTENCIA, es decir,
el modelo discreto no converge al modelo continuo. Esto es de esperarse en cierto grado,
puesto que un sistema de ecuaciones diferenciales parciales nolineal es transformado por
el algoritmo numeérico en un sistema de ecuaciones algebraicas, también nolineal, cuyas
soluciones son ahora las miltiples raices posibles.

El pérrafo anterior remarca claramente la importancia que puede tener un anflisis de
estabilidad del modelo continuo antes de generar el correspondiente modelo discreto. Por
supuesto, un andlisis de estabilidad puede resultar ser una tarea tan compleja como la de
tratar de resolver el problema numérico. No obstante, tampoco se justifica perder de vista
conceptos tan importantes como son Jos puntos de bifurcacién y puntos limites ¥ terminales,
los cuales, si pertenecen a un modelo continuo bueno, estén directamente asociados a las
transiciones de flujo detectadas en la experimentacién y en el procesamiento, por ejemplo,
de polimeros.

CAMBIO DE TIPO

Es muy conocido que el fiujo isotérmico de un fluido newtoniano de densidad constante
genera un sistema de ecuaciones diferenciales parciales (SEDP) nolineales que se puede
clasificar sin ambigiedad como eli'pt'wo. Sin embargo, cuando el problema fluidodinémico
se plantea para un fluido viscoelistico, uno encuentra que la clasificacién correspondiente
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no es tan ficil de realizar. En efecto, debido a la no linealidad introducida por los efectos
de relzjacién y elasticidad del fluido, se puede esperar que en el SEDP aparescan cambios
de tipo; es decir, una pa.mcnh de fiuido que se mueve en el dominio de flujo V (t) puede
pasar de un subdominio elxpt.xco a uno hiperbélico y viceversa.

El cambio de tipo es bien conocido para el problema fluidodinémico de fluidos newto-
niance incompresibles con viscosidad despreciable, donde se puede hablar de fiujo luboémco
y supersénico y ondas de choque ( este concepto involucra el cruce de las caracteristicas
realu del correspondiente problema hiperbdlico ). Para fluidos viscoelisticos, se realiza
aqul una breve descripcién del anilisis del cambio de tipo.

Como primera estrategia, al SEDP de segundo ordea (SEDPSO), tlpxcamente encon-
trado en los problemas fluidodindmicoe, conviene reducirlo a un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales de pnmer orden (SEDPPO), el cual puede ser cuasilineal y nolineal,
dependlendo de las caracteristicas del modelo constitutivo. Supongamos primero que el
SEDPPO es cuasilineal y que el flujo es en dos direcciones para simplificar el andlisis. Por
consiguiente, se puede definir un vector ¢, cuyas componentes son las variables dependien-
tes del problema,

! = I‘)'i”'] vfﬁyf] (31)

donde u y v son las componentes del vector velocidad segiin las coordenadas z e y, respec-
tivamente, cuando el flujo en dos direcciones es planar. El estado de tensiones para esta
cinemitica tiene dos tensiones perpendiculares 1, Y fyuna tensién de corte o tangencial r
(se debe observar que en la nomenclatura los subindices se abrevian asi: 1 = zz Yy 2 =yy).
Adem4s p es la presién del fluido.

Mediante simple algebra el SEDPPO generado es,

42 v 22y, (32)

dy
donde, para el caso cuasilineal, las matrices 4, B y C y el vector f dependen solamente
de ¢g. Usando ahora la teoria de ecuaciones diferenciales ( ver Courant y Hilbert, 1962;

Joseph et al., 1985 ) se puede encontrar las curvas caracteristicas del problema del estado
estacionario de acuerdo a las siguientes ecuaciones,

g dq
x

dy
a=—a (33)
det(ad4 + B) =0 (34)

donde a define los autovalores.
Como ejemplo se puede tomar el Fluido Maxwelliano Contravariante ( ver Joseph et
al., 1985 ). Evaluando el determinante de la ec. (34), se obtiene,
(ax +9)* (1+a’) 2ra—plav+v)’ +an +n+(1+a’)u] = 0 (35)

de donde se pueden obtener las siguientes conclusiones:
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* Las lineas de corriente son caracteristicas reales dobles, es decir que al anular el primer
factor de la ec. (35),
dy dz

v T v e)

en este sentido el dominio de flujo es hiperbélico. i
El segundo factor de la ec. (35) se anula generando dos curvas caracteristicas imagi-

narias,
= %1 (37

en este sentido el dominio de flujo es el;ptxco. Sin embargo, teniendo en cuenta las

ecs. (36) y, (37), es claro que el dominio tiene un tipo mixto (hiperbélico y eliptico).
La parte eliptica segln Joseph et al. estf asociada a la inica componente del vector
vorticidad del flujo planar en dos direcciones; es decir, si ¥ es la funcién linea de
corriente,

Q= -V

* El tercer factor de la ec. (35), sin embargo, no nos permite concluir anticipadamente
como lo hicimos para los dos primeros factores porque, en este caso en particular,
se requiere conocer simultaneamente la solucién ¢. Este factor genera las siguientes

P
curvas caracteristicas,

dy _ puv — 71 r’-—2mv—(u+f,)(p+n)+ﬂ’(ﬂ+fa)]§ (38)
(8 + 7 — pu?) (B +n —pu?)?

donde se visualiza que dependiendo del valor de las varizbles dependientes, las curvas

caracteristicas pueden ser reales o complejas. Esto implica que el SEDPPO puede

cambiar de tipo en el dominio de flujo.

Joseph et al. (1985) demostré que el tercer factor del determinante esti asociado a la
conservacién de la vorticidad. En efecto, el vector de la vorticidad w se define,

£ [

w=Vxg . (39)

Para un flujo en dos direcciones w = (l¢, siendo ¢ perpendicular al plano z—y. Recordando
la ec. (39) y aplicando consecutivamente el operador rotor y la derivacién material al
balance de cantidad de movimiento, se obtiene

e = ¥ x (T dn) (40)

Esta ecuacién para el Fluido Maxwelliano Contravariante (FMC) genera las mismas curvas
caracteristicas que el tercer factor de la ec. (35), lo cual es una prueba particular de que
el cambio de tipo esti asociado al balance de la vorticidad. En otras palabras, el balance
de la vorticidad cambia de tipo cuando el modelo constitutivo es el FMC.
Es interesante mencionar, siguiendo a Joseph et al. (1985), que uno puede estudiar la
ec. (38) en relacién a la perturbacién de un fiujo base estipulado. En efecto, reemplua.ndo
dxrecta.mente el flujo base en esta ecuacién, se encuentran las curvas caracteristicas de la
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perturbacién y la naturaleza de su propagacién en el dominio de flujo. El caso m4s simple
es la perturbacién del fiujo uniforme,

vw=U , v=0 , £=1n==20 (41)
Combinando las ecs (38) y (41) se obtiene,

dy 1 Iy

_ = % ———]}3 42

z=* gy («2)
donde C = (u/p)} es la velocidad de propagacién de Ia onda viscoeléstica y Mav = U/C
es el nimero de Mach viscoeléstico. Para Mav < 1 la perturbacién del flujo uniforme es
amortiguada por la viscoelasticidad del FMC.

Estudios similares se pueden realisar para flujos y ecuaciones constitutivas més com-
plejas (ver, por ejemplo, Ahrens et al., 1987; Verdier y Joseph, 1989; Yoo et al., 1985; Yoo
y Joseph, 1985). Un estudio muy interesante es el de Song y Yoo (1987) donde se computa
el ﬂu_po del FMC en una constriccién. La frontera que separa el dominio hiperbélico del
ehphco se obtiene simultineamente con la solucién del problema. El algoritmo aumérico
tiene un cambio de discretizacién automitico para el balance de la vorticidad, el cual usa
diferencias finitas centrales en la zona ellptnca. y diferencias finitas hacia atris para la zona
hiperbélica.

El trabajo de Gaidos y Darby (1988) es remarcable en el sentido de que demuestran
que los Modelos ] no presentan cambio de tipo. No obstante el problema fluidodindmico
correspondiente es del tipo mixto. En forma mds generalizada esta misma conclusién fue
discutida por Van der Zanden y Hulsen (19088). Otro trabajo relevante es el de Verdier
y Joseph (1989) donde estudian el modelo de White-Metzner (nolineal) presentando un
procedimiento sistemitico de linealizacién. También corresponde destacar los resultados
de Phelan et al. (1989) donde usan el modelo nolineal de Giesekus; estos autores lograron
generar un SEDPPO estrictamente hiperbélico (sin cambio de tipo) mediante la conside-
racién de una densidad que varia ligeramente con la presién (caso tipicamente encontrado
en el procesamiento de polxmaros )-

Finalmente corresponde a.qm mencionar que antes de generar un algoritmo numérico
del problema fluidodindmico de fiuidos viscoeldsticos, es muy conveniente hacer un estu-
dio del cambio de tipo del SEDPPO. Por supuesto que si se trata de un Modelo J no
existe posibilidad de un cambio de tipo. No obstante, desde el punto de vista fisico no se
tiene certeza si los fluidos viscoeldsticos de interés préctico tienen elasticidad instantinea
{ Modelo M ) o elasticidad con retardo ( Modelo J).

PERDIDA DE EVOLUCION

En la seccién anterior se estudié el cambio de tipo que se genera en el SEDPPO del
problema fluidodinémico viscoeldstico. Este andlisis se realiza bajo la hipétesis del estado
estacionario. Sin embargo, para considerar la pérdida de evolucxén, uno debe usar la ec.
(32) en forma completa, es decir, la variable tiempo es aqui muy importante.
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Se dice que el SEDPPO tiene evolucién si para
dt(mA+mB-ALC) =0 (43)

Jos autovalores A son reales para cualquier par (»,,n,) con nf + n} = 1. Es decir, e
SEDPPO es hiperbélico en relacién a la variable tiempo si los autovalores de la ec. (43)
son reales. _

La pérdida de evolucién estd asociada al problema de Cauchy pars ecuaciones dife-
renciales en derivadas parciales. En efecto, el problema de las condiciones iniciales en el
SEDPPO estf mal planteado ( ill posed ) si existe pérdida de evolucién ( ver Joseph y
Saut , 1986 ). A

Lo que se dice arriba también se puede analizar desde un punto de vista fisico. En
efecto, para f = O y las matrices 4, B y C constantes alrededor de un punto dado del
dominio de flujo, el determinante de la ec. (43) implica que,

g1=19, elnre—4at) (“)

La ec. (44) es una onda plana {usualmente onda corta) y si A es real no hay destabilixacién
del tipo de Hadamard; es decir, el sistema tiene evolucién ( es hiperbélico en ¢ )- Recordar
aqui que las ecuaciones diferenciales de derivadas parciales elipticu no necesariamente
generan un problema de Cauchy bien planteado.

Debido a que las matrices de Ia ec. (32) dependen del vector g, el estudio de la pérdida
de evolucién se realiza mediante un proceso de linealizacién { Joseph y Saut, 19886). Asi, si
g, es una solucién base del estado estacionario, uno puede proponer la siguiente evolucién,

1 =49, + 9, e'lasg~4¢) (45)

domlegl es constante y depende de la solucién base alrededor de un punto del dominio.
Esf.oimplicaquesimdesumhari.,ddeterminantedelcscoeﬁdentadel:’stema
algebraico que resulta de reemplaszar Ia ec. (45) en la ec. (32) debe ser cero. Esta condicién
a su vez determina si los autovalores son reales (hiperbélico) o imaginarice (eliptico).

A continuacién se comentan algunos resultados publicados en la bibliografia, relacio-
nados con la pérdida de evolucion segiin el presente contexto de andlisis:

* El Fluido Maxwelliano Contravariante y Covariante no pierde evolucién. Presenta

cambio de tipo.

* El Fluido de Oldroyd { incluye el Fluido Maxwelliano Corrotacional ) pierde evolucién
cuando la deformacién por elongaciém estd presente en la cinemética del flujo. También
pierde evolucién en flujos irrotacionales del tipo fuente - sumidero.

El Fluido de Bird - Deaguiar ( derivadoen baseala tearia cinética molecular ) presenta

miltiples soluciones bases para flujos de corte y de elongacién simple ( ver Calderer

et al,, 1990 ). En general, siempre hay una solucién que no pierde evolucién. A su

vez esta solucién presenta cambio de tipo.

* E!efecto de la compresibilidad del fiuido ( densidad variable por efecto de la presién)
genera un SEDPPO que no pierde evolucién y no cambia de tipo cuando el modelo
coastitutivo es ¢l Fluido de Giesekus ( Phelan et al., 1989 ).




- 212~

La pérdida de evolucién de la solucién base del estado estacionario, puede hacer que
un algoritmo numérico sea catastréficamente inestable ante pequefias perturbaciones del
orden del tamaiio de grilla ( ondas cortas ). Esto es més significativo cuando més se afinan
las grillas. Asimismo, uno puede pensar que la pérdida de evolucién del flujo del estado
estacionario puede tener consecuencias fisicas que son frecuentemente observadas en la
experimentacién. Sin embargo, como a su ves se trata de un problema transitorio mal
planteado en el sentido de Cauchy, ciertos investigadores no desean asociar la pérdida de
evolucién con fenémenos fisicos y prefieren analizar ésto en el contexto de las dificultades
numéricas que se generan.

ECUACIONES CONSTITUTIVAS INTEGRALES

Las ecuaciones constitutivas integrales han recibido menos atencién en la literatura,
en lo que respecta al estudio del cambio de tipo y pérdida de evolucién. Sin embargo se
sabe que ciertas ecuaciones constitutivas diferenciales tienen una versién integral. En este
caso las conclusiones que se obtienen con modelos integrales son vilidas también para los
modelos diferenciales respectivos. En e] sentido inverso esta conclusién no necesariamente
tiene validex.

Renardy (1984 y 1985) estudié ecuaciones constitutivas integrales del tipo K-BKZ y
obtuvo conclusiones acerca de las condiciones matemsiticas (monoticidad y convexidad)
que debe cumplir la energia de deformacién en este modelo, para evitar la pérdida de
evolucién.

De todos modos, interesa aquf en particular preguntarse también si la viscosidad adi-
cional n, del Modelo J tiene sentido fisico en los modelos integrales. El hecho concreto es
que existen dos modelos integrales rigurosamente derivados con teorias cinéticas molecu-
lares. Uno es el modelo de Doi-Edwards ( se usa el concepto de reptacién molecular ) y
el otro es el modelo de Curtiss-Bird ( se introduce en forma similar el concepto de rep-
tacién pero ademis se agrega el coeficiente de tensién de cadena molecular ). Solamente
el segundo modelo permite la aparicién de la viscosidad adicional que da origen al tiempo
de relajamiento de retardo, el cual tiene consecuencias favorables para evitar ei cambio de
tipo. Esto fue mencionado en la seccién correspondiente de este trabajo al referirnos al
trabajo de Gaido y Darby (1988) y Van der Zanden y Hulsen (1988).

Antes de terminar esta seccién, corresponde mencionar que (ver Larson, 1988) la
existencia del tiempo de relajamiento de retardo no tiene sustentacién experimental porque
en principio, este término violaria la ley que relaciona la tensién y el indice de refraccién
( stress-optic law ). Es decir que uno podria pensar que la elasticidad instanténea es
controlante en los modelos constitutivos para fundidos y concentrados. No obstante, se
requiere experimentacién adicional para concluir rotundamente en este aspecto.

En la actualidad se estfn obteniendo resultados numéricos de flujos viscoelésticos en
dos direcciones con ecuaciones constitutivas integrales para valores grandes del nimero de
Weissenberg, demostrando estos resultados ciertas caracteristicas favorables para el uso de
estos modeloe en los algoritmos numéricos. No obstante, se debe aclarar que los modelos
integrales requieren un esquema robusto de seguimiento de particulas para poder computar
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iterativamente el tensor de Cauchy.

CONCLUSION

Antes de generar un algoritmo numérico para la solucién del problema fluidodinémico
viscoeléstico e isotérmico, es muy aconsejable realizar tres estudios fundamentales ( al
menos cualitativamente ) del Modelo Continuo. Ellos son : Estabilidad y Bifurcaciones,
Cambio de Tipo y Pérdida de Evolucién. A su vez estos conceptos estin relacionados con
la Convergencia, Consistencia y Estabilidad del Modelo Discreto. El Modelo Continuo
se debe escribir como un sistema de ecuaciones de derivadas parciales de primer orden
(SEDPPO) para analizar estos conceptos. Sin embargo, el cambio de tipo y la pérdida
de evolucién se pueden generalmente estudiar desde el balance de la vorticidad, el cual es
una ecuacién en derivadas parciales de segundo orden en el tiempo y en las coordenadas
espaciales cuando hay efectos de relajamiento del fluido. Tanto es asi que la seleccién de
la ecuacién constitutiva { Modelos M y J ) tiene un papel preponderante en las curvas
caracteristicas que permiten clasificar el Modelo Continuo en hiperbélico y eliptico.

El éxito de un algoritmo que resuelve el problema fluidodindmico viscoeléstico depende
sustancialmente de que se consideren los estudios fundamentales sefialados en forma breve
en esta charla. La misma conclusién puede ser extendida a problemas termodinimicos de
alta complejidad ( flujos m.lt:flsm en medios porosos, fluidodindmica de lechos fluidiza-
dos con transformaciones quumcu, etc.).

Alpresemenoachtotodamuhp&dxdzdeevoluiénddModeloContmuopude
ser interpretada fisicamente. En el mmmrcodedudaentndconcepwdc la elasti-
cidad instanténea asociada a los Modelos M. Asimizmo, las teorias cinéticas moleculares
de fluidos viscoeldsticos concentrados (la viscosidad de solvente esti ausente) presentan
dificultades en justificar el tiempo de retardo. Las publicaciones sobre el tema han demos-
trado que la resolucién del problema viscoeldstico es una tarea muitidisciplinaria y que
resultados experimentales pueden arrojar lus a las incertidumbres fisicas y matemiticas.
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