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In thi. work, a mel diacuui_ on tI&elormulat~ 01 the mtJtlumatictJl motlel tACItclucriH.
the dvnamic. 01 vi.coeltutic ftaitl6 u pruented. TAne IUMClmentol concept. ere canalpc4:
Stabilitf/, Change 01 Twe tmtl Lou 01 Euolution. CORcluion6 lire pruentul ill relation to
the generation of numeriCGl fIlJDritAnu OM to 6Dme ezperimentGl ruulU auoilalHe in t1e
literature, which are releocmt to tI&eRbj«t. AltAough tI&egeneral &trucharc 01 tIac CDn6tit••
tive equation to generate 6tGik nrmaerictJl oJ,oritJanu u IIOW bo-, it u &till .nclear lrom
the phy6ictJl point of vi_ tI&e_ of ClMociatul concept. like in6tontancou dluticitf/ CIIfJl
materioJ retardation time.

En we trubajo, .e pruellt4 .na diKuit5n brew IICCN» de la 10rmulacit5n cId JI'UItlclD _

tem4tico que dc.eri6c la din4mica tie ftuidD. ";,,t:oeld.&ticD6. Se 1JnCJlizcJ"tru -P'M
lundomentoJu: E&tuilUliul, Cam6io de Tipo f/ Perdido de EDDlv.ciOn. La _'tuionu
.e pre.entan en rclacion a la gencrucicSn de oJgorit_ RUmericor , a 41,._ ruv.ltodD6
ezperimentoJu importGntu para cl tcm&. Aunque la c6tructura ,cncroJ de la «UllCion_
titutiUG que genera ol'Oritrn06 numeric. c6tGolu u aAora conociIla, _ u toda~ claro
dude cl punta de tJi.to f{aico cl 1£&0 de 11M conceptD6 46OCUuIo. de cltuticidtul iJutant4nea
, de tiempo de retardo dcl materioJ.

La industria que procesa compuestos polimericoa, presenta problemas de la meetnica
de ftuidoa que son de interes prictieo y desafiantes. Lu solucio_ y resultados de este.
problemas Ion usadoe directamente en las lineaa de producci6ll y en loa departamentoe de
control de calidad y desarrollo de nuevClll productoa.

La solution de 101 problemas t1.uidodinimieos de luidaa aewtonianoe Ie encuentra en



lID eRado 11III7 aftIlAdo, '1 ell loB 'IlliimaB aioI • Iosnnm ~ precia08 COD1&
ayuda de _percomputadoru Yedorizadu '1 compl~o. Dtodo. DllIDUicoa. Sin embUIO.
_ problema ftuidodiu&mic41 YiKoelutic:Ol •• todavfa motiYo de iDieDIa inYelltiga.ci6nen
.,.,.... &en_ fundunentalell. Uno de enc. iDYoJucrala emenci6n de mftodolI nUJDirica.
e&deDteI para probJemu not•• _ '1 camplejo. como loBque Ie pJuateaD CODel fiujo de
~ poIim6ric.a. en mAqaiDU ~raa. Eeta DeCesidad foe par Yaria. aDo.
•••.• n&tisacl· am eK&pU' • 1&cJUica polhnica acerca de Ii el m6todo de diferenciu
fi.n.itM_ mejar 0 peoI' que el de elemmtoa finib. E1 hecho caacreto es que 1&mayorla de
_ ~ IlllIIIhic:a. c:lUic:a. de 1&mec&nica de fiuicb DeWtoni.D(llI, f••••aron al preten-
der exteDderloe Y aplicar10s a 1&mecUaica de fluidos YiKoelUticoL En general se 11861&
c:onocida elIpeCulaci6n de 10. teruU- fuentes a.copJadoe en ec:ua.cionellque se cuian que
eru de natun1esa cloNhuente e1lptic&. Lueao wrema- que elite "r6tulo eliptico· en la
mayorla de los CUClBno nec:esariamente Ie cumple.

Act •••.1mente existe en 1&literatura alia el c1DomiJIado PJo6lcmtJ tld Nilmero de Wa.-
un6c" Grantlc ( IIi,. Wciucnlacrr N-*r PtolHcm• IIWNP). En efec:to, el nUmero de
We~ es un a6mero adimeuional que Arle del proc8O de adimensionaliza.ci6n del
mode1o m.tematico que describe el flujo de fluidal viacoelUt.icoa. Ea decir, aparle de
_ n6meros adimenlioDalell ~ de 1&""';nica de ftlUdo. Dewtoniano. ( DUmeroe de
Reynolds, Froude y Capilar'1 reJecioMe eeomftricu y~) uno debe adema.
considerar el n6mero de Wei~, el cuales icual al produdo del tiempo de relajamiento
del fiuido 0 material , de 1&Ye10cicladde corte caracterfatica del fiujo en consideraci6n.
POI' c:cmaiguiente, el HWNP Ie retiere a que loBm'todo. Dumhicos fallan en predecir una
eo1uci6n del problema YiscoelUtico para au.merc. de Wei.enberc mu crandell que un ~
lor crltko, aim c:aando el n6mero de Re,uoIda es chico 0 C8'0. MU aUn, el valor crltico
depende del t.ipo de m'todo y tamaio de cril1u que • 1ISUl en 10. c&lcul06 para una
Ceometrla prefijada. Aqui lie debe now que DOse excluye el hecho de que u.mbien existe
un nUmero de WeisaeDbers c:rit.icopara el cual • produce una tranaici6n tUlica - real • del
problema base; en efecto, todoe loB experimentalistall del Uea ban obeervado que en 1&
industria procesedora de ))Olimeros, exi.ten fenc>meno. como par ejemplo 1&&a.ciura del
fundido (melt &act.ure) a un valor crlt.ico del n'6mero de WeiuenberI. UII&de lu dudas que
aurpm a.ciuelmente es Ii eti.ste aJcuna relaci6Il entre el n1imero de Weissenberc crltico de
a mit.odos numerico. con el de loe resukad08 experimemalea. Eate upec:t.o sera di.scutido
lueso en relaci6n al t.ema ceniral de st.a prelleDt.a.ci6n.

En los ultimo. ailClIIle ha &Y&DAdomucho en 1&eoluci6n del denominado HWNP
y se encont.r6 que exiat.i.. -no. upedGe fundament.ales en 1&formu1aci6n del modelo
mat.emat.ico que oporlunament.e DO Ie ent.endian bien. Eatoe upec:t.oe ha.cian que el al.
goriimo numerico &acuara en b principales objet.ivos para eJ cual habia sido generado.
Aunque iodavi. alcunos de.toe prob~ fundament.ales no estin resueltos, existe en la
act.ualidad mayw informaciOn acerca de laa mUltiples causas por laa cualell est.os c&lculoe
nu.znenco. fallabaa.

La. finalidacl de eIIt.a presentaci6ll, es simplement.e moUftI' 1&discuai6n de una de
estall cauau que CeneraD el HWNP. Se consideraa aqui laa CODIeCUenciu que tiene 1&
selecci6n del modelo consutuu- del hido Yiscoelastico en el metodo DllIDUico que Ie
decide impIement.ar. En aiq6a 1IIIlIDeJlio. pret.ende rerisar a:hauat."-meDte el t.ema de I.



mode1Ki6D num&ia de 8v..ic- T~ ( para .no Ter lu reYiUans de Croc:bet, IlM19
7 Keuninc 1987 ). Se trata 8010 de u.e. 1111& discusi6n orpnisada de aJpnm ~
relevant. para 10 que aqu{ Ie llama JWo6lcmGIflcltipo cenutit.,..--uico III cl ftw.jo fie
ftaido. m-u.ticoc.

A contimaaeiQa Ie p..-ia _ forma compKta 1& fammh1ci6n del problema 8uido-
din&mico iaoWrmico de fluidm ~C11 ( leyes, modelo CODIItitutiTo y condiciones
inicial. y de contorDo tlpicu). Sepjclamente Ie cn.cute 1&nec.iclad de realiar u.
estudi08 fundamenta!el del modeIo maten'tico contino ( eatabilidad, c:ambio de tipo Y
perdida de evoluci6D ) que estUa ~ CODU. estudioe ftUldaDJe!!ta!eI del problema
discreto ( converg8Cia. ~ 7 e8tabilidad ).

El problema fluidodbWDic:o iao&hmic:o c:onsis&e _ lu ecuacion. de ba1aDce de materia
7 de C&ntidad de movimiento que lie pueden expresar Tectari&lmente como aigue.

8pat + V.(n) = 0

ar.,( at + P £. Jd = - '5b + V. ~ + /If. (2)

donde p es 1&densidad .upuest.a coutaJde en 1&mayorla de 1CII C.-, l' Y X _ 1CII clUD~
de presi6n ( l!IIC&lv ) y de velocidad ( vectorial ) que •• deeean evaluu en todos _
puntas del volumen V(t) del .ilnema rodeado por eI &rea A(t). t es el tiempo y 1CII efecto.
tranaitoriCII uociadm _ collllideradca. El material que tiuye en este "iema tieoe 1111&

ecuaciOn CODIItitutiva que ewalUa el campo de tensions delinido por eI tenaor de \ena~
simetrico!. FAte __ •• funci6D de 1&delonoaci60 del material, 1&cuJ debe Ier eft1uad&
con 1&cmematica que Ie obtiene alll&tiafacer 1M ecuaciODes de balances ( ea (1) y (2».
El thmino /If. representa 1&fuena de erawdad u om fuena. que prcwiene de lID campo
conaenamo. En ceneral, cuanao 1&denaidad es conatante, est. termino Ie UDe COil el
gradiente del campo de presiOD mediante 1&definici6n de una ~i6n pnera1iAda en 1&
ec. (1). En elite trabajo •• conaidera.n 80lamente tluidCII viKoelUtic:m dentro del CODteno
de 1&teoria que estudia 1&clue de ft-- .mfJlu (ver por ejemplo, Truesdell, Urn). E.
erecto, el tensor de teIWoea •• puede escribir como UD funcional del ten80r relativo de
Cauchy g'" (r)

~ = ~~_ (g'" (t'»

donde 1&historia de 1&deformaci6n lie representa de &ClIeI'do &,



FA claro entances que t' eI un tiempo genenlisado eomprendido entre el tiempo presente,
t, y el tiempo inieial de reposo del material. Ademaa, para resolver el problema fluid.>
din&mico es neeesario dar forma al funcional de la ec:. (3). En este trabt,io lie eatudiari e1
problema fluidodinanuco con modelOll reol6gieOlldel tipo diferencial, que eon lOllmas usa-
dOlIen la actualidad. Sin embargo, en la ultima lec:ei6n Ie present&ra una discusi6n breve
eobre lOllmodelOll reol6gicoe integrales en relaci6n al problema central aqui planteado.

Las condiciones iniciales lie pueden expresar como lieu ••

Mientru que lea condiciones de contarno pueden ser de T&riOlltipoe. Por ejemplo, lie puede
espec:ifica.r lOllvalores de lu tensiones y lu veloeida.des en la frontera,

2b:., t) = E.. (~, t) ~(r.t) = !..(~,t) ~ E A(t) (7)

Tambien puede existir una parte de 1&frontera acop1ada a otro fluido (interfu) en condi-
ciones de inmiacibilidad, donde lie requiere expresa.r lOllaalt05 de las variables dependientea
evaluadas de un lado y del otro de 1&interfu, es dec:ir

(pJ - ({,:!!!!l = IT H

[~:!!!d= 0

donde !! Y I! eoD loe vectores unitariOll perpendicular ., tangente a la interfu y B es la
curvatUR- Ademu, actualmente lie ha enconirado que el fluido puede resbalar en las
fronteras .slidas bajo ciertas condiciones din&micas y lisicoqulmicas, de forma tal que
(Schowalter, 1988)

(~.!!- ~.I! = 0

implicando esto que la ec:. (9) es otra poeible condici6n de contamo. No obstante, IU

1UO en lOllmodelos computacionales requiere todavia de la determinaci6n precisa de las
condiciones bajo las cuales el fluido en coniacta con el s6lido paza a resbalar.

La finalidad de esta -=ci6n es presentar un modelo constitutivo diferencial, con cierto
grado de generalisaci6n, de forma tal de poder di8cutir en las prOximas aec:ciones !os tres
problemas fundamentales relacionadOll con loe modelOll matematicos continuo y discreto
del problema fluidodin&mic:o. Para ello lie neeesitan definieiones cinematicu,



donde :i - el ~ de deformaci6n ., !l-el teD8oI'-ftnicidad.
Para 1c8be& de .te trahajo, usaremoe el .ieuiente modelo diferencial.

1·( + ~ + "~o~= "·i (11)

Il

f' = E~ (12),.,..
••0

r. = •• '"t + f'•• (13)- = =

1· = }·(11) , ". = "'(11) , •• = 0'(11) (14)

11 = tr<i0 i> 0 11 = t~·d (15)

donde los parametro. reol6cicos pueden tomar valores positiv08 0 Dub.
Mediante la aaicnaci6n de yaJor_ adecuad06 a 10&p&rimetros reol6ck08, • fki1 com-

probar que el modelo coutitutivo diferencia! propuesto puede generar l01Iaicuienta __
delO11reol6ckOll: MaxwelliaDo ContraYUiante y Covarianie, Jeffre)"l, Job- - Segalmaa
J Giesekua. Cuando 1&funcion-Jidad con eI aeeundo inn.riante del ten8clr wIocidad de
deformaci6n (0 el teDIIor de teuio_) lie elimina y a' = 0, lie obtienen l01ImodeIoII diferen-
cials cuui1ine&ls; ell cuo COIltrano 101Imode1OIIdiferencials _ nolineala. Eata Ultima
eJasificaci6n Liene 111I&importaDeia CODSiderableell 1&metodolocia a secuir pan eI esiudio
del cambio de upo J 1&p&dida de eY01uci6Dque lie ana1i&ari mas adelante. Pero mucho
ma. importaDte _ toclaTia eI hec:bo de q1M 'J. tome valores diferente. de CIeI'O.De aqui
ell ma., para 'J. = 0 108modeIOIInsultant.8 lie designadn ModeI08 W mieDt.ru q1Mpara
II. -:;.0 lie desiparaa ModelO8 J. Se puede anticipar que 108Modeb M nmbjan de tipo
annque no pierd.aD eorolaci6n, necesari..-te. Loe Mode1OIIJ nuncan c:ambian de tipo.

Loe Mode1OIIJ COD0 = 0 J K = 0 tieaea 1&aipiente forma q1Mlie pgede dedacir
fkiJmente de lu «ucioDa •••.•••••••

~ ~".= (II. + ".)
donde ~ lie denomiaa Uempo de ntardo. Cuando eJ tiempo de retu'do. DUIo ( •
decir el modelo _ de upo M) lie dice que e1lluido 0 material tiene YiscoaiclaodiDst&nUaa.
ActuaJmente DO lie aabe 8 1&TiKOIIidad inatant&nea c:orrespoDde ala realidad 6.ica (Tel' pal'



ejemplo, Demi, 1990) aunque en principio pod.r{a explicar ciertoe fen6menOll viscoelutiCOl
que involuc:rlUl cambia. de flujo suatanci.ales ( Joseph et al., 19S5 ).

TRES ESTUDIOS FUNDAMENT ALES DEL PROBLEMA

nUIDODINA.MICO ISOTERMICO

En esta MlCCi6nlie desea poner emuia en 1&nec:esidad de realisar estudios prelimin&n!l
del modelo matem&tico que repreMJlta el problema fluidodin&mico, antes de proceder a 1&
cenerlld6n del alcoritmo num&ico.

E1l efecto, la primera etapa conaiate en formular el Modelo Continuo y efectuar 101

sipientes tres estudiOll fundamentales ( lie lIUpone existellcia y unicidad; continuidad esU
uociada a la phdida de evoluci6n como lie d~ribe mU ade1lUlte ),

• FAtabilidad
• Cambio de Tipo
• P&dida de Evoluci6ll

La secunda etapa time como funci6a cenerar el Modelo Diacreto y eCectuar 101
sicuientes trea estudios fundamentales.

• Converpncia
• Conaiatencia
• Eatabilidad

En este trabajo liepresentan eDforma brew-eloa trea estudia. fundameatalea del Modelo
Continuo. FAtoa estudios esUD fuertemente relacionados con loa conceptoa Waicos de
converpncia. conaiatencia y eai&bilidad del Modelo Diacreto, loa cuales no aeri.n &qui
lUlalizadoa por esc:&p&ra loa objetivos de .ta presentaci6n. No obstante, eD \hmiDoe
cualitativoa. •• simple viaualizaF lu conaecuenciaa cataatr6ficaa que puede teller en la
cODvergencia y la conaistellcia, par ejempio. un cambio de tipo del mode1o continuo. Tanto
es ui, que baata con teller experiencia eD la discretisac:i6n de ecua.ciones en derivadas
parcialea para comprobar que un termino laplaciano diac:retiAdo con diferenciu finitas
centrales es inadecuado para evaluar 1•• variables dependientes ell un cambio de tipo
eliptico a hiperb61ico ( yer Joseph. R.enardy y Sa.ut, lOSS). Por otro lado, la perdida
de evoluci6n del Modelo Continuo, 10 cual implica que el problema de laa condiciones
iniciales de Cauchy esta mal planteado en el aentido de 1&variable independiente-tiempo,
genera indillc:utiblemente una. inestabilidad numerica del Modelo Diacreto. Aunque a este
tipo de inestabilidad de Hadamard lie le ha atribuido algUn aentido flSico (ver Joseph et
al. 1985) t&mbien. hay inveatigadorea que _tienen que el problema es estrictamente de
indole matem&tica y par 10 tanto solo est& mal planteado ( ver Dupret y Ma.rchal, 1986).
Lo importante para esta preaentaci6n • now que un Modelo Continuo que .urre perdida
de evoluci6n no puede aer estable a perturbaciones de Iongitud de ondu cortas del orden
del tamaio de laa crillu.

A continuaci6n lie describe brevemente 1&estabilidad. el cambio de tipo y 1&pcIrdida
de evoluc:i6n del mocleJo continuo eD el problema viacoelUtico isotermico.



La resoluci6o del problema tluidodin&mic:o para vaJ01'ell pequeno. de 101 o6meroe adi-
meDllionales ( aquf noe ref'eriremoI al oUmero de Weiaaenber&. We, 801amente) ,ener& to
que Ie luele llamar 1&Soluci6n Base. Eata 801uci6n. leneralmente obtenida medi&Die
metodoe numvicoe. puede perder estabilidad a medida que We Ie incrementa, leDerudo
una 10luci6n diferente en naturaleza a 1&que fa Ie habra obtenido.

Lamentablemente, una teoria completa de 1&estabilidad de ecuaciones diferenciales
parciales nolineales no exiate al preeente. S"m embargo el problema puede IV abordado
uaando la teorfa lineal de establlidad '1 tambia 1&.ria nolineal de bifurcaciones.

Existen metodoe oumhia. que no 80n suficientemea&e robustoe como para c:Ompatar
801uciones alrededor de punSol de bifu.n:acioDeI, pUDtol limites '1 tenninales. Por COD-

liguiente toda informaci6n preliminar 80bre 1&estabilidad de 1aI 801ucioDes del moclelo
continuo, puede ayudar a 1&eelecci6n del algorUmo necesario para un detenninado mocleto
constitutivo.

Por ejempl0, para el Modelo Maxwelliano Contravari&Die, H,jo la hip6tesill de iDcom-
presibllidad. la 10luci6n base Ie ohtiene del liguiente modelo cOlUinuo,

,(~ + ~.Y!!) = -'£p + V.~ + pt

4r),.(. - Yr.'" e{ - t·Ylt + t> = tr.i

1! = lAh:.t) , ~ = Lh:,t) , rEACt) • t>O (22)

es decir que en principio para vaJo1'ell~oe de We uno obtiene r.C!:..t), r.b:. t) y P(r., t). Esta
IOIuci6n base es usualmente del estado estacionario y por 10 tanto la dependencia con el
tiempo Ie puede eliminar.

La etapa aiguiente es buscar 1&perdida de estabilidad de 1&aoluci6n base al incrementar
el nUmero de Weiuenberl, mediante 1&teoria lineal. Para ello Ie IUpone una peqUeDa
perturbaci6n tal que: ~(r..t) + ~(r.t). r.h:,t) + Lh:.t) y p(r..t) + P'(r..t). Lu variables
primu lOll perturbaciones infinitesima1ea deade el punto de vista de 1&.ria lineal y como
consecuenc:ia de ello. Ie puede linealizar el problema pertarbado c:orrespondiente. Lu
perturbaciooes tienen como condiciones iniciales J de contomo 1aI licuientes ecu&Ciones,



cJonde _ puede obeervar que Ja ec:. (23) introduce al instante inicial 1&perturbac:i6n que
dec:rec:er& (estable), aumentari (inestable) 0 perdurar& (neutral) en el tiempo. AdemU,
la ec:. (2.) d_tra que lu perturbaciones no modifican I•• condicion. de contomo
(condicioDea homoceneu ) &eDerando lID problema espec:tral. En efeeto. la fOnDA esperada
de lu perbar'bu:ion- eon,

c = CW c-" (25)

; = per) c-•• (28)

~ = tW c-•• (27)

,,= "r + i,,; ." = -1 (28)

donde , _ c1eIcompone en _ clifere:otel autanJores del problema espec:tral y • funci6n
del We. Ea c1ecirque exine lID nUmero de Weisaenberl crltico W CJ, para el cualla aoluci6n
base aU en la eatabiJidad _tral ( pane real nula del primer autoYalor del espec:tro ).
Para We> W CJ, la lIOIuci6n hue lie deatabiliza ante la pertur'bu:i6n infinitesimal. Se
debe tambilba obeerYar que Ia pane imacinaria de Ie. autoYalores introduce evolucioDea
peri6dicaa en lu perturbKiones

Para los fi.neade este tn.b.Jo. poc1emos mencion ••. que la aoluci6n hue ligue existiendo
para W C > W CJ, a pesu de que • inestabIe a perturbaciones infiniwimalea. Por conai-
guieJde eI mitodo numerico aado, ai ell suticie:ntemente rebuate, tambien podrla. computar
otr •• 8Oluc:icmeaest&1)1eapara eI miamo ranco de Yalores del numero de Weisaenberg. Esta
ell una concluai6n de 1incu1ar impartaac:ia en Ia interpreiaci6n de resultadOll numeric:e. en
pneral.

La precnuta que conesponde &hen formularlle es la liguient.e. Cuan eatable es la
aoluci6n b&llea pert.urbaciones fi.nitu (no infinit.elimalel) ? La respuesta parec:e IIer que en
general DO ell muy .table. En efec:to, buta CODestudiu la tranaici6n del liujo lamina.r &

liujo turbulento de un liuido uewtoniuao en un tubo de Iec:ci6n anulu, circular y axialmente
CODItant.e ( Vel' JOIlePh, 1916). Eate upecto del problema liuidodinamico requiere ser
apaliAdo mediame la t.eoria de bifurc:acicm!a.. En elite cue lie supone que la perturbllCi6n
del flujo base es finit&, uuaque todavia pequeiia, •• ~

donde e ell la enersia c:iD6tica promedio de la perturbaci6D y lie la usa como par&metro
pequeno para expandir en IIerie pot.encialla pertvbaci6n. Por IUpueste que la perlurbllCi6n
de orden c:ero lie COITelIpondecon las perlurbKionea infinit.eaimales de la teorla lineal de
estabilidad; de alii que es nec:esario tambien expaadir el JlUmero de Weislenberc como
Iigue,

Para la aoluci6n del problema de estabilidad no lineal aquf plant.eado el lector puede
rec:urrir a la literatara especiali&ada en el tana ( JOIleph. 1976; 1001I y JOIleph, 1980).
En general pueden IRU'Kirde. cuc.. Uno CiOITeIIpOndea perturbacicmes infi.nit.eaimales



estacionariu J el oUo coDSidera lu perturbaciones infinitelima.1e8 peri6dicu; ambu per-
turbaciones Ie estudian en 1&estabilidad neutral ( la relaciOn de estos CUOI con eI Yalor
nulo y no-nulo de la parte imaginaria del autovalor mas c.ritico es directa ).

A partir de 1&ec. (30) es limple comprobar que a perturbaciones &nit.. pequeiiu,
la destabilizaci6n de la IOIuci6n hue puede leT lubcrltica ( We < We" ) 0 .upercrltica (
We> We" ). A au Ta 1•• perturbaciones lubcrlticu y aupercrlticu pueden Bel' estables 0

inestables. POl ejemplo, la transici6n a la turbulencia del flujo de un fluido Newtoniano en
un tubo ( ejemplo mencionado arriba) Beproduce por destabilisaci6n aubcrftica inestable
que evoluciona a una IOluci6n estable. Alcun08 cuos de bifurcaciOn Be muestran en 108
textos citad08. Tambia Be deben agregar en este tema 108 puntos terminales y puntos de
retorno.

EI esfu"eno inwrtido en esta secciOn describiendo brevemente 108conceptos de estabi-
lidad, es precisamente para mencionar que aunque 1&existencia de otru IOluciones del pro-
blema fluidodin&mic:o del fluido viscoel8stico no Ie descartan, a jusgar por 1&infOl'lDKi6n
disponible en la bibliografia, en la mayorla de 108 casos Be comprob6 que 108 n6.meros de
Weisaenberg critic08encontrados con ~tod08 numericos ( elementos &nitos en general )
IOn dependientes de la forma de discretisaciOn y de 108 tamU08 de pill •• (ver por ejem-
plo, Keunings, 1987; Josae et a1., 1986). En otru palabras, aI no convergeT eI n6mero de
Weiasenberg crltico a un wlor definiUvo CODeI aflnamiemto de pil1u, Be compr0b6 que
108puntos que iDYolucraban cambio de IOluci6n no necesariamente pertenecian al ModeIo
Continuo, linO mas bien, eran eI resultado espureo del Modelo Discreto. Reflotando con-
ceptos cluico8, Bepodrla dec:ir que Ie esU ante un problema de CONSISTENCIA, ell decir,
el modelo discreto no converce al modelo continuo. Esto ell de .perarae en cieno crado,
puesto que un sistema de ecuacionea diferencial. parciales nolineal es transformado por
el algoritmo numerico en un listema de ecuacion. algebraic •• , tambien nolineal, cuyas
lolucionell Ion ahora las mUlUplell raic. posiblell.

EI pirrafo anterior remarca c1aramente la importancia que puede tener un an&lisis de
eIItabilidad del modeIo continuo antes de generar el correspondiente modelo diac:reto. Por
IUPUesto, un analisis de eIItabilidad puede resultar Bel' una tarea tan compleja como 1&de
tratu de resolver el problema num&ico. No obstante, tampoco Ie juatifica perder de vista
conceptos tan importantel como lOB Joe puntos de bifurcaci6n y puntoslimitel y termin&Iea,
108 cuales, Ii pertenecen a un modelo continuo bueno, e!lt6n clirec:tameDte .-.i.d08 a lu
traDSiciones de ftujo detedadu en la experimentaci6n y en eI procesamiento, por ejemplo,
de polimer08.

Es muy conocido que el flujo isothmico de un fluido newt.oniano de densidad CODStante
genera un listema de ecuaciones diferenciales parciales (SEDP) nolinealell que Ie puede
cluificar lin ambiguedad como ellptico. Sin embargo, cuando eI problema fluidodin&mico
Be plantea para un liuido viscoelbtico, uno encuenU'a que 1&duificaci6n correspondiente



no es tan f£ell de rea.1izar. En efedo, debido a la DO linea.1idad introducida. por 108efectoB
de relajaci6n ., e1uticidad del fluido, Ie puede esperar que en el SEDP apuesean cambiOll
de tipo; es decir, una pa.rUcula de fluido que ae mueve en el dominio de flujo Vet) puede
puar de un aubdominio eliptic:o a uno hiperb6lico y viceveraa.

EI cambio de tipo es bien conocido para el problema fluidodinUnico de fluidOllD~
nianoe iDcompresibles CODviacOllidad despreciable, donde Bepuede hablar de flujo aube6nico
y supen6nico ., ond •• de choque ( este CODceptoinYolucra el cruce de laa caracterlaticaa
reales del correapondiente problema hiperb6lico). Paia. ftuidOll viacoel~ticOll, Ie realisa
aqui una breve deacripci6n del aniliaia del cambio de tipo. .

Como primera estratecia, aI SEDP de aeeundo orden (SEDPSO), tipicameme encon-
trado en 1011 problemas fluidodin&micOll, conviene reducirlo a UD sistema de ecuaciones
diferencialea parciales de primer orden (SEDPPO), el cual puede au cuaailinea.1 y nolinea.1,
dependiendo de 1u caracterlsticaa del modelo conatitutivo. SuponpmOll primero que el
SEDPPO es cuuilineal., que el 8ujo es en dOlIdirecciones para aimplificar el an&Iiaia. Por
conaicuieme, lie puede definir un vector f, cuyaa components son laa variables dependien-
ts del problema, -

donde _ ., ., BOD 1u compcmenu. del ndor velocidad aee6n 1u coordenadaa % e fI, respec.-
tiTamente, CU&Ddoel ftujo en dOlIdirecciones es planar. EI estado de tenaiones para eata
cinema.tica time dOlItensiones perpendicularea '"I Y'"2 Y una tenai6n de corte 0 tangencial '"
(ae debe obaenar que en la nomenclatura 1011 aubindices Beabrevian aaf: 1 = %% Y 2 = 1'1').
AdemU l' es Ia pres_ del ftuido.

Mediude aimple alcebra el SEDPPO .enerado ea,

aq aq aq
4--= + l!--= + Q.--= = l- a% - a" - at

donde, para el caao cuailinea.1, las matrices 4, lJ,., ~ ., el vector l dependen solamente
de!: Uaando &bora Ia teoria de ecuaciones diferenciales ( ver Courant Y Hilbert, 1962;
Joseph et aI., 1985 ) ae puede encontrar las curvaa caracteriaticas del problema del eatado
estacionario de acuerdo a laa aiguients ecuaciones,

donde Q define loa auto"falorea.
Como ejemplo ae puede iomar el Fluido Maxwelliano Contravariante ( ver JOlIeph et

aI., 1985 ). Evaluando el determinante de Ia ec. (34), Beobtiene,



• Lu IIneu de corriente 80n caraderlaticu reales dobies, ell deeir que aI anular el primer
factor de 1& ee. (35),

en elite sentido el dominio de flujo ell hiperb6lico.
• EI segundo factor de 1& ec. (35) Ie anula cenerando doa CW"f'U caracterlaticu imaci-

en elite aentido el dominio de llujo es ellptico. Sin embargo, teniendo en cuenta lu
eca. (36) y (37), ell claro que el dominio tiene un tipo mixto (hiperb6lico y eliptico).
La parte ellptica seeUn Joseph et aI. elIt.&asociada a 1& linica componente n del veetoc
vorticidad del flujo planar en doa direcciones; es decir, Ii 11 ell 1& funci6n linea de
corriente,

• EI tercer factor de la ec. (35), siD embargo, no DOlIpermite concluir anticipad-mente
como 10 hicimoa para Joe c!cs primeroa factores porque, en este cuo en particular,
Be requiere conoeer simultl.elment.e 1& soluei6n!: Este factor cenera lu siguimtes
curvaa caracterlaticaa,

dy pufJ-'f ± (-2prull-(P+'f2)(P+1",)+pu2(p+'f2)Jt (38)
- tlz ::;: (I' + 1",- plS2) (p + 1",- pt&')'

donde Bevisualiza que dependiendo del 'ft.ior de lu variables dependientes, las Cllt'VU

caracterlsticu puedeD RJ' ruJelI 0 compleju. Esto implica que el SEDPPO puede
cambiar de tipo en eI dominio de flujo.
Joseph et aI. (1985) demostrO que el tercer factor del determinante elIta asociado a 1&

conservaci6~ de 1& vorticidad. En efecto, el vector de 1& vorticidad !!! Bedefine,

Para un flujo en d06 direcciones !!! = n~, .iendo ~ perpendicular aI plano % - y. Recordando
la ee. (39) y aplicando consecutivamente el operador rotor y 1& derivaciOn material aI
balance de cantidad de movimiento, Beobtiene

R d
p tlt' ill = Y x (y. tltl;)

Esta ecuaci6n para el Fluido Maxwelliano Contravariante (FMC) genera I•• mismaa curvu
caracterlsticllll que el tercer factor de 1& ee. (35), 10 cual ell una prueba particular de que
el cambia de tipo esta uociado al balance de la vorticidad. En otr •• palabru, el balance
de la vorticidad cambia de tipo cuando el modelo constitutivo • el FMC.

Es interesante mencionar, siguiendo a Joeeph et aI. (1985), que 1180 puede .tudiar la
ee. (38) en relaci6n a la perturbaci6n de un flujo bue elItipulado. En efecto, reempluando
directamente el flujo base en esta eeuaci6n, se encuentraD las ClU'YU caracteriaticu de la



perturbaci6n y la naturaIeza de au propapci6n en el dominio de ftujo. El caao mas limple
flI 1&perturbaci6n del f1.ujounifonne,

Combinando laa eca (38) y (41) Ie obtiene,

Ii, ( 1 ).
ds = ± I~J2 1

donde e = ~I p) t ea 1&Ye10cidad de propapci6a de 1&onda viacoelUtica y M 411 = UIe
ea el nUmero de Mach vi8c:oelUtico. Para MCI1I < 1 1&perturbacion del f1.ujo uniforme ell
amorticUada pol' la viscoelutic:idad del FMC. -

Eatudioe limilarea Ie pueden realiAr para f1.ujosy ecuadonea constitutivu mas com-
plejaa (ver, por ejemplo, Ahrens et aI., 1987; Verdier y JOIIeph, 1989; Yoo et aI., 1985; Yoo
y Joeeph, 1985). Un eatudio muy interesante ea el de Song y Yoo (1987) donde-Ie compute
el f1.ujo del FMC en una consUicci6n. La &ontera que aepara el dominio hiperb6lico del
ellptico lie obtieDe aimulUneamente con 1&eoluci6n del problema. El alcoritmo numerico
tiene un cambio de diac:retisaci6n automitico para el balance de 1&vort.icidad, el cuaI usa
diferendu finitu centralea en la zona eliptica y diferenciaa finitaa hacia atru para la zona
hiperb6lica.

El uaba,jo de GaldoB y Darby (1988) ea remarcable en ellen1ido de que demueatran
que 108 Modelol J no preaentan cambio de tipo. No obstante el problema fluidodinamico
correspondiente ea del tipo mixto. En forma mas generaIizada esta misma conclusion fue
disc:utida por Van der Zanden y Hulllen (1988). Otro trabajo relevante es el de Verdier
y JOIIeph (1989) donde estudian el mode1o de White-Metzner (nolinea1) preaentando un
procedimiento liatem&tico de linea1izaci6n. Tambien corresponde destacar 1011 resultados
de Phel.aa et aI. (1989) donde UII&D el modelo nolineal de GieaekUl; eatos autores lograron
generar un SEDPPO estrictamente hiperb6lico (sin cambio de tipo) mediante la conside-
radon de una denaid&d que varlaligeramente con 1&preai6n (caao tlpicamente encontrado
en el procesamiento de pollmen. ).

Finalmente correaponde aqui mendonar que antes de generar un algoritmo numerico
del problema f1.uidodinamico de fluidoe viscoeluticoe, ea muy conveniente hacer un estu-
dio del cambio de tipo del SEDPPO. Por IUpUellto que Ii Ie Uata de un Modelo J no
existe poeibilidad de un cambio de tipo. No obstante, deade el punto de vista fmico no Ie
tiene certeza Ii loll fluidoe viscoeluticoe de inwe. prictico tienen elasticidad instantanea
( Modelo M ) 0 elaaticidad con retardo ( Modelo J).

En la aecci6n anterior Ie eatudi6 el cambio de tipo que Ie genera en el SEDPPO del
problema f1.uidodin&mico viacoelutico. FAte an&lisia Ie realiza bajo la hip6teaia del estado
estacionario. Sin embargo, para considerar 1&perdida de evoluci6n, uno debe usar la ec.
(32) en forma completa, es decir,la variable tiempo ea aqui muy importante.



Se clice que el SEDPPO tieDe evoluci6R Ii para

c1d(",~ + fttl- J.£) = 0

loa &utovaJar. J. lOll real. para cualquier pal' (-., •.• ) COIl ~ + -: = 1. FA deck, el
SEDPPO • hiperb6lico en relaci6a a la ftriable tiempo ai _ autovaJar. de 1&c. (43)
lOll reales.

La phdida de eYoluci6R esU uoci·d· &I problema de Cuu:hy para ecuaciomw dif&.
renciales en derivad •• parciales. ED efecto, el problema de lu condiciODel iDic:ial. _ el
SEDPPO .U mal planteado ( m pClMd ) ai exiate phdida de evoluci6n ( YeI' J~h y
Sau& , 1986 ).

1.0 que lie dice arriba tambien lie puede analisar deade un pun&o de 'fia&a fiSico. ED
efecto, para I = 0 y 1•• matrices 4. 11y Q. conatan&es alrededor de un ~ dado del
dominio de fiiijo, el determiD.ante de 1&-ec. (43) imp1ica que,

La ec. (44) • una oada plana. (.-lmente ODda corta.) y Ii J. • real DOhay cIea&abiliAci6a
del tipo de Hadamard; • decir, eJ sistema &ieae evoluci6a ( • hiperb61ico en &). Rec:ordar
aqui que 188 ecuaci_ diferencialea de derivadu pal'cw. ellp&icu DO aecesariameIde
generan un problema de Cauday bien plaat.eado.

Debido a que laa matrices de 1&c. (32) cIepeadea del Yedor !' el es&udio de la phdida
de evoluci6n se realiza mediante un proceso de lineaJisaci6n ( Joeeph y Saul, 1988). Aai, ai
!.• una soludon base del eRado est.a.cioDario, UAO puede propone:r la sicWeme evoluci6a,

donde 1
1
• cODSWlte Y depende de la lIOIuci6n hue alrededor de un pIIJRo del dominio.

Esto implica que ai uno desea na1uar 1
1
,el determiDaDie de _ coeJiciea&es del aiatema

algebraico que resul&a de reempluar la ec. (45) en 1&ec. (32) debe aer cera. FA&acondici6Il
a au va determina ai 10s au~. lIODrea1ea (hiperb6Uco) 0 imaginarioa (eliptico).

A continuaci6D. lie comeataa aJawac-. resuJt.adoa public:adOll en la bibliocrafia. ~
nadO& con la phdida de evohtci6D ..un el pneente conwx&o de an&liaia:

• EI Fluido Maxwelliano Contravariaate y Coft.riaute DO pierde eYoIuci6n. Presea&a
cambio de tipo.

• El Fluido de Oldroyd ( iJldu1e eI Flnido MaxweUiano Corrotacional) piercIe evoluci6a
cuando 1&deformaci6n par eIongaci6n eaU. preae:nte en 1&c:inem&tic:a del flujo. Tambib
pierde evoluciOn en flujos irrotacionales del tipo fuente - aumidero.

• EI FI'uido de Bird - Deaguiar ( derivado en base a 1&teoria cmetica molecular) preeeDta
multiples aolucione& bues para flujos de corte y de eloncaci6ll simple ( Tel' Calderer
et &I., 1990). En general, aiempn hay una aoluc:i6ll q11e DO pierde evoluci6a. A ••
Yell esta soluci6n presen&a cambio de tipo.

• El efecto de 1&compresibilidad del fluido ( deasidad variable par efedo de la pN8i6a)
g_era un SEDPPO que no pierde eYoluci6a Y no cambia de tipo c:uaado el modeIo
coutituti'vo • eI Fluido de Gieaekua ( Phelan et &1., 19jJ9 ).



La perdida de eYoluci6n de la 8Gluci6n bue del estado esta.cionario, puede hacer que
un algoritmo numhico Ilea eatastr6ficamente inestable ante pequeiiu perturbaciones del
orden del tamaiio de griUa ( ondu cortu ). Eato es mu lipificativo euando mu Ie afinan
lu griUu. Aaimiamo, uno puede peDlar que 1& p&dida de evoluei6n del fiujo del estado
esta.cionario puede teller conseeuenciu (llieu que 8Gn frecuentemente obaervadu en 1&
experimentaci6n. Sin embargo, como a au va Ie trata de un problema tranaitorio mal
planteado en el aentido de Cauchy, eiertoll investicadores no clesean uoeiar 1& p&dida de
eYoluci6n CODfen6menOi (1Sieoay prefieren analisar &to en e1eontexto de lu dificultades
nUJD&ic:u que Ie ceneran.

Lu ec:uaciones eonatitutivu integrales han rec:ibido menos atene16n en 1& Uteratura.
en 10 que respecta al eatudio del c:ambio de tipo y })&dida de evoluei6n. Sin embargo Ie
_be que eiertaa ec:uaciones eonatitutivu difereneialea tienen una verai6n integral. En este
euo lu conclusionea que ae obtienen eon modeJoa integraJea 8Gn"'lidu tambien para loa
modeloa difereneiaJes respec:ti'VOll.,En e18eIltido inv_ eata coneluai6n no nec:eaariamente
tiene valida.

Renudy (1984 Y 1985) eatudi6 ec:uacioaea conatitufuu inteIraJes del tipo K-BKZ Y
obtuvo conclusionea acerc:a de lu condiciones m.Uematieu (monotieidad y eonvexidad)
que debe eumplir 1& energia de deformaci6n en eate mode1o, para evitar la })&dida de
evoluci6n.

De todos mocJOI, intereaa aqui en partkular preguntane tambiS Ii Ia viaeOlidad adi-
eional '7. del Modelo J tiene 8eIltido fisieo en 101modeJoa integra.lea. EI heeho concreto ea
que existen doa modeloa integralea ricuroaamente derivados eon teorlu cinetieu moleeu-
larea. Uno ea e1 modelo de Doi-Edwarda ( Ie usa eI coneepto de reptaci6n mo1ec:u1ar) y
el otro es el modelo de Curtiu-Bird ( Be introduce eD forma aimilar el coneepto de re~
ta.ci6n pero ademaa Ie agreea el eoeficient.e de ten.ai6a de cadena moMlc:ular). Solamente
el segundo mode1o permite 1& aparic;i6n de Ia vi8coeidad adicional que da origen al tiempo
de relaJamiento de retardo. el eual tieDe eouecueneiu faYOl'ablespara evitar eI c:ambio de
tipo. Eato fue mencionado en la aeeei6n coneapondiente de eate trablJo al referirnOi al
trabajo de Gaido y Darby (1988) y Van der Zanden y Hu1aen (1988).

Antes de t.erminar eala aeeeion, corresponde meneionar que (ver Larson, 1988) 1&
existencia del tiempo de rellJamiento de retardo no tieDe auatentaci6n experimental porque
en prineipio, eate termino violaria 1& ley que re1aeiona 1& taai6n y e1 indiee de reCraccion
( Itress-optic law). Ea dec:ir que uno podrla penaar que la elutieidad iDltantanea es
eontrolante en 101modeloa eonatitutivos para Cundidos y eoneentrados. No obstante, Ie
requiere experimentaci6n adicionaJ para eoneluir rotundamente en este aspeeto.

En la actualidad ae eaUn obteniendo resultados numericos de flujOi viseoelutieos en
dOl direc:cionea eon eeuaeiona conatitutivu integralea para valorea grandes del nUmero de
WeisaenberC, demoatrando eatoa resultados eiertas earaeterlaticu favorables para el U80 de
estoa modeloa en loa algoritmoa numencos. No obstante, Ie debe aclarar que los modeloa
integralea requieren un esquema robuato de aeeuimiento de paniculu para poder computar



Antes de generar un algoritmo IUl.lD&icopara Ia 1I01uci6D del problema luidoding,jc:o
viIlc:oelutico e iaotermico, • muy aconaejable realisar treI eBtudiOl fundamentalea ( a1
menOl cualitativamente ) del Modelo Continuo. ElIOI 11011 : E8tabilldad y Bifuraciemea.
Cambio de Tipo y Phdida de Evoluci6n. A au va .t«» COIleept«».Un relacionadoe COIl
la Convergencia, Conaistencia y Eatabilidad del Modelo Diaereto. E1 Modelo Continuo
lie debe eseribir como un aistema de ecuacion. de derivadu parcial. de primer orden
(SEDPPO) para analisar .toe eoneeptoe. Sin embargo, el cambio de tipo y 1&phdida
de evoluci6n ae pueden generalmente estudiar desde el balance de 1&vorticidad, el cual •
una ecuacl6n en derivadu parcia.les"de segundo orden en el tiempo yenlu coordenadaa
espacial. cuando hay efectoe de re1~amiento del fluiclo. Tanto ea asi que Ia aelec:ci6n de
la ecuaci6n conatitutiva ( Modeloe My J ) tiene un papel prepollder&nte en Iaa curvu
caracterlaticas que permi1eD clasiiear el Modelo Continuo en hiperb61ico y ellptico.

El exito de un algoritmo que ••• ulve el problema fluicloclin&micoviaeoelaatico depeDde
IUlltanCialmente de que ae coaaidereD loa estudios fundameDiales HiiaJadOl en forma breve
en esta charla. La miama CODCluai6npoede Hr extendicla a prob&emu termodinumeoe de
alta comp1ejidad ( ftujoe muJtifUicoe en medias poroeoa, fluidodinamic:a de lec:hos luicliaa-
dOl eon tranaformae~ quimicu, ek.).

AI presente no • claro todavia Ii Ia penlida de POlaei6n del ModeIo CoDtiDuo puede
Hr interpretada tiaieame'Jlte. ED el mismo III&I'CO de duda enua el coneepto de Ia eluti-
eidad inatantanea asoeiada a loa Mode1oe M. Asimillmo, lu teoriaa cineUeu mo&ecu1area
de fluidoe viscoeIasticoe concentradOl (Ia viacosidad de aoJvente est& aU8eDte) PreHllt.a.n
dificultades en justificar el tiempo de retardo. Las publicaciones sobre el lema han cH:rno.
trado que Ia resoluci6n del problema viscoelaatico • una tarea multidiseiplinari& y que
r.ultadoe experimental. pueden arrojar Ius a lu incertidumb ••• (micu y matern'ticu

s.e agradece el apoyo econGmico recibido del Conaejo Nacional de InvestiCacio~
Cientificas y Tknicu (CONICET) y de Ia UaivetSidad Nacional del Litoral (UNL). En
particular deseo agradecer a R. A. Bonoloai y M. B. Peirotti por leer y corregir gentil-
mente el m&IlU8Crito.
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