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RESUMEN

Los efectos de contacto y friccién se presentan en un
vasto numero de problemas en ingenieria Se destacan, por
su importancia, los procesos de conformacidn meécanica.

En este trabajo se describe la formulacién de un
algoritmo gue permite considerar Jloe efectos deé contacto
unilateral 14 fricciéon de una superficie rigida que
prescribe desplazamientos sobre un cuerpo flexible, donde
dichas restricciones son impuestas empleando e! método de
las funciones de penalidad .

Se exponen por Gltimo dos ejemplos numéricos y se
mencionan algunasz de las dificultades encontradas en la
implementacitn computacional.

ABSTRACT

Effects of contact and friction are present im many
engineering problems such as for example in metal forming
Processes.

An algorithm that accounts for the unilateral contact
with friction effect of a rigid surface with
prescribed displacement on a flexible body using the
penalty function approach is described in this work.

Two numerical examples are included and some
difficulties in the computational implementation are
indicated.
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INTRODUCCION

Uno de los mecanismos basicos que se¢ presenta en la
mecanica del s6élido es el contacto entre cuerpos. A traveés
de eme evento fismico se trasmiten y aplican cargas sobre
una estructura.

Hasta hace poco tiempo este importante aspecto del
comportamiento estructural no era considerado, debido,
fundamentalmente, a las no linealidades involucradas:

= el Area de contacto no se conoce antes. de la

aplicacién de las cargas

- entre la superficies on contacto se

presentan fendmenos fixicos comple jos, loe cuales
requieren consideraciones mécanicas Yy matemiticas
especiales.

« En Jog Ultimos afios se han realizado avances
significativos en el estudio de clertos problemas de
contacto, empleando la teoria de las inecuaciones
variacionales, el método de Jos elementos finitos y
diferentes técnicas de optimizacién. Sobre los mismos
pueden mencionarse los traba jo& realizados por Campos &
Oden (1), Kikuchi & Oden {2 3, Barbosa (3 ) y Fancello (4 ),
como am{ también la recopilacién realizada por Bohm (S 1.

Estog tlhabajos sirvieron comc base para encarar el
contacto ~ acoplado con problemas mag comple jos:
consideracién de grandes deformaciones, inclusién de leyes
constitutivas plasticas para los materiales, inclusién de
aspeclos dinimicos y térmicos, etc. Pudieron, entonces, ser
abordados gran cantidad de problemas de ingenieria, como
por @ jemplo, sisulacién numérica de Procesos de
conformacién mécanica y problemas de impacto.

En este trabajo se presenta un algoritmo de contacto
basado en una formulaciéon incremental lagrangiana
actualizada, donde we considera que un cuerpo rigido impone
deformaciones sobre otro cuerpo flexible, cuya ley de
comportamiento puede considerar no linealidades fisicas y
geométiricas. Se mencionan ademas, los avances realizados en
su implementacién computacional, mogtrandose algunos
e jemplos numeénricos que permiten testear e} traba jo
realizado. Finalmente se presentan algunas de las
conclusiones obtenidas hasta el presente.

PRESENTACION DEL PROBLEMA

Sea un cuerpo flexible definido en un espacio
euclideano de tres dimensiones reforido & un eistema fijo
de coordenadas cartesianas x con oricen O y una base e , ver
figura <1) * t
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Figura 1 - Cuerpo referido o un sistemo de sjes cartesianos con vne
frontera de contacto que varl'o;.n funcidn de lo carga aplicada.

Dicho cuerpo ocupa un volumen O con una superficie
compuesta por una porciodn donde pueden aplicarse
condiciones mecianicas de contorno ' , otra donde =se
verifican las condiciones cinemiticas dé contorno I Yy, por
Gltimo, un sector de la superficie donde se puede producir
contacto con otro cuerpo I . Ninguna de estas superficies
parciales se superponen entre =1 .

Sobre el cuerpo se suponen actuando fuerzas de volumen
Pblmpb e >, fuerzas de superficie fi=f e > dentro de la
frontera'l y fuerzas de contacto tismt ¢ > sobre I »
Fc.es la frontera del cuerpo donde“realia el cont.-g::t.o
(Incluida en l‘c).

Si la carga es aplicada en forma incremental, en una
etapa intermedia de dicho proceso se puede plantear el
principio de los trabajos virtuales obteniéndose ia
siguliente expresion

on £ dn - J'pAb. G,dn-fa.r, u o« -
i) L) + Y T 1
o} Q r

F
IAL“ u, dr -I At u_ dr =0 >
rc. rct

donde o0 (w0, @ ), £ (mg. e ®e)yudsu e mon las
.3 ) L3 ] LS J 1+ Y

tensiones, deformaciones vy desplazamientos del cuerpo
flexible; ¢ yt'i corresponden a lag tensiones normal
Yy tangencial en' la superficie de contacto; A indica
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incremento y ¢(~) variacién.

Aplicando wmobre los tres primeros términos de la '
ecuacidén (1) el metodo de los elementos finitos se puede
llegar a una ecuacién matricial del tipo

K AU = AP (&3]

donde K el la matriz de rigidez correspondiente a ese paso
de carga, AU es el vector incremental de desplazamientos
nodales incégnitas y AP es el vector de cargas nodales
equivalentes incrementales.

Los dos Ultimos terminos de (1) no pueden ser
"integrados directamente porque incluyen el vector de
fuerzas incrementales de contactco que es desconocido.

Frente a esta dificultad surgen dos formas de
contornar el problema para una posterior aproximacién por
@] método de los elementos finitos.

La primera forma consiste en utilizar una formulacién
mixta usando el método de los multiplicadores de Lagrange.
En este caso los incrementos de tensiones en la zona en
contacto At se convierten en incédgnitas adicionales a seur
calculadas junto con incrementos de desplazamientos AU. En
este método sme considera al campo de incrementos de
desplazamientos independiéente del campo de incrementos de
tensiones, 1o cual puede resultar ineficiente desde el
punto de vista computacional (61,[7].

Otra forma de encarar el problema es utilizando el
método de las funciones de penalidad En este caso las
incégnitas son solo desplazamientos, los cuales son
penalizados en la zona donde =e produce @l contacto. Las
tensiones de contacto pueden ser obtenidas con un
procedimiento de post~procesamiento simple [2),[81,19]1,[101.

Aplicando sobre (1) cualesquiera de Jos dos caminos
antes indicados junto con el método de los elementos
finitos se puede llegar a una ecuacién matricial no lineal
que puede =er resuelta mediante un proceso iterativo dentro
de cada paso incremental. En la i-é¢sima iteracién, esa
ecuaciédbn toma la forma

K + K:" > Av; = Ap - AF;“ @

donde Av o8 el vector de incédgnitas, Ap el vector de las
fuerzas nodales equivalentes incrementales, K la matriz de
rigidez del material y Ky AF_ denotan una matriz y un
vector que consideran las ificaciones introducidas al
tener en cuenta el problema de contacto . Tanto K como AF
son funciones del vector Av debido a la variacioh del irea®
de contacto y del cambio de lac condiciones del mismo.
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En el caso de considerar plasticidad con grandes
deformaciones K puede ser expresada como la suma de dom
matrices K y K gque tienen en cuenta la no linealidad
fimica vy gooméerica respeclivamente. Ambasm matrices son
funciones de las tenmiones aalculadas en la etapa
anterior.

Una de las grandes ventajas de los métodos citados es
que pueden ser aplicados =sin tener en cuenta, en términos
geonorales, la ley de comportamiento elegida para modelar el
material flexible, Jlo cual facilita 1la implementacién de
dicho algoritmo en un programa de elementos finitos de
anidlisis estructural existente.

FORMULACION UTILIZADA
Consideraciones cinematicas

Sea un cuerpo deformable del Lipo definido en 1la
figuradl) que se mueve con una velocidad v(=v e ) donde v
e una funcién que varia punto a punto smobre @!'dominio @ y
con el tiempo T, y sea también un cuerpo rigide gque we
desplaza a una ¢élocidad prescripta Vv(=v @ ) y que puede
entrar en contacto con el cuerpo deformable antes definido.

La superficie del cuerpo rigido se define mediante ia
funcién Q(x> y la superficie del! cuerpo deformable por Ila
funcién SO en I &

A medida gque el tiempo transcurre lam wsuperficies S y
Q van cambiando de posicién siendo posible el contacto
entre ellas.

Para un cierto tiempo T durante el procesc analizado,

y considerando un incremento del mismo suficientemente
pequefio, se puede escribir

n QGO AT) 2 (SGO +vix,T) AT)n 4>

donde n(=n @ ) es un versor normal interno a la superficie
r{gida v

Cuando se produce el contacto se verifica que

Qlx) = S en I’ e (<. 5]

donde I‘c e« indica la frontera en contacto en el tiempo T.
En éste camo la ecuacién (4) queda reducida a

nvAT 2 AT W, n sobre ' ((3]
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y quedando solo con la condicién de igualdad, s puede
ewcribir

M“-A‘"-O -obrol'c. <>

siendo Au (-Au n, > el incremento de desplazamientos
lencidoc por un'desplaxzamiento prescripto Ag sobre la

interfamse en contacto I’ ce”

Para resolver esta restriccion se aplica el método de
las funciones de penalidad que desde un punto de vista
fisico puede considerarse equivalente a colocar un resorte
muy rigido entre las superficies en contacto, de esta forma
se define

At = -kn CAu -Ag D sobre I 8>
n » n

c®

donde kn(>0) es la constante del resorte muy ri{gido <(valor
elevado), y AL" o ol incremento de la tensién normal.

Si en una cierta stapa del proceso sobre un punto
perteneciente a I’ - hay un incremento de tenmsion normal At
positivo, dicho © punto tiende a SOPArarse de ia
superficie rigida, pero su despegue solo 3@ producird
cuando t" seoa posmitivo.

Ley de friccion incremental

La similitud entre Jos fendmenos de friccién vy
fluencia plastica justifica la formulacién a seguir (9 1.

El vector deslizamiento incremental Au, (tAu e ),
tangencial a la superficie rigida, om do-compuosbo
on la forma

Au_= Au’ + Au’P <o
™ T T
La componente Au corx-ospondo al deslizamiento
propiamente dicho. El Lormino s’ corrospondo a un pequefio
deslizamiento elastico NVO!‘I!blO) observado
experimentalmente antes del inicio del deslizamiento, y es
el que activa el método de la penalidad. La relacién

elistica puede ser expresada como

[
At,_\- k'( Au'.‘ Acﬂ > <10>

donde At _ indica las componentes de la fuerza tangencial en
la inborfm, A‘ es el movimiento prescripto por Ila
superficie r!ctd. on la direccién tangencial y k_ es Ila
constante de la funcién de penalidad. ¥
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E]l criterio de deslizamiento corresponde a la ley de
friccién de Coulomb que se puede expresar

. +
F‘(tf,pr,tn) = 4 (L“ tﬁ) H t.n <11

donde t_(= LT_e_ > y ¢ son las componentes normal vy
Langenc}al del Vector n

t =t +tn, a2
A Y T ™ 0\

vy 4 es el coeficiente de friccién .
Para un punto sobre rc‘ lag superficies:

F <o
- permaneceran adheridas si [

}F =0y F<O

- podra existir deslizamiento si F =0 y F 2 0

La ley de flujo asociada permite obteéener ! incremento
de deslizamiento

r a F
Au‘l‘\ = A< Lﬁ) a3z

donde A eés una constante positiva.

El valor de A puede ser determinado mediante la
condicién de consistencia

(14>
aF

9 L'l'i b o “l‘ 4 L X%

AF =(

trabajando con las expresiones <9, 10), 13> y 14>,
puede obtenerse la relacién constitutiva incremental del
contacto con friccion la cual puede expresarse como sigue
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L = - k,”, <Au”. -A‘n' >~ e T At <15
donde
k r
Kk =mk €5 - a T T D> 16>
‘i T [ D, i >
k_ M
o T
c = "T__r A
a u?:
P =k _+T t ¢(<=H > Tt ) <18
T k » - p - P
du [T}
T T
e P = YuPul 19>
T ;] T
R . 20>
T aa.’®
T
a ;’:. uﬂ:
= - — @1
a uk u_r
T - d F - Tt 22>
* a7 T
Y T
. =ve_ .t 23>
 J T kY

La ¢ O pu /3 ul) es el modulo de endurecimiento
isétropo, obtenido a partir de una curva ( y - u®>
resultante de ensayos de deslizamiento (111, En Tas
expresiones (16> y (17 ) el coeficiente a queda definido de
la siguiente manera

F <O
¢« a=0 si [ descarga friccional

F=20 yF-T‘AT\*uFAt.”(O
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s a=1 =i Fw=woO0Oy F20 carga friccional

Cabe destacar que At.“ < 0 indica aumento de presién.

APROXIMACION ATRAVES DEL METODO
DE LOS ELEMENTOS FINITOS

Utilizando las relaciones (8 > y (15 la ecuacién (1)
se puede expresar . de la siguiente manera .

J.M..E._do- j’pAb,idﬂ-J‘Af u dr -
1) .3 i S + S r
o o) r,

24>

Ik CAu - Ag du dl - [k CAu_.- Ag_ . d+c T.At Ju_ dI'=s0
n n n n i) T) T) s n T
r

ce ce
valida para todo ;t tal gue Gi-o sobre l‘o.
Aplicando sobre (1> el método de los elementos finitos

se puede obtener la ecuacidn matricial (3 > donde en este
caso

Av. = Au 25

y las contribuciones de cada elemento con frontera en
contacto a la matriz l(c y al vector de cargas Pc globales
se pueden escribir

K - K. = <& 4k ON_N_dr 26>
Calem Liofl I i iy e B
r
e:\..'n
AFc - Fia = I‘ kn A‘n n_‘ ‘ki.k A“rk e T'\ A“n) "a ar
elem r

Selem 27
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wiendo que
Au (x> = Au N GO 27>
.+ ot -3
u O = u_ NGO 28>
* ot a
donde NC(x) son las funciones de forma que interpo lan

Au(x) ya:a(x) dentro de cada elemento, a indica el ndamero
local del' nodo y varia de 1 al nGmero de nodos del eolemento
Yy, por Ultimo, Au, os la i-émima componente de Jos
desp lazamient os incr8mentales del nodo a.
. ®8 una oxpresién funciédn de k. . y n resultante de

rotar 163 términos calculados en la dir&ccién tangencial a
coordenadas globales x

Como se mencion® anteriormente (3) representa un
sistema de ecuaciones que se debe resolver en forma
iterativa siendo que en este caso At dentro de la
oxpresion <(26) no es conocido a priori. n

La formulacién presentada 2o outld implementando
computacionalmente para resclver problemas de estado plano
de tenwiones y axisimétricos utilizando elementos
isoparamétricos lincales de 4 nodos. A continuacién e
presentan dos @ jemplos que ilustran loe result.ados
obtenidos hasta el presente.

EJEMPLOS NUMERICOS

Ejemplo 1

SupSngase un cilindro circular rigido de radio R = 8cm
que al descender impone deformaciones sobre un cuerpo
flexible con comportamiento eliastico lineal, ver (figura
2.

El cuerpo eléstico de dimensiones 16 cm x 4 cm ee
discretizado utilizando 178 elementos cuadrilateros
lineales de 4 nodos, considerando estado plano de
deformaciones.

Se adopté E = 10000 MPa, v = 0.3, coeficiente de
friccién u = 0.0 y constante de penalidad k= 10E+9.

La malla fué¢ densificada en la zona de contacto.

Los resultados obtenidos fueron comparados con la
solucién tLedrica de Hertz (12] y con la solucién numérica
prewentada por Chen & Kikuchi [9). La comparacién de los
mismos pueden verse en la figura (3 .

Lows valores numéricos se ajustan razonablemente a la
solucién dada por Chen & Kikuchi {91l Al confrontarlos con
la solucién tedrica de Hertz se observan buenos resultados
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para profundidades de penetracién bajas, apartindose la
solucién tedrica de la numérica a medida que la penetraciédn
aumenta. Esto se explica conziderando que para
penetraciones elovadas las hipéStesis de la solucién de
Hertz dejan de cumplirse, ver figura (4]

y

‘)(‘AX;

€ » 10000 MPo
224 9 . .-3
° km=10E+9
«
x
po——
77777 77777777777 .
Jem

Figura 2 - Cilindro rigide que impone deformacionss sobre um cuerpo flexible.

s/ Reterencias :
psE/s21-¥R)
&mmn
a4 o superficie rigiga.
~ scluciéa tedrica de Hertx 023
X solucibn numdrica de Chen &
3 Kikuchi {100
o pohxide numbrica con programe
implemeniodo
ae
- B
a o2 3 X/R

Figura 3 - Teasiones computadas y comparacida com la solucidn snelftice.
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Omar. Referencias :
MPQ) « solucion numérica
= solucidn analitica de Hertz
2000

1900 J s Q.6cm
19 20 39 42 b lemg
Figura 4 - Comporocidn de tensiones normales mdximas de la solucidn

onaliftica de Hertz y la solucién numérica.

Ejemplo 2

Considérese un disco elastico de radio R = 2cm y
espesor e = 1icm sobre el cual impone deformaciones un
anillo circular r{gido, ver figura 4.

Se adoptaron Jos siguientes valores

E = 1000 MPa

v = 0.3

El problema fue analizado considerindolo
axisimétrico.

La malla utilizada estaba compuesta de 220 elementos
isoparametricos lineales de 4 nodox.

Los resultados obtenidos se ajustaron razonablemente a
la solucién analitica de Shibuya (21




- 435~

/] £ 21000 MPo
Vs 0.3

| 18 cm +

20 .
8 L

-

Figura 8- Anillo rigido que impone detormaciones sobre un

disco flexIble.
1-Y (01,dm2) Referencios : )
8d 6 » Mddulo de Elasticidod Tronsversal
& = Desplozamisnto prescripto (0.2cm)
208
101
{RD \ (Rl R fem]
R T T . To ) 20
Grr\e
-104 Soluciéa Anoiftice
- sin triccion
—— OR fricCion
20 .
g.::\ smcwa N.un'brice
X sin triccida
« con fricciéa
301

Figure 6 - Tensiones computadas y comparacién con la solucidn analftice
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DISCUSION DE RESULTADOS Y CONCLUSIONES

En el programa que se esti implementando no se empled
integracién reducida para loe terminos afectados por la
penalidad; consecuentemente las tensmiones en el 4Area de
contacto, obtenidas a través de las expresiones (8) y 1S,
presentaron distorciones inadmisibles en la zona de fuertes
gradientes. Por esta razén dichas tensiones se calcularon a
partir de los valores de o correspondientes a los puntos de
integracién del elemento que fueron llevadog a los nodos de
contacto mediante interpolacitn y poeterior suavizacién.

Se intentd aplicar integracion reducida de los
términos afectados por la penalidad, considerande un solo
punto de integraciéon sobre ol contorno, obteniendo
resultados incorrectos . Actualmente se esti implementando
un método de integracién para log términos en cuestién que
¢ombina integracién por e! método de cuadratura de Gauss, y
el método de los trapecios, basado en el trabajo presentado
por Kikuchi ({131 ) .

De esta forma se espera solucionar los inconvenientes
encontrados vy partir para el objetivo final que es
implementar este algoritmo en un programa de plasticidad
con grandes deformaciones.
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