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RESUMEN

Se presenta un c8digo que simula el desarrollo de la turbulencia elec-
trostitica en un plasma no colisional de dos especies, Integrando simul-
téneamente las ecuaciones clinéticas de Vlasov y la ecuacidn de Poisson
para el campo eléctrico. £} método de elementos finitos es utilizado co-
wmo la forma mas natural y econSmica de eludir la inestabilidad din3mica
intrinseca en sistemas con un elevado nGmero de grados de llbertad.

1. Introduccibn

Un plasma es un medio aproximadamente continuo y no lineal, en el
que se asientan fendmenos caracterfsticos de los fluidos y otros que son
privativos de las interacciones de las partlculas cargadas que 1o inte-
gran con el campo electromagnético (p.ej. resonancias onda-partfcula).
Posee un rico espectro de excltaciones colectivas, longitudinales (como
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en la aclstlica) y transversales (como en la Sptica), lo cual, sumado al
car§cter no-linea! del medio, da como resultado un extraordinariamente
complejo panorama de 1a turbulencia [1]. AdemSs en presencia de un campo
magnético, el plasma tlene comportamiento anisStropo . En pocas palabras,
se resumen en &! todas las Imaginables compllcaclones de los sistemas vi-
brantes.

Por otra parte, es Indispensable entender los fenSmenos que tienen
lugar en un plasma. Llos plasmas naturales ocupan casi todo el universo,
excepto la corteza frfa de los planetas, y el hombre los produce en sus
laboratorios con la esperanza de llegar a reproducir un plasma estelar,
que satisfaga sus necesidades de energfa por medio de la fusién nuclear.

Un dato importante es que los plasmas quiescentes, es decir los que
estin en equilibrio termodinfmico o se apartan muy poco de €l, son una
verdadera rareza. Mis concretamente, las funciones de distribucién de
velocidades de electrones y de lones no son, por lo general, maxwellia-
nas, o sus valores medios y dispersiones no coinciden, dando lugar al pa-
so de una corrlente eléctrica y fenbmenos de relajacidn térmica. En es-
tas slituaciones, el plasma dispone, hablando en términos termodinimicos,
de una energfa libre, de la cual trata de desembarazarse para acceder a
un estado quiescente. La transicién es intentada espontineamente, cuan-

- do la energfa 1lbre supera cierto umbral, mediante 1a excitacién de uno
o varios modos colectivos de oscilacibn, que pueden realimentarse no-1i-
nealmente Ilevando al plasma a un estado turbulento. Las interacciones
onda-partfcula que entonces se producen modifican, a su vez, las funcio-
nes de distribucidn, alcanzindose un estado de régimen caracterizado por
un crecimiento importante de la energfa de los campos, y por la espors-
dica aparicién de fenSmenos coherentes de espectaculares consecuencias,
como la expulsidn de haces acelerados de partfculas, pulsos de radlacién
electromagnética, etc. AdemSs, la turbulencia de plasma altera totalmen-
te las propiedades de transporte.

Para penetrar en la compleja madeja de la ffsica que acabamos de es-
bozar, la teorfs no se puede apoyar en los métodos tradicionales de la fr
sica matemftica, Inspirados en técnicas llneales. Es necesario Incorpo-
rar la computadora como herramienta teSrica y como "laboratorio’ sui gé-
neris, en el cual es posible montar "experimentos” en que distintos ele-
mentos de la teorfa son probados a voluntad, como si se tratara de ensam-
blar un rompecabezas intelectual.
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Frente a la magnitud importante de los c8lculos que deben realizar-
se, los c6digos de simulacién requieren particular atencién [2]. Llos tra_
tamientos pueden dividirse en dos grandes grupos: la simulacién con par-
tfculas de plasma, y la resolucién de la ecuacién cinética de Viasov. Los
primeros consisten en resolver las ecuaciones de movimiento de un gran
nGmero de partfcuias cargadas en los campos, autoconsistentemente deter-
minados, del sistema. Para ser reallstas, estas simulaciones deben re-
producir un nimero adimensional caracterfstico, el parimetro de plasma,
que es el nlmero de partfculas en la celda de Debye, de tamaio Ay Esta
longitud es ¢! camino medio que un electrén termalizado recorre en un tiem
po caracterfstico de plasma, igual a ”"'pe' sfendo “pe la frecuencia de
plasma con que los electrones responden a una alteracidén de la neutrali-
dad eléctrica. Ademds, la longitud L del sistema similado tiene que ser,
por 10 menos, un par de Srdenes de magnitud superior a 10, para que los
electrones no abandonen el sistema en unas pocas oscilaciones del plasma.
Por ejempio, si L = 128 Ay Y oun parametro de plasma realista es 512, ne-
cesitaremos 64 K particulas como mfnimo en una simulacién unidimensional, .
cantidad que debe multiplicarse por el nimero de datos por partfcula que
es necesario almacenar. Todos estos datos ingresan, a su vez, en el cém-
puto autoconsistente del campo eléctrico, lo que impone grandes exigen-
cias de velocidad al equipo utilizado. E! nimero de partfculas de simu-
lacién puede reducirse algo, pero a expensas de emplear algoritmos sofis~
ticados, que requieren mis ciliculo.

E) segundo método consiste en resolver las ecuaciones cinéticas de
Vlasov (ver la prSxima seccién) para las funciones de distribuclSn en el
espacio de fases (posicién y velocidad) de las especies cargadas presen-
tes en e} plasma. Los campos electromagnéticos deben obtenerse integran-
do las ecuaclones de Maxwell. Estas se reducen, en el caso unidimensio-
nal electrostitico, a la ecuacién de Poisson. Aqul se tropleza con una
dificultad de naturaleza diferente, pero que podrfa saturar riplidamente
Ya capacidad de los equlpos mds poderosos, y que se origina en la Inesta-
bilidad dinamica de los sistemas mecinicos con muchos grados de libertad.
La ecuacibn de Vliasov es una ecuacidn cinética sin colislones, que preser
va la informacién contenida en las condiciones iniclales. Pero, durante
la evolucién del sistema,esta Informacidn se distribuye sobre el espacio
de fases formando una iIntrincada y finfsima filigrana, ya que puntos ori-
ginalmente muy proximos se separan exponencialmente con el tiempo, Evi-
dentemente, mantener la Informacién exigirfa aumentar, con velocidad tam-
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bi&n exponencial, 1a capacidad de memoria (se trata de un problema intrfn
secamente no computable). En realidad, no sirve de nada aumentar la reso
Tuclén del espacio de fases hasta tales extremos. En otras palabras, la
dificultad desaparece si, a cada paso de tiempo, se emplea un algoritmo
disipativo que promedle localmente las funciones de distribucién, mante~
nlendo constante la escala de resolucisn del espacio de fases [3 1. En
términos termodindmicos, tal algoritmo transfiere entropfa a las partfcu-
las y energfa 1ibre a las ondas. La técnica de elementos finitos, en el
espacio de fases de las partfculas, constituye, en forma natural, el al-
goritmo deseado [4 ], y desde el punto de vista computacional resulta mSs
econdmica que la simulacién con partfculas. Por esta razén la hemos adop
tado para nuestro '"laboratorio numérico’ de plasmas turbulentos.

2. Ecuaciones bfsicas y condiciones de contorno

Nuestro objetivo es simular un plasma de electrones (e) e lones (I},
unidimensional con condiciones de contorno espacialmente per!&dicas.

Las ecuaciones que debemos resol!ver son:

e e e
A L A Lt L, (2.1)
At Ix dov

af! af! £ af!

— Y —— et e e = (2-2)
at ax " dv

9

LA L L (2.3)
ax

donde todas las cantidades han sido adimensionalizadas convenientemente.

Limitamos el espacio de velocldades a una regién finlta, centrada
en v = o. Definlmos entonces una velocidad mxima para los electrones
(vnxe) y otra para los lones (v
contorno resul tan

feo,v,t) = £5(L,v,¢)

f'(o.v,t) - f'(L.v.t)

mxl)’ De este modo las condiciones de




g(0,t) = E{L,¢)

v e t) = o, ov . t) =0

i
f (‘p‘ 't) - f"‘v"m’.t’ -9
La elecciSn de v, v__ . v do las condiciones lniciales f%x,v,0)
y f"(a,v,o) varfa segin ¢! fenSmeno de interds.

3. Modelo discreto
3.1 Funciones de distribuciéa.

Pars la resolucién del conjunto de ecusciomes (2.1 - 2.3) construi-
m0s wn modelo discreto del espacio de fases (x,v) de protomes y electro-
nes, dividiéndolo en elementos finitos rectangulares de Srea Ax av, en
cuyos custro nodos se definen los valores de las fuaciones de distribu-
cibn f:J (t). Calculamos el valor de dichas funciomes en puntos inter-
medios mediante la Interpolaciéa:

v, = Zax) sy (0 G.1)
donde las funciones de interpolacia som
/2?2 @<,
+82)/(2 az)? . <z<z

2j-1 i
-az)/(2 a2)? <<z

) Jer 0

zJ”<z<zJ+2 .

(z-zJ+2 Az). (z-zl

J

J
-82) . (z-2;-2 a2)/(2 ax)?

(~z+z +& A2), (2-2
aJ(z) -

(-z+z,-4 az).(z~-2

LS L )

(z-2
(3.2)

Esta o3 une representaciln de segundo ordes ya que es equivalente a un
dassrrollo de las f° on términos del valor de ia funciém y de sus deri-
‘vades en los nodos. Ademfs las funciones de Interpolecién elegides con-
‘servam los tres primeros momentos de las funciomes de distribucisn 3 ].
h@ los valores en la fromters hacamos un tratamiento diferente segin
88 trate ds la intarpolacidn espacial o ds la correspondients 2 las ve-
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locidades. En el primer caso,como las condiciones de contorno son perié-
dlcas, la grilla se repite periSdicamente para todos los valores de x.
Al cubrir toda la franja =eslx<<tes | v| < Yaax' ™ hay problemas en
la frontera. Para el segundo caso podemos extender ta grilia definiendo
los valores de la funcién en los nuevos nodos lguales a cero. Es decir

AL kv

1] |2 v

J

maxe, |

De este modo, las funciones de interpolacién definidas en 3.2 sirven para
obtener los valores en cualgquier punto del espacio de las fases.

3.2 Campo eléctrico.

Como el campo eléctrico no depende de las velocidades y el problems
es periSdico en 1a coordenada espacial, usamos una Interpolacién de Fou-
rier. Definiendo los coeficientes

28 o 2 > e (k. kx,) 0< k <NN/2
kK " i oS RgRXy ’

‘ o (3.3)
bé‘) = (2/8N) I €, sln(kokx') , 1< k <NN/2-1
f=1
con NN=NX-1 ; kOOZI/L,
el campo eléctrico en un punto cualquiera se escribe como
NN/2-1
E(x) = 0.5 aée)#kfi ( ii) cos(kokx)ﬂgi) sln(kokx) ) +
+ 0.5 alE) costx (mw/2)x) . (3.%)

A&, Esquema numérico

4.1  Separacién del sistema original.

En lugar de resolver el conjunto de ecuaciones (2.1 -~ 2.3) en cada
paso temporal, lo separamos del sigulente modo [§ ]:

a) Se traslada la distribucién segin x durante medlio paso temporal
At/2, Integrando la ecuacién

—_— t Y - = (‘-‘)
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b) Se actuallza el campo eléctrico resolviendo la ecuacién de Poisson,

:—‘ = 1 U (x,v,te8e/2) - £ (x,v,t+At/2)] dv (%.2)

x
c) Se traslada la distribucién segin v durante todo e! paso temporal

At. Esta operacién no altera la actuallzacibn de campo eléctrico
efectuada en (b), porque la coordenada x, de 1a cual depende la den-
sidad de carga eléctrica, se mantiene fija. La traslacién se efec-
tGa mediante integracién de Ya ecuacién

arf, £ 2

9t mg v
cuyo doble signo corresponde a la carga de lones y electrones res-

=0 (4.3)

pectivamente,

d) Finalmente, se completa la traslacién en x, por el medic paso tem-
poral faltante, utilizando (h.1).

Este procedimiento termina una iteracibn, y es seguido por el paso
(a) de 'a siguiente. Como se trata de la misma ecuacién diferen-
clal, es posible unificarlos salve al comenzar o al terminar la si-
mulacién.

El esquema de separaciSn empleado asegura que la solucién del siste-
ma original es correcta hasta el segundo orden en at,

h.2 Método de resolucién.

El problema se reduce ahora a regolver la ecuacién de Poisson y eqn
ciones de la forma
?.i + F g_f.

at 3z
donde F no depende de z.

-0 (h.h)

La ecuacién (4.4) puede ponerse en la forma

LA Fka—fk -0 (4.5)
ot ez
donde en un caso es fk(z,t) - f(x,vk.t)
Fx = & , (4.6)
z = x
Yy en el otro es fk(z.t) - f(xk.v,t)
Fy = tE./m (.7)

T = v
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Por lo tanto, Integrar las ecuaciones de Vlasov es equivalente 3 resol~
ver la ecuacién .

L, fk(z,t) -0 (4.8)
donde tkes el operador definido por 1a (4.5). Dada la expansién de las
fk(z.t) en términos de los valores en los nodos

- A,
el e) = Tay () (0 (4.9)
usamos para resolver la (4. 8) el método de los residuos pesados, que con
siste en elegir un conjunto de funciones de peso L (z), de tal modo que
se anule el valor promediado del residuo

- Ik fk(z,!) .
y por lo tanto

J w"(z) £ fk(z,t) dz = 0 (4.10)

Elegimos las funciones de peso iguales a las de interpolacién .kj (mé~
todo de Galerkin). De este modo la ecuaciSn (k.10) queda en la forma

. da
s a'(z) aJ(z) dz fkj + IS a'(z) a——j Fr fkj dz 0
J j 2z

(h.11)

Escribiendo 'a derivada temporal y la funcién, en el instante t+4t/2
como

fip (1988/2) = [, (e8] - £, (O] /be (5.12)

fkj(uAt/Z) = [f”(t+At) + fkj(t)] /2 (h.13)

la integraci8n de la ecuacién (4.5) se reduce entonces a la resolucién
de sistemas algebraicos de la forma

b)) c” f”(uAt) =z D” fk](t) (4.14)

donde lo0s elementos de las matrices (c”)( D”) son

cl I_2-=-|+Sh/\ . D‘ ,-2'-|-Sh/h para todo 2< | <n
C"l_‘- h-10h D"'_‘- k+10h " “ 1< | <a
Cl" = 24 » D"' - 24 " " i
c"'+‘- betOh D"'”- k=10h " " 1< 1 <n
€y rag=-1-5h/h L By metash/h B M K <ned

(k.18)
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con h = F at/Az y n = orden de la matriz.

Para la integracién de (h.3) (integracién de la velocidad) los otros
elementns de las matrices son nulos. Para la Integracién de (h.1) pueden
extenderse las definiciones para todos los valores de I, entendiendo que
un subindice j no comprendido entre 1 y n representa a2 otro k tal que
k = j{n) (congruente mSdulo n) v 1< k <n,

Vemos entonces que para Integrar la ecuacin (4.1) debemos resolver
tantos sistemas de la forma de! (h.14) como puntos haya en la grilla de
velocidades y, para integrar la (h.3), debemos hacer algo andlogo pero
en este caso e! namero de sistemas (4.14) serd el de puntos de grilla se-
gln x.

En lo que se refiere a2 la ecuacifn de Polsson, el hecho de usar una
interpolacidn de Fourler para el campo eléctrico permite resolveria en
el espacio conjugado y después antitransformar la solucién. Para ello
derivamos la expresién (3.4) respecto de x y la igualamos a un desarrollo
de Fourler de la densidad eléctrica p similar al (3.4). De esta forma
obtenemos la relacidn que deben satisfacer los coeficientes de uno y otro

desarrollo:

a{8e - 80

b:e)- aép)/kko para todo 1 < k < NN/2-1,

Como el plasma es eléctricamente neutro debe ser a‘:’- 0 = i

a .
NN/2
La condicidn de periodicidad de todas las cantidades y, en particular,
de! potencial electrostitico, determina que deben anularse los coeficien-
tes ,(E) Y ,(E) . De este modo quedan determinados todos los coefi-

S () M
cientes a bk Y, por lo tanto, el valor del campo eléctrico.

S. Detalles de! programa y presentacién de resul tados

Para la integracidn de! sistema algebraico (4.1%) usamos una subru-
tina adecuada 3 matrices k-diagonales (con k € n. n: orden de la matriz)
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[6]. En el caso de 1a Integracién en velocidades 1a matriz C es penta-
diagonal. Mo ocurre lo mismo para. la integracifa en x. Cimo, de todos
modos, la matriz C es rals usamos una rutina que, mediante una permuta-
cién de filas y columnas 1a lieva 2 uns matriz bands de 11 dlagonales

[ 6] y de este modo podemos wvolver a utilizar la misma rutina que en el -
caso de la integracién en velocidades.

Para el célculo de los coeficientes de Fourier de la densidad eléc-
trica y para la sntitransformacién del campo eléctrico usamos una trans-
formads r&pida de Fourier.

E] tlempo de CPU utllizado por iteraciSn depende casi lineaimente
del nimero de puntos de grilla. Utilizando un equipo IBM 370/158, se con
sunen aproximadamente 6 seqa. por Iteracién para NX = 33, NVE = 128, NVI
= 64; para NX = 33, NVE = 256 y NVI = 128, el tiempo es de unos 10 seg.
por lteraciéa.

Conocidas las funciones de distribucién y el campo eléctrico obtene-
mos los siguientes diagnSsticos:

a. Funciones de distribucién de velocidad
i (v,t) = f:fs(x,v,t) dx
.b.  Densidad eléctrica
pix,t) = Hf'(x,v,t) - % {x,v,t)] dv
€. Nimero de electrones y de lones por unidad de longi tud
ne(x,t) - ff%(x,v,t) dv

n, (x,t) -'ff' (x,v,t) dv
d. EnergTa electrostitica

Ve (8) = st e, 0) ez

e. NGmero de partfculas, cantidad de movimiento y energfa de cada es-
pecle

L ft dx fdv f3(x,v,t)
P, = !t dx fdv f’(x,v.t) .

\I, - j’: dx fdv £ (x,v,t) -’vzlz
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Como al hacer la Integracidn temporal conectamos dos integraciones
sucesivas en x, el programa nos da los valores de la funcidn de distribu-
cién en Instantes que son miltiplos semienteros de At. Para conocerla en
miltiplos enteros de At hacemos

f(t+At) = 0.5 [ F{e+1.5 At)+f(t+0.5 At)]

y con estos valores se calculan los diagnésticos descriptos. Por otro
lado, el hecho de conocer la funcidn de distribucién nos da informacién
sobre 1a evolucibn en el espacio de las fases y, el conocer los coeficien
tes de Fourier de! campo eléctrico, nos permite obtener el espectro de
nimeros de onda.

En las flguras se muestran algunos resultados que simulan condicio-
nes inestables cel plasma. Em el primer caso, se impuso un campo eléctr]

co externo Eext = 0.0t T/ex donde T es la temperatura del plasma, Ini-

’
cialmente maxwel)iano, lsotébrulco y en reposo. Este campo origina una
corriente de deriva electrSnica, que modifica las funciones de distribu-
clén, como se ve en la Fig.1, que corresponde a un Instante t = GSO/UN.
En esta simulacién, el cociente vn'/lle = 100. La Fig.2 muestra el creci-
miento de 1a energfa electrostftica {(en unidades de la energla témmlica,
escala logarTtmica), hasta tiempos de! orden de llOO/upe. Se observa la
saturacidn de la turbulencia electrostitica a un nive! comparable con la
energfa térmica (régimen de turbulencia fuerte). En la Fig.3 se ha si-
mulade la formacifn de estructuras no-lineales en el plasma [1 ]. Un
plsma con mil.e = 4 es perturbado a t = o modulando la densidad electr§-
nica con una sinusoide. Se muestran los perfiles espaciales de densidad
18nlca n; Y campo eléctrico £, a t = 190/u”, segln resultan de 1a ampll-
flcaclSn no-lineal, efectuada por el plasma, de la perturbacién inicial.
Obsérvese la formacién de un cavitén, entre 20 y 30 A, en el gr&fico de
la densidad. Este cavitdn coincide con un miximo del campo eléctrico,
que produce el efecto ponderomotriz responsable de la expulsidn de iones
de 1a zona del cavitén.

En resumen, el cSdigo de Viasov que aqul se presenta, desarrollado
en base al método de elementos finitos, ha sido ensayado en diversas si-
tuaclones tfpicas, demostrando un buen rendimiento. En sus préSximas apli-
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caciones se pondr§ a pruebs su capacidad como herramienta de Investiga-
cién en teorfa de phu\és turbulentos.

ff

T T T T
5 =650 —{
o .
5 - -4

10 05 0 05 v

Fig.1. Funcién de distribucién de velocidades, de electrones e lo-

nes, a t= 650/"'pe‘ El plasma estd sometido 2 un campo
eléctrico externo. Las velocidades se dan en unidades de
1a velocidad térmica electrénics. La fuerte deriva favore-
ce el desarrollo de la Inestabilidad de Buneman.
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| i | |
10 20 30 40 X

Fig.3. Perfiles de campo eléctrico E y densidad iSnica LI
at= 190/upe, durante la formaclén de un cavitén
en un plasma modulado Inicialmente por una onda si-
nusoidal de densidad electrénica.
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