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RESUMEN
Se presenta un c6dlgo que slmula el desarrollo de la turbulencla elec-
trostitlca en un plasma no collslonal de dos especles, Integrando slmul-
tineamente las ecuaclones clnetlcas de Vlasoy y la eeuacl6n de Poisson
para el campo electrlco. EI metodo de elementos flnltos es utfllzado co·
., la forma mas natural y econ6mlca de eludlr la Inestabliidad 1llnamlca
Intr1nseca en sistemas con un elevado nGmero de grados de llbertad.

Un plasma es un medlo aproxlmadamente continuo y no lineal. en el
que se aslentan fen6menos caracter1stlcos de 105. fluldos y otros que son
prlvatlves de las Interacclones de las part1culas eargadas que 10 Inte-
gran con el campo elect~gnetlco (p.ej. resonanclas onda-part1cula).
Posee un rico espectro de excltaelones coleetlvas, longltudlnales (como
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en la acastlca) y transversales (como en la 6ptlca), 10 cu.I, sumado al
caracter no-lIneal del medlo, da coao resultado un extraordlnarlamente
COIIIplejopanor_ de la turbulencla [I]. AdeNs en presencIa de un callPO
_gn'tlco, el pIes •• tlene eomportamlento anh6tropo. En pacas palabras,
se resu-en an el todes las l.aglnables ca.plleaelones de los slstelllasvl-
brantes.

Por otra parte, es IndIspensable entender los fen6menos que tlen ••
lugar en un plaSlll. Los plasmas naturales ocupan casl todo el unlverso,
excepto la corteza frta de 105 planetas, y al ~re 105 produce en sus
laboratorlos con la esperanza de Ilegar a reproduelr un pia,.. estelar,
que satlsfaga IUI necesldades de energfa por medlo de la fusl6n nuclear.

Un dato Importante es que 105 plasmas qulescentes, es declr los que
est'n en equlllbrlo termodinhl/co 0 se apartan IIUY poco de ", son una
verdadera rareza. ",s concreta.ente, las funclones de d'strlbue/6n de
velocldades de electrones y de lones no son, por 10 general, maxwellla-
nas, 0 sus valores medlos y dlsperslones no colnclden, dendo lugar al pa-
so de una corrlente electric. y fen6menos de relajac/6n tenalca. En es-
tas sltuaclones, el plasma dispone, hablando en te,.lnos te~dl",mlcos,
de una energra Ilbre, de la cual trata de desembarazarse para acceder a
un estado qulescenta. La translcl6n es Intentade espont'neamente, cuan-
do la energra llbra supera clerto UMbra I, medIante la excltacl6n de uno
o varlos modol colectlvos de oscllacl6n, que pueden reall_ntarse no-I 1-
nealmente Ilevando al plasma a un estado turbulento. Las interacclones
onda-partfcula que entonces se producen modlflcan, a su vez, las funelo-
nes de dlstrlbuel6n, alcanzandose un estado de r'glmen caracterlzado por
un creclmlento Importante de la energfa de 105 campos, y por la espora-
dlca aparlcl6n de fen6menol coherentes de espectaculares consecuencias,
como la expull16n de haces aeelerados de partrculas, pulsos de radlacl6n
elect~gnetlca, etc. Adem's, la turbulencla de plasma altera total_n-
te las propledades de transporte.

Para penetrar en la compleja madeja de la frslca que acabarnas de es-
bazar, la teorf. no sa puede apoyar en los metodos tradlclonales de la ,!.
sica matematlca, Insplrados en t'cnlcas Iineal.s. EI necesarlo Incorpo-
rar la computadora COlllO herrllllllent.te6rlc. y como "laboratorlo" suI te-
nerls, en .1 cual as poslble montar "experlmentos" en que dlltlntos ele-
1llento.da la teorfa ton probado •• voluntlld, como 51 se tr.t.r ••• n,u-
blar un I'OIIIpecabeza.Inteleetu.l.



Frente a la magnitud Importante de 105 calculos que deben reallzar-
sa, 105 c6dlgos de slmulacl6n requieren particular atenci6n [Z]. Los 11"--.

tamlentos pueden dlYldlrse en dos grandes grupos: la slmulacl6n con par-
tfculas de plasma, y la resolucl6n de la ecuacl6n clnetlca de Vlasoy. Los
prlmeros conslsten en resolyer las ecuaclones de ~vlmlento de un gran
nu.ero de partfculas cargadas en 105 campos, autoconslstentemente deter-
.Inados, del slsterna. Para ser reallstas, estas slmulaclones deben re-
produclr un nu.ero adlmenslonal caracterfstlco, el parametro de plasma,
q.,. es el nGmero de partfculas en la celda de Debye, de tamallo ~O. Esta
longltud es el camino medlo que un electron tennallzado recorre en un tit!!.
po caracterfstlco de plasma, Igual a I/w ,slendo w la frecuencla depe pe
plasma con que 105 electrones responden a una alteracl6n de la neutral 1-
dad electrlca. Ademas, la longltud l del sistema slnulado tlene que ser,
por 10 lIlenos,un par de 6rdenes de _gnl tud superior a ~ 0' para que 105

electrones no abandonen el sistema en unas peeas oscllaclones del plasma.
!"or ejemplo, 51 l • 128 ~O y un parametro de plasma reallsta es 51%, ne-
cesltaremos 64 K partfculas COIllD .rnllllOen una sl.ulaci6n unidimensional,.
cantldad que debe multlpllcarse por el nOmero de datos por partfcula que
es nec:esarlo almacenar. Todos estos datos Ingresan, a su vez, en el c6m-
puto autoconslstente del c;ampo electrlco, 10 que Impone grandes exlgen-
clas de velocldad al equlpo utllizado. EI n6mero de partfculas de slmu·
laci6n puede reduclrse algo, pero a expensas de emplear algorl~s sofls-
tlcados, que requleren mis c'lculo.

EI segundo me todo conslste en resolver las ecuadones c1Mtlcas de
Vlasov (ver la proxima seccl6n) para las funclones de dlstrlbuel6n en el
especlo de fases (posicl6n y yelocldad) de las especles cargadas presen-
tes en el plasma. Los campos electromagnitlcos deben obtenerse Integran-
do las ecuaclones de Maxwell. Estas se reducen, en el caso unidimensio-
nal electrostatlco, a la ecuacl6n de Poisson. Aquf se tropleza con una
dlflcultad de naturaleza dlferente, pero que podrfa saturar rapldamente
la capacldad de los equlpos mas poderosos, y que se orlglna en la Inesta-
bllidad dln_ica de los s Ist••• s mecanlcos con muchos grados de Iibertad.
La ecuacl6n de Vlasoy es una ecuacl6n clnetlca sin collslones, que prese!
va la Informacl6n contenlda en las condiciones Inlclales. Pero, durante
la evolucl6n del slstema,esta Infonmacl6n se dlstrlbuye sobre el espaclo
de fases formando una Intrlncada y flnfsl •• filigrana, ya que puntos orl-
glNl.ntc muy pr6xllDs Ie seperan exponcnc;I.lmente con .1 tlCllpO. Evl-
dentamente, IIIlIntenerI. Informac 16n exl91rfa aumentar, COIl va loeldad t__



biEn exponencl.l, 1. capeclded de .emorla (se trata de un problema Intrr~
secamente no computable). En realldad, no slrye de Nlda aumentar la re~
lucl6n del especlo de fases hasta tales extremes. En otras palabras, la
dlflcul tad desaperece 51, • cade paso de tlelllpo,se elllpleaun algorlt1llo
dlslpatlva que p'~dle localmente las funclones de dlstrlbuclon, .ante-
nlendo constante la escal. de resolucl6n del eSplclo de fases (3 ). En
tEnnlnos tennodln&mlcos, tal Ilgoritmo transflere entropfa lIas plrtfcu-
las y energrl Ilbre I lis ondes. La tEcnlca de elementos flnltas, en el
eSplclo de fases de liS partrculas, constltuye, en fonaa naturll, el 11-

gorltmo deseado [It), y desde el punto de vlstl computaclonal resulta IMS
econ6mlca que la sl~lacl6n con partfculls. Par esta rlzon II hemos ldo~
tado plra nuestro "laboratarlo n_rlca" de plasmas turbulentos.

2. EcuacloNs !lislcas y condiciones de contorno
Nuestro obJetlva es sl~lar un plas •• de electranes (e) e lones (I).

unidimensional con condiciones de contorno espacialmente perl6dlcas.

3 fe a fe
E

ate
0 C2.1)+ v - -- .at ax 3v

HI
+ v HI

+ E HI
• 0 (2.2)

at 3x -I 3v

!! • J ( fl - fe ) dv C2 .3)
ax

Lllaltamas el espaclo de velocftlades a una fe9-f6n "nlta, centrad.
en v • o. Deflnlmos entonces una velocldad maxIma para 105 electrones
(v.- ) y otrl pera 105 lones (v I). De este MOdo las condIciones deH_xe .ax
contorno resul tan

'·CO.v,t) • ,eCl,v,t)
I I, (O.v,t) • , (L,v,t)



• •f (x.v __ •• t) • f (x.-y ••• f.t> ••

Lael.-f6Il de v_. v_I" _ 1_ •••• fer- lalcr.i •• ,-ex.v ••)
, ,1 CK.v.o)_rr ••• gGn.1 ,.« 5 de I••••••••

1. Model0dlscrew

3.1 Funclonesde dlstr'IMIcI6n.

"n la resolucl6n del CDl'j_tID_ .-r- (1.1 - 2.) construf-
•• __ del0 dl.crew del especlo de ,_ <-.v) _ protone. y electro-

MI, dlv.d.tndol0 en el_tos "altos NCtaBgUl••.•• de , •.•• IiJ( AV,en
c.,H ctatro IlDdos.se de'l_ los _lor •• _ 1•• '-I_s de dlstrlbu-
cr•• f~j (t). Calcul_s el _lor de tllcMs '-c'- en puntos Inter-
••••Ies ...alente Ie Interpoled_:

,'(x,v.t). ~j a,(x) aj(y) f~J(t)

•••• 1•• funclones de Int.rpoll1Cl6n••

(z-zj+2 &z),(z-Zj+&Z)/(2
(-z+Zj+~ &z). (Z-Zj+AZ)/(2

aj(z) •
(-z+Zj-~ &z),(z-Zj-&Z)/(2

(z-Zj-&z)'(Z-Zj-2" &z)/(2

&Z)2 •
&z)2
&z)2
Ad2

Zj-2<Z<ZJ_l •
• Zj_1<Z<Zj
• Zj <Z<ZJ+l •
• zJ+l<Z<ZJ+2

late •• _ npreMfttllC.6n de ••••••••••.•• ,. ••••• ..,1_lente a un
•••• rroHo de Ie. f' en tl •• l__ I _lor _ I. ru.cl •• y _ sua der'-

••• en 1•• nocID.. AdeIIas 1•• '_1 __ I....,.II1C ••• aleg'.' con-
;•••.•• los tr •• prl_ro. _tIDS de 1•• ,_tOMS •• tI'str.bucI6n 13 ] .
~ ••• ".Iore_ en la f..-ten treu-IentlD dffarente segdn

• 'n~ ••• I. 1••\erpolK •••• ~I.l •••• 1•••.•.•••••• I•• te • 1•• ft-



locldades. En el prhDer caso,e.e-o I.s condIcIones de contorno son perl6-
dlcas, 1. grIll. se replte perl6dl~nte para todos los valores de x.

Al cubrlr tode 1. franJa" -' ...•<.•••,I vI < v , no hay problemas en.ax
la frontera. Para.1 segundo caso podemos extender la grllla deflnlendo
101 valores de la funcl6n en los nuevos nodos Iguales a cero. Es declr

fe,j" _ 0 II l-vjl-'v I'.axe,

De este modo, las funclones de Interpolacl6n definldas en 3.2 slryen para
obtener los valores en cualquier punlD del espaclo de las fases.

Comoel campo electrlco no depende de las velocldades y el probl_
el perl6dlco en la coordenada espaclal, usamos una Interpolacl6n de Fou-
rIer. Deflnlendo los coeflclentes

( NN
akE) - (21M.)! E1 cos(kOkx1)

I-I
'(E) NN

bk - (21NN)! E1 sln(kOkxl)I-I

con NN-NX-l ; kO-21'/L,
.1 campo electrlco en un punto cualqulera se escrlbe como

(E) NN/2-1 IE) (E)
E(x) - 0.5.0 +! (ilk cOI(kokx)+Bk sln(kokx) ) •

k-l
(E)+ 0.5 aNN/2 cos(ko(NN/2)x) • (3.")

It. Esqueman-erlco

".1 5eparacl6n del sisteMa orIginal.

En lugar de resolver el conjunto de ecuaclones (2.1 - 2.3) en cade
paso t_poral, 10 separamos del slgulente modo(5]:

a) 5e traslad. la dlstrlbucl6n segun x durante Medlo paso temporal
At/2, Integrando la ecuacl6n

HS
- 0



IE [I( ) e- • r , x,v,t+llt/2 -, (x,v,t+llt/2)J dvax
5e traslada la dlstrlbucl6n seg~n v durante ~ el paso temporal
6t. Esta operacl6n no altera la actuallzacl6n de campo electrlco
e'ectuada en (b), porque la coordenada x, de la cua! depende la den-
sldad de carga electrlca, se •• ntlene flja. La traslacl6n se efec-
tua •• dlante Integracl6n de la ecuacl6n

ars E ar'
- t- - • 0 (" • 3)
a t liS ilv

cuyo doble slgno corresponde a la carga de lones y electrones res-
pee t Ivalllente •

d) Finalllente, se COlIIpletala traslacl6n en x, por el medlo paso t_-
poral faltante, utl1lzando (".1).

Este pl'Ocedlmlento termlna una Iteracl6n, y es seguldo por el paso
(a) de la slgulente. Como5e trata de la mlsma ecuacl6n dlferen-
clal, es poslble unlflcarlos salvo al COIIIenzar0 al termlnar la sl-
IIUlacl6n.

EI esquema de separacl6n empleado asegura que la solucl6n del 5lste-
•• original es correcta hasta el segundo orden en 6t,

El prob 1ema se reduce ahen a reso Iver 1a ecuae 16n de PoIsson y eCUI
clones de la forma

!!'+F!!'.O
ilt h

donde F no depende de z.

La ecuac 16n (It. It) puede ponerse en 1a forma

~+F~.O
iI t "ilz

donde en un caso es f •. (z , t) • , (x , vk ' t )

Fk • v •.
z • x

yen el otro es ' •. (z,t). f(lI •. ,v,t)

Fit • tElt/·s
z - v



Par 10 tanto, lntegrar las ecuaciones de Vlasov es equlvalente a resol-
ver la ecuacl6n

lk 'k(z,t) - 0 ('1.8'
donde lk es el operador deflnldo por la (11.5). Dada la expansl6n de las
fk (z, t) en tlnnl nos de 105 valores en 105 nodos

'k(z,t) • ~ akj(z) 'kj{t) (It.9)
J

usamos para resolver la (11.8)el "todo de 105 reslduos pesados, que co!!.
slste en eleglr un conjunto de 'unclones de peso ~n (z), de tal modo que
se anule el valor promedlado del reslduo

Eleglmes las 'unciones de peso Iguales a las de Interpolacl6n akj (me-
toda de Galerkin). De este modo la ecuacl6n (".10) queda en la 'onna

;1 al(z) aJ(z) dz 'kj + ~I al(z) ::j Fk fkJ dz - 0
(11.11)

lnstante t+6t/2Escrlbiendo la derlvada temporal y la 'uncl6n, en el
como

'kj(t+6t/2) • (fkj(t+tlt) - 'kj (d) Ibt

'kJ(t+6t/2} - (' kj (t+6t) + 'kj(t}l I 2

la integracl6n de la ecuacl6n (".5) se reduce entonces a la resoluci6n
de sistemas algebralcos de la 'OMma

! C1j 'kj(t+6t) - I 0IJ fkJ(t)
j j

donde 10s elementos de las IIIIItrlces(C1j)( 0lj} son

CI I_Z--1+5h/lt , D1 1_2--'-Sh/ll para todo Z< <n, ,
C1,1_'- "-10h ,D1,1_'- "+'Oh

C1,I - 2" D1,I - 2AI
C1,I+l. "+10h ,D"I+'- II-tOh

CI,I+Z--l-Sh/" °I,I+Z·-I+Sh/"



con h • Fk At/AZ Y n· orden de la matrlz.
Para la integracl6n de (~.3) (Integrac/6n de la velocl~ad) 105 otnDS

el_ntft'l de las utrlces son nulos. Para 1a IntegradeSn de (~.l) pueden
extenderse las definlclones para todos 105 valares de I, entendlendo qw
un subfndlce j no comprendido entre I y n representa a otro k tal que
k • J (n) (congruente ...sclulon) y 1< k <r..

Vernos entances que para Integrar la ecuaci6n ('.1) debemos resolver
tantos sist_s de la fonu del (It.lit)ee-> puntos haya en la grllla de
velocldades y. para lntegrar la (1t.3), debemos hacer algo analogo pero
en este caso el nGmero de slstelllas(Ii.l~) sera el de puntas de grllla se-
giin x.

En 10 que se reflere a la ecuacl6n de Poisson, el heche de usar una
Interpolaclon de Fourier para el campo electrlco permite resolver'a en
el espaclo conJugado y despues antitransformar la solucl6n. Para el10
derlvamos la expresl6n (3.1t) respecto de x y la Igualamos a un desarrollo
de Fourler de la densldad electrlca p slmflar al (3.1i). De esta forN
obtenemos la relaci6n que deben satlsfacer 105 coeflclentes de uno y otro
desarrollo:

b(P)/kk
k 0

a (p ) /kk
k 0

COIIO el plasma es elktrlcamente neutro debe ser J:. 0 • ~~N/2.

La condlclon de perlodicldad de todas las eantldades y, en particular.
del potencial electro!otStlco, determlna que deben anularse 105 coeflclen-
tes a (E) Y a (E) . De este lIlOdoquedan determlnados todos- los coefl-
clent:s a (Ely b ~~{;, per 10 tanto, el valor del campo electrlco.

k k

Para la Integracl6n del slsteN algebralco ('.I~)usamos una subru-
tlna adecuada i •• trices k-dJagonales (con k « ft. n: orden de I. _triz)



(6). En.I caso de la Integrac:16n en velocldades la _trlz C es penu-
dlavonel. 110ocurre 10 .lslIID para la Integrac:llh en x. ~11!O. de todos
IK>dos,I••• trlz C .s r.I. USlIIIIDSune rutlna que, _dl.nte line pe~t.-
clcSnde '''es y coll.nes la It4Iva a .". _trlz banclede 11 dl.gonel ••
[ 6) y de este IK>dopod_, IIIOlver• utilIzer I•• Isaw rutlne que en .1
QSO de I. Integr.cl6n en velocludes.

P.r. el c"culo de los c:oeflcientes de fourIer de fa clensldad elle-
trlc. y p.ra I. entltransforNCl6n del CaqlC) elletrlco USalDSune trans-
fOrNcIa r'pida de FourIer.

EI t1_po de CfIUutllludo por Iter.cl6n depende casl llneal_nte
del nGmercde puntos de grllla. UtI! Izando un equipo 11M 370/158, ,e co!!.
s_ ltPrcxl•••~nte 6 se9. por Iter.cl6n p.ra NX• 33, NVE• 128, NYI
• 6Il; p.r. NX• 33, NVE• 256 y NVI• 128, 411 tlempo es de unos 10 seg.
por Iter.cl6ft.

Conocldas las funclones de dlstrlbucl6n y el caapo ellctrlco obtene-
IK>S105 slgulentes dlagn6stlcos:

•. Func:lonesde dlstrlbucl6n de veloclded

,s(v,t) • f~,s(x,v,t) d•

. b. Densld.d electric.

P (x,t> • f[" (x,v,t) - ,e(x,v,t») dv

c. Niilnercde electrones y de lones por unldad de longltlld

"4I(It,t) • ffe(lt.v,t> dv
I"1(It,t> • f' (x,v,t> dv

d. Energfa electrostltlca

Wel (t) • fL 2 d(lt/L)
°

E (It, t)

e. Nlillerode partrcul.s, cantid.d de Mevl.lento y ener,ra de c.da es-
peele

• • I
L dx !dv fS (x,v, tJs °

P • !L dx !dv ,'(x,v,l> •. .,s ° 5

W • fL dx !d.., fi (X,,,,, t) ·s.,2/2s °



Como II hlcer II Integrecl6n temporll conectlmos dos Integrlclones
suceslvls en x, el progr ••• nos de 10s vllores de 1. funcl6n de dlstrlbu-
cl6n en Instantes que son MUltlplos se-Ienteros de At. Par. conocerla en
.Gltlplos enteros de At hlc~s

f(t+At) • O.S [f{t+1.S At)+f(t+O.S At»)

y con estos valores se calcula" 105 dlagn6stlcos descrlptos. Por otro
lado. el heche de conocer la funcl6n de dlstribuef6n nos de Infor1llllcl6n
sobre la evolucl6n en el espaclo de las fases Y. el conocer 105 eoeflclen
tes de Fourier del campo electrleo, nos pennite obtener el espectro de
nGmeros de onda.

En las flguras se'MUestran algunos resultados que slmulan condIcio-
nes lnestables c!el plullllI. En el primer casc. se l-.puso un campo elktr!.
co externo Eext • 0.01 T/eLD, donde T es la temperatura del plasllllI,Inl-
clal_nte __ lllano. lsoteh.•leo y en reposo. Este campo orlglna una
eorrlente de derlva electr6nlca, que modI fica las funclones de dlstrlbu-
c 16n, COIIIOse ve en la Flg.l, que eorresponde I un Instante t • 6S0/wpe'
En esta slmulaci6n, el eoclente -lIme· 100. La Flg.2 muestra el crecl-
_Iento de II energf. electrostStlca (en unldades de II energfa tennlca,
escIII 10glrftMlca). haStl tleMpOs del orden de 1IOO/wpe , Se observe la
saturlcl6n de la turbulencia electrostatlca a un nlvel ee-parable con la
energfa tennlca (regImen de turbulentll fuerte). En la Flg.3 se ha 51-
IlUlado Ia formacl6n de estructuras no-lineales en el plas. [I J. Un
pBsIllll con mil-e· " es perturbaclo It· 0 modulanclo la densldad electr6-
nlca con una slnusolde. Se lIUestran 105 perfIles espaclales de denslded
16nlca "I y campo electrlco E, at· 190/wpe' segGn resultan de la ampll-
flcacl6n no-lIneal, efectuada por el plasma, de II perturbacl6n Inlclal.
Obdrvese la fOr1llllc16" de un Clvlt6n, entre 20 y 30 LD, en el gr'f1co de
la densldad. Este cavlt6n coincide con un maxl.c del campo elictrlco,
que produce el efecto ponderomotrlz responsable de la expulsl6n de lones
de la zona del Clvlt6n.

En resumen, el c6dlgo de Vlasov que aquf se presenta, desarrollado
en base II MEtoclo de elementos flnltos, hi sldo enslyado en dlversas 51-
tuaclones tlplcas, demostrando un buen rendl.lento. En sus pr6xlmas apll-



eadone5 5e pondrS a prueba IV apaeldad eOIlIOherr.lenu de Inveltlga-
el6n 1ft teerf. de pla~as turbulentos.

1.8 e.s 4l.O o.s Vi

Funel6n de dlstrlbuel6n de veloeldades, de eleetrones e lo-
nes, • t • 650/.. • EI plasma es~ sc.etldo a un ea.pope
eleetrleo extemo. Las veloelclades 5e claneft unlclades de
I. veloeldad tinnla eleetronlc.. La fuerte lIed"a fallOre-
ee el desurollo de I. lnestabllidad de Illneman.



lyolucl6n tempo-

r.1 de I. ener-,.

gr. electrostltlee du-

rente el des.rrollo -t.

y I. s.tur.cI6n no-

Iineel de I. Inest.- -t.

b II Id.d de Bun_n.

En orden.del el 10- -I.

gerltmo de (Wel/anergT.

t6rmlee). EI tl8lllPO -4 •

• a d. en 1/.. •
pe -t.
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!!.i:1.. Perfiles de c...,o .lectrlco E y densldad 16nlca n"
at· 190/... , durante la fonnacl6n de un cavl t6npe
en un plasma modulado InlclalMente por. una onda sl-
nusol dal de dens ldad electronlca.
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