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Ie presenta un elemento semianal!tico para el an&lisis de casca-
ras de revoluciSn. El elemento interpola lOB desplazamlentos en forma
cUbica, con dos nude. de extrelllO y uno interior, que permite modelar
quiebres en el meridiano e intersecciene. de varias cascaras sin difi-
cultades. En su versiSn actual el proqr_ desarrollado permite, para
condiciones de borde generales, el calculo estatico de esfuerzos bajo
carqas arbitrariall con un plano de silPetrra y cArgas axilsimetricas de
bifurc8CiSn.

se presentan varias aplicaciones que _stran' 1& aproxilllaci6n que
se Obtiene respecto a resultados te6ricoa y caaparaciones con resulta-
dos Obtenidos con ~ c6digos.

A semianalytical finite element for the analysis os thin shells
of revolution is presented. Cubic interpolations for the displacement
are used. The element has two border nodes and one inte,rnal node,which
allows to treat chanqes in the slope of the lIIeridian and branchinq of
shells without difficulties. At present the proqralll developed permits
static analysis under arbitrary loadinq with a plane of symmetry and
bucklinq analysis under asisymmetric loads, for general boundary
conditions.

several examples are presented that show the approxtaations
obtained with regard ~o theoretical values and comparisons with results
obtained with other codes.



Existen en el c_po de 14 iftgenier!a civil y _canica IIUchas.s-
tructuras que son lfainas de re'fOluci6n, cc.o cGpuJ.as, torres de enfri!.
miento, silos, centrales mx:leares, recipientes de pr_i6n, suburinos,
veh!culos espaciales, ete •• La _yor parte de estas estrueturas son de
espesor de19ado 0 auy delqado, y alqunas de ellas presentan probl-a
de inestabilidad, CoalOes el caso de silos (vaciado de 9ranol, cascoa
de sul:aarinos, etc.

Un analisia adecuado de este tipo de probl_s requiere de un _
delo numerico que peraita ~r en cuenta caracter!sticas ccao: c.-bioa
de curvatura en el meridiana, c.-bios bruscos en la tanqente al .eridia
no, cascaras compuestas, estados arbitrarios de car9a, distintaJI cODdi=
ciones de borde, desplazaaientos prefijadoa y c.-bios bruscos en el es-
pesor.

En 10 que hace a tipos de srobl-s que deba enfrentar el inqenie
ro, surge la necesidad de evaluar carqas cr!ticas de bifurclICi6n y tra=
yectorias con no-linealidad cin_tica, e inestabilidades en trayecto-
rias elaste-plasticas.

En la li teratura especializada no aparece D1nqunafonRllacion ba-
sada en el metodo de el~tos tiniteNl, que clar_nte satisfaqa los
requermientos en'llllleradosanteriormente, si 14 bay, al ~os parcialmen-
te, uaando diferencias finitaJI eabre una formulllCi6n enerqetica, es el
c6diqo Bosor desarrollado por Bushnell ( 19, 20 I. En esa revision se
han dejade de lado ele_ntos orient ados bacia c&scaru de espesor -ade-
rado (cc.o los presentes en el siste.a SMlCEFIccao el desarrollado par
Zienkiewics et al ( 1 I que utiliza interpolaciones dilltintas para des-
plazamientos y 9iroa e inteqrllCi6n reducida. Entre loa elementos ezelu
sivas para ~scaras delqadas, la bGsqueda se ari_to bacia 108 el __ -
tos curvos dejando de l.so loa elementos c6nicos (2,10 I. QuiA., el
pIl."imer el~to CUr'fOfue el de Stricklin et al (3 I I este el_rato que
tiene COlllO grade de libertad la derivada del desplazaaiento transversal.
tiene CCllllOinconveniente el bajo qrado de interpolllCiCin de 108 despla-
zaaientos .-branales y que no _pta quiebres _ el meridiana. JIo es
el !inico el_nto que POS" este probl_: eaisten el_ntos con __
9rados de libertad ( 4,5), que si bUin _luciClDP el pcobl_ de la in-
terpolacion de los desp14Z&lllientos...-branal_, introduceD una eX<:8si_
continuidad entre el_tos. Para solucionar el probl_ de la conti-
nuidad entre el~tos •• proponen .:a-ntos con el 9iro ccao qrado de
libertad en el· barde y para _jorar el 9rado de iJRerpolllCiCinde 108
desplaz_ient08 •• incluyen nudos internos (6,7).

El presente trabajo _ parte de un proyecto ClE'ientadoal -'lisia
eltstico y elasto-pl&stico de lmunas dellJ~ de re'fOluci6n, tendiente
a evaluar niveles tensionales y carqas de inestabilidad. La que se ~
senta a continuaci6n es 1UlIl priJllera etapa del pcoyecto y puede dividir=
•• en dos partes: la priaera es el an'lisis lineal el&stico de l_inas
de revolucion bajo condiciones de borde y carqas arbitrariasl J la se-
qunda _ la obtencion de carl;as de bifurclICi& pu-a carqu axilsWtri-
cas.

se ha desarrollado un el ••• nto finito s•• ianal!tico para poder
tratar los problemas descritos, realiz£ndose una eatenaa evaluaci6n pa-
ra el caso de an1lisia lineal ellstico J alCJW»sde este. resultados se



pre.entan en este trabajo. £1 miSlllOel_nto ha side utilizado en el
aniliai. de earqa. de bifureaei6n para earqas axilsimltrieas, .i bien
las evaluaeiones han sido limitada., puede deeirae que el eleJDentoha
reapondido satisfaetoriamente en esta primera parte del anali.i. er!ti
co, 10 que alienta su usa en etapa. posteriores (eargas no-axilsimetrl
eu , respuesta no-lineal y bifureaci6n a partir de estados eluto - -
plSstieosl.

Para estudiar el comportamientode una lSminadelqada de reV'Olu-
ei6n •• utilizan en este trabajo las hip6tesia de Love- Xirchhoff, en
tanto que laa eeuaciones e:lneJMtieasaon lu propuestu por Sanders
( 8).

Es = ~ + ~ +i (~ .•.a2
)

Ea =4::-( ~ -U5en~ +W COS~ ) +i(e~+,92)

Ese = -t [g~+ ~ (~ +V sen ~)] +i 8s l8e
i"w ~ 1 aQ~~ =-~ + ~.~ -U~

2

Xe =~[~(~ - ~C06¢ )+sen~(-~+ ~$}l (1)

Xse=~[r1;f6+{SIU\2~hr g:l~+2~il-~ ,.)
es =-,~+*
8e ::- ~( .•. -VC06~)

f!> =+(-ii-V~-+.)
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.a 1a coordeDacSaMeJGn el _rldiano,

, .a la coord~ aegGne1 parale10'
, .a.1 radio «Sa1&curva .eridi_,

, .a e1 radio del para1elo,

.a e1 &nqu10eaue 1a t:anqente a a y e1 .je S,

es e1 desplazaai.at:o en 1a direcc:i&a S,

es e1 desplazaaient:oen 1&dincci&a DO~l al plano del
dibujol
es el deaplazaaieat:oen 1&direcci&a noraal al .eridiano
(a) ,
SOD las def_i~ cia1&auperficie .-dia de 1. lUi.na
en su plano,
SOIl 10s cSibios «SaC'llrRt1Irade la superficie ~ia.

En .ste caao las ecuacioneaconatitutivas correspondea• tensi6n
plana, e integr~ en .1 eapesor pendtea eva1uar loa eafuerma resul-
tante.:

tis -e (ts + 'J Ee )
Ne -CCEe+'JCs)

Nse =2 C (1-") E&e

MS - O(XS+ V Xe}

Me - 0 (Xe + v Xs)

Mse - 2 0 (i-V) Xse

E .a el .&!ulo «Saelasticidad,

V es el coeficieate de Poiasoft,

y h es el eapeaor de 1&l_ina.

Loamitodos de reao1uei6na utilizAr en este trablljo se basan en
teonlll&. de energla potencial total. Pan el caso cIlI una liaina cIlI n-
voluci6n de1qadadieha enerq!a puedeexpreaara. cc.o,
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- fJ,,(p$u+Pev+fh ow) - Jr(~ u.l\v+~ w +Maee) de
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1(' es la energ!a potencial total;

p. ~ R, son cargas distributdu segUnlas direcciones S, e y n
S·· respectivament.;

11s • Pe.PI1,Ms lIOncargas concentradas en el meridiano ;

A es el 'rea de la superficie media de la :lwna de revoluci6n;

y ~ son los paralelos con carga concentra4a.

Las condiciones de borde que puedenestablecerse son del tipo de
desplazamiento. La fonwlaci6n peraite fijar valores no-nuloll para loa
desplaz_ientos en un n6meroarbitrario de puntos. La. inc6gnitas ci••
nematicas sabre 1•• que se pueden imponerrestricciones en un punta
son:

U desplazlltl\ientovertical ldirecci6n Z)1

W desplazamiento radial;

V desplazlltl\ientotraQllversal (direcci6n e );

y ~ : giro de 1&noraal al plano aeridiano.

Las condiciones naturales de boll:desOlo pgeden satisfacarse en
fonwaaproxilllada.

La condici6n de equilibrio est& dada por el principio de mtni_
ener91&potencial total que se expresa COlllO:

la cOndici6nde estabilidad de esta soluci6n dependerl del 8i9no de la
sequndavariaci6n de la energta

representa un punto de e8tabilidad cr!tico que da luqar a un prObleaa
de autovalores (cargas de bifurcaci6n 0 car9a8 crlticas)

Debidoa 1&geametr!a axilsinetrica de 108 problemasen estu~~o
•• ha utilizado un eleaento finito del tipo aemianal!tico, discretizan-
do series de Fourier en el sentido del paralela ('7) (funci6n del In-
qulo e ). Las series trigonomlitricu son pares para ii y W e illlpar
para V.
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U{6.9) = ~ (S). COS Je
V (5.9l •••VJ (5). sen J e
W(S,9) ••..WJ (el. COS) e

se supone que las carqas actuantes pueden expresarse en la mi_
forma que los desplazamientos (si-'tricas respecto a un plano), 10 que
permite, debido alas caracter£aticas de ortogonalidad de laa funciones
tr iqOllaDl!tricas, desacop1ar las ecuacionea para las distintaa arlll6nicas
J •

El e1emento desarrollado tiene
tres nudos, uno en cad. extreme y e1
tercero en el centro. La qeometra
(par&bola cUbical queda definida por
las coordeDada. (r. Z) de los nu-
dos extr_ y loa anqul08 que for-
IIlU\ lae tangentes .1 meridiano rea-
peeto al eje Z (fiCJ. 2).

ti
Fiq. 2

Los desplazamientos se interpo1aran en forma cUbica dentro del
elemento, para el cual es necesario fijar cuatro parUaetros para cada
desplaz_iento, loa cualea Be indicen en la fiIJ. 3

~

_\2.
W [U,V I W, aw/3s]1°,,;ff. @ [U, v, au/as ,av/as]

@[u,v,w,aw/aSl

Parametrizando en funci6n de la lonqitud de &reo, las funcione.
de interpolaci6n resultan:

u = ""'1 U, i' 412 ~ + 't'~Ue + "'4 ( g~~
V = 4'1 V1 + '+'Z Vz +""3 Vc .•.taJ4(~)C; (7)

W • N1Wi + Nz (~';')1 +N3 Wz + ~ (~';;')2



:&
't'1,·f(1-~)

"'2. • f('\+15)

Ct'~ • 1_~2

't'4 • ~ (1_~2)-¥-

N., • it (~3 "'3~ +2)

N2 :t (~3-1512-~+1)~

1-13=t (_;3+3~ -to 2 )

1 3 II ~f't4= 4(E; +~ -~-1)T

£a importante desucar que para el --.ble de laa _triees ele-
_ul.s. los desplaz_ientoa de los nudos ext~s ( U.. en coorde-
nadas locales) se expresan en funci&!.de desplazallientos en un sia~
global segUn1&8direcci6ft r, Z (1', ij. vv fig. 1) Y en func16ftdel

giro de la nonlAl fO.s •

La elecci6ft de .atos grades de libertad tra. lu siguientea ven-
tajas:

- £1 elemento resulta iaopar.-ftrico (en el sentido que la .i •••
internolaci6n se usa para la g_etr1a y para el desplaz_ien-
to \01'),

- Los desplazamientos U y v ~i'n reaultan de interpolaci6ft
cUbica, can 10 que ae obtiene una a4ecuadamodelizaci6ft y a.
evitan bloqueoa del ele_to.

- Permite tratar quiebrea y c.-bios de eurvatura bruscoa en el
meridiana, aa! ca.o claear&8 raaificadas. al no establecer una
exceaiva eontinuidad cinemAticaen loa nudoa.

£1 planteo de la candiei6ft de estaeionario del funcional (ec.4)
ae hace deapreciando la parte no-lineal de las daformacionesmembrana-
lea Cljlo cuel Ueva a un sist_ de ecuacionea algebraicaa linealea
de la forma

is) Y) .•. E} :II 0
para cada node cincunferencial J. £1 cUeul0 de la matriz l$j y al
vector E"j a. realize en fonaa IlUIII8ricaCOIl tr.a puntos de integraci6ft
(euadra4a de Gausa).



Encuanto .1 }rob1_ d. estabi1idad h.s1:&e1 pr.sent. s. ha pr_
visto que 1. bifurc.ci6n •• produacapar. un nGaeroentero de andas cir
cunferenc:ia1.s, 10 que .s ciuto par. carqas exilsWtricu, paro reJr;
sen1:&una silllp1ificaci6npar. cargu no exil.i-'tricu. Este ultilllo -
c.so puedetr.tarse usando10s siquientes criterios: (a) taaar e1 .eri-
diano us carqadoy suponerque dich. carq. _ axilsi.Mtric., (b) reali
zar un wlisis tensional no-axilsWtrico, baeear .1 _ridiano •• .0=
licitado y suponerque •• 1:&solici1:aCi6n•• axi1.Wtric ••..

Para el prab1_ d. estabilid8d antonces •• hace priaero un anili
sis tensional 1ine.1 para carq. unitari. y 1ueqocon esta solicitaci6n-
•• detenaina e1 factor que anu1. la S4l9w1davarieei6n de 1a enerq!a.
Ests planteo conduceCOIl1as silap1if:ic.cieme.realizeu a un }rob1_
linu.1 de alltovalor.s de 1. fcc.a

dondeK.._ e. la lIIatriz de carq. q••• tr!a DIlrael modocircunferen-
cial J"? A re}resenta la carqa cr!tic. y '" e1 IIOdode deforlllaci6n0
modode PIIJIdeo.La _triz Ke •• c.lcu1a tabia en formanu.i!rica
con tres punto. de. inteqraci6n.J

Otilizando .1 eleaento finito descrito Beha iapl_ntado un pro-
qr ••.• que realiza el an.llisis lineal elastico de I_in •• de revoluci6n
bajo carqa aribrari.. Se hII1lcorrido ej_plO8 de las cuales se tienen
soluciones expl!citas COIl.1 fiD de ccaparar 108resultados del proqra-
ala con soluciones exac1:&.(9), au:" comoej8lSp1osde 10. cual••• e ti.-
nen resultados nUJllerico.obtenidos COIlotr08 el~tos.

Dentrode los ej8lllploscon solucion cerrada conocida, se ban .ad.
lade una pl.c. circular _potrada con carqa Ilnifor- COIl2, 4, 8 Y 16-
elementosCOIlel fin de evaluar converqenci.. En la fiq. 5 se h. graf!.
cado e1 desplaz_iento transversal en la 1lni6nentre elementosy. el _
aento flector en los centroa de .lementos, .stos valores cc.perados COil
la so1uci6nexact. aJestran una excelente .praxiaaciOn con sOlodos ele
_ntos. En 1. fig. 6 se Bluestraotro ej.-p10, en este caso Betrat. de
un daao esferico empotradocon carqa unifonae, e1 que •• ha lIIOde1&dou-
sando 10 elementoscon 1. _,or densidad en el UIpOtr_i.nto, los grlfi
cos de Ne y M$ Bluestranuna axc.lent. apcoxiasciOnpar•• s1:&_lla -
medianamenteCJZ'U •••• Final.-nte se ha modeladeun cilindro _potrado en
un extr••o CODuna carqa puntll.l, se utilizarOll 1S.lementos con la •• -
yor densidad .n 1a zonad. aplicaci6n de 1. carq•• En la fig. 7 se ban
graficado despl.z_ientos transversales y momentosflectores en 1. &OIl&
de aplicaci6n d. 1. c.rq., obeerv&ndoseuna buenaaprOlltiaaci6n• 108va
lores te6ricoa. -

TUlbia s. realizaron cc:aparacionescon otr.s soluc:ionesn1ahi-
cas, sunqueen .ste caso lss Bli_s son en ciera formacu.litativas,
PIles sOlo se dispone de 10s gr,(fic08 y n6 de loa v.10r.s nlMricoa. J:Il
105c.sos estudiados todo8 los gr,(ficoa pres.ntados coinciden con 108
trabajos oriqinsles. Los ejeap10s corrid08 sexu

(.) Sector de esf.ra con un IIOIIlentoconcentrado (2). Eneste c.so
s. utilizUOl\ 16 e1e_tos CODls -yor densific.ci6n en 1.



&orI&de apUcllCiliDde 1&CU9&. lIDla fiq. 8 se auestran loa
4i&qr•••• de deap1&uai_to bod_tal y _nto flector Mt..
as de hacer DOt&rque •• cWIIP1_laa CClNSicionesnaturales de
borde.

(b) ctscua. COlllpuesta6,ciUDdro COIleafara (4). Intere •• en ea-
te caso el ccapclC't.i&Ilto del eleMDto cuaIlIIose pE'oc!uceuna
rUlificaci6n y c.-bio de espesor an a ci.cua. En la fig. 9
se _str_ el ejeaplo oorri40 y loa deaplazUlientos obteni-
do. uaando 14 eleMDtoa.

(c) Conocon cU9a ateral no-axUaW'trica (10). Sa observa &qUS:
e1 comportameintodel elemento C'U&ftdo la cArga ea no-axilsW
trica. En 1a fiq. 10 ae _.tran 10. desplazaaientoa calculA-
doe ua.ndo 10 e1ementola.

Cell ~re a enfriUliento con den to y peso propio (11). Este ej_
p10 lIIOde1adoCOIl23 eleaentoa auestra Wl&estructura con cug_
no-axUsWtrica que .e ha de.COIIIpuestoen 8 armCinicas. En a
fiq. 11 loa esfueraoa He y Ns en los aeridianos ala iJllport:an.
tea.

utilizando el eleaento finito descrito ae iJIIpleNll~ un proqrama
que ateraina caI'9as axils.tric.. de bifurcaci6n. E1 an(Usis requie-
re priJDero1a resoluci6n del .atado fundaaaental (axUsWtrico), y 1ue-
qo UDproblema de autova1ores para cada &r'II6nicacircunferencial, 10
que peraite deterainu la _nor carqa crS:tica y e1 1IOc10 de deforaaci6n
oorrespondiente.

Las priaeras eva1uaciones ae reaUzaron uti1i&ando modelosQlleCo'uij,
gunas dlllplificaciones en e1 aMlisis precr!tico penaitenuna minillliza-
ci6n ana1Itica de 1a carqa cr!tica. Tales casos son:

r:20
L=20
h =0,2
E =107

'J ·Ol~

b - Ci1iDdro con cuga axial simplements apoyado (12)

.i_ q~tda que (a)



__ exa.c:ta.
_ Prcecrltlz

h -0.1
£ _10'
V ·O.!»
\_-1.

PIoc:a clreubr e mpe«t-o.da
tOft CXJ~ un,fonne

Rc~e"'~nclcu,
.2 cl~mcntbe
o 4 clementos
• e e le""'ntoa
4 1eel.mentoa

_ Exac:to
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•X
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.~e, ao
fig.e Oomoetnpotrado bcaJO pretMO" emma.
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coeficientea de la descomposici6n
en arm6nicaa del vientol
.0 --0,00099
., - 0,34455

:~:~::~~~
.4 - 0,15058
.5 -0,13411
.6 -0,01599
.7 - 0,06371

'IS' _ 22,S
a - 2.59. 107
V - 0,2
b - 0,157



R = 10
h .0,01
E ••10"
Y = 0,3

h =O,Q1

E: -106

En la tabla 1 se indican 1011 ft1ca'es calculados COD el pre5ente y
105 obtenidos de III referencia. En tato. 1011 ca80S 108 valores tem-i-
cos y 105 n~ricos practiclUIIl!IltecoiDCid_.

'l'EOIUOO RUlClUOO
CABO

ARMClUCA CARGA.atTICA A1lMafICA CAkOACU'l'ICA

a 7 117 7 124

a 8 106 8 107

a 9 108 9 lOa

b • 0.605.2X Eh2 • 0.605.21( .E. b2

c • 1.21 xE x 1~ • 1.21 xEZ106

d,empotrado 0 13.44 0 13.44

d,siapl.apoy 0 3.84 0 3.84

Tabla 1. Cargas cdticu y 1104011 de defomacionea

• hay varia. arm6nicaa para el ai_ valor de carva crItica.

Tlllllbi&n•• realizaron analisis de bifurCllCi6n sobre eatructuru
~eorMtrieament&.b coaplejaa C6a el fin 4e CCllIIparar COIl otro. -.ode1011
numerico. (5, 14, 15, 16, 19). Entre ellaa mencionaremosdosl



(al Torre cIe enfr1aaian~ COft pre.i6ft lateral unifoxme.Laqe<lllle-
trta a. unaId.plrboladesplazada .iapl_nte apoyadaen el bor-
de inferior yliMe an el .uperior:

Esta estruetura fus re.uslta
par -edio de el_n~ fini-
to. C15)encoIltrlndoseque
la cerga crttica atniaa ocu-
rria para D - 5 y tenia "a-
lor cIe Pc - 630. 1:1 presenu
el_n~ pE'eclicela eerga
critica para la ai_ arm6ni
ca n-5 yunvalorde-

P - 637.
C

8E·~2.1OV-O,.,.,
h-Q083

(b) 'llmCNlt cIe aqua c&d~cil!ndrico.

Esta estructura fue resuelta .-
diente proqr..- de diferenciu
fini taB C19) , ancontr£n4ose un
factor de cU'9a a!niM Pc • 1,12
para aDl6nic& ••. 14.

CODal pnsente el~to al fllC-
.tor II!nt.o ancontracSoe. Pc- 1.10
para la araSDica D· 13.

E-eQ2e=50
't}-~~

h .0,025

Enal caso de al__ toe unidiJIan.ional•• da c'lICera da revoluciSn,
los aodoeda de.plaz_ianto de cuerpo rtqido se reducena do.: Ca)'lira
alrededor del eje Z y Cblde.plaz_i_~ a 10 larcJodel ai.-o.

J:l presente el_ento presenta ee-o aodoede d••plaza1ento de cuer
po d9ido en formaiapl!cita al 9iro alrededor del eje It para cual- -
quier qeoaetria del el_nto y al de.plazaaiento a 10 largo d.l eje It
para d.entoe recto.. Para.l easo de el_ento. eurvo. en el plano •
ridiano, la fonaulaei6n usada no penlit. CWIpliren formaexaeta el ••=
qundode los desplazamientosd. cuerpo rtgido, aparllCiendoesfuerzo.
cuando•• introducen desp1az_ientoe de cuerpo r!CJidO.Cc.o ej_plo d.
ello se da un sector de esfera en e1 que se prefija .1 de_plaza-iento
d. un extr••o en la dlrecc100 Z. En la f19. 12 •• al••tra la 9-'"
uta UWl y loa wiJaoa ufuenoa obteni4oe uundo do. ellMnto ••



R-1O h -0,01

U1-1Oh.o.1
I1cfXlmoSafue",o$ ~$UItb•.•t~s
~c-o,oooo2
•••• 0.00074

r- 02= 0.10007

.ftg.12 - &tdbrde e~ro condeepkl~om'tnto prn.npto

Conel objeto de evaluar el er~ 4e no poder representar en tOnia
exaeta el deapla%amientode euerpo r19ido, •• ban .xlelade 40s ej_plos
que aparecen en 1a literatura cc.o ea_ 4. grand_ 4esplaz.aientos.

E1ej_plo de la fig. 13 ba aide previ_nte analizado con un el.
_nto finito de s611doaxUsia'trico par Zienlti_iez y Hayak(21) y coD
elementode elscara derivado de un s61i40 axilsWtrieo por Surana (22).
Este prob1-. fue tambiln anali&&douaandoun el~to finite de elsea-
ra 4elgado disponible en ANSYSy COIl4istintas versionea 4e un el__
to 4e 48 gradoa de 1ibertad (g. 4. L.) con IIOdos4e cuerpo dgido
(23) •

1 !
~l.'I1 ~5,705

I

\). 0.1e

h.o,o4
P·1200

Los rellUltadoaestln eCllllparadosen la tabla 2. La diatribuci6n d.
el_entos (eoluml&1) s19Ueel siguiente eaqu_. 81 _itoroide ti_
ne tres regiones de curvatura gausaiana poIIitiva. Degativay nula. 81
nGmerode el_entos inicialea es 3. uno en eada regi6n, e1 niimeros.
aumentade a uno por vel: rotando entre las tres regionea. Loselementos
en eada regi6n son 4el ai~ tamaiio. En 1&col_ 2 ae ve que el el.-
mentod. 48 C;. 4. L. 4. cAscarad.lgada 4e dable curvatura con fUllCio-
nes de desplaz.aiento en eoordenadu curviltneas tree ••• a pesar d. au-
_tar 1&4iac:retiulCl&\. &1 ai.c> e1_to _joarado con 1&denica 4e-
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0.09ft~ -0.0'21'
0.1026 -0.01011)
0.1117 -o.onu
0.1219 -o.on12
0.122~ -o.onn
0.12)6 -O.OH'U
0.1236 -0 .03~~l
0.121'7 -I).OH")
0.113. -O.QH'I'S
O.lZ3~ -0.033'1'S
0.ll39 -0.OH'S6
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O.12ftO-0.on'6

)
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5
6
1
8
9

10
11
12
II
14
I')
It>
17
19
19
10"0
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0.0734 O.IlOHe,
0.0259 0.00'111
0.O)6~ 0.I'IM61
0.0314 0.006H
0.!))7,. 0.00655
0.0'\83 0.('0657
0.(1)90 0.006"0
0.0191 0.00661
0.019" 0.0066"
0.04el 0.0366"
0.0402 0.00672
G.O'.o •• 0.I)'l679
O.C413 0.oa601
0.e414 0.Il0687
0.0421) O.O"~9"
().01021o o. C069"
0.0426 0.00102

0.0889 -0.03"81
0.10117 -1).0'0011
0.IZ95 -1'1.0'0033
0.1299 -f).01001o2
0.1313 -0.CIo1')42
0.1339 -O.Olt066O.lHZ -0.010(1110
0.13"11 -1).OltO'l
O. nll5 -0.0'0082
0.1388 -0.0'0089
O.lIt Ie -0.010(''11
0.110"10 -0.04099
0.14'12 -0.04094
0.1'.82 -0.010045
0.15 H -t'.C41l01l
(I.15B -0.C4091
0.1569 ••O.Olt03ft

,
0.I)96'S -0.03164
0.1013 -O.O'H8Z
0.1177 -0.0 3lt07
0.1119 -0.03lt09 o.Of" .-O.O),()I5A
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0.1 l11 ~o,o.3'H7
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0.12.)9; ~o.on57
o. tl"Oi~O.03357 ,0.ll4
O.ll~~,~0.03'51'0.12ft
0.1 ~'\P\tO..•0335,7~:\ . \\;~ ',)\.,1 \. ~~~;

~~\ \:~,']Y:;~:. ''to '.

:...:. ;'~ \ ~

,:0.1233 -0.0334U
0.1236 -0.033534
0.1l)6 -0.031'S6.\



sarrollada por Cantin (24) (collDlfta 3) aunque mejora la converqencia
falla en predecir la respuesta correcta en un 30\. Este el-ento de
48 9. de L. pero _Fesadas sus funciones de desplaZGIiento en coorde-
nadas cartesianas Obtiene .i 105 aismos resultados Obtenidos por
(21 - 22) Y con JUfSYS(col~ 4). £1 presente el_ento (coluana 6)
predice los desplaz_ientos correctos cuando Be refina la aalla y CCD-

ver<1eun poco us d.pi4aaente que el ele.ento de 48 g. de L. en coorde
nadAs cartesianas. -

El ejElllplo de la fi9. 14 .uestra una estructura donde se producen
giros iaportantes (del orden de 2- en la Zona de curvatura nula). Este
caso tamb1'n fue coaparado con el elemento de dable curvatura de 48 9.
de L. con desplazamientos en coordenad•• cartesianas con lIOdos de cuer
po ri:9ido. Los resultados de 105 despla~ento. 0 y 10•••• ntos M$
en los puntos 1, 2 Y 3 se daD en la tabla 3 para cuatro .allas dife-
rentes. Se da tambien una IIOluci6n asint6tica alternativa (25) y los
resultados obtenidos usandO 120 el.-ntos c6nicos con ANSYS. Los!"e-
sultl'dos muestran un buen acuerdo a alldidA que Be refina la _lla.

~t
I
I
I-i-._._. _ ._o.~
--¥--- 1~,74 ~

•.·to DfSPl'lV'IEIIIH'S "~"'''~T~S Fl~CTt)P.C:S
Of - - -ELC:I"H:T. '-'1 "2 ~ "1 "'2 "3

3 'l.'.'4Q41I).Olt054 0.007"14 -5.64 7.64
6 o.n5~9" O. ')4661 O.CO!!'HZ -7.96 - 5. bit. e .73
~ ~."5~!>1 0.04tH1 I).C09(\67 -q.~Z -e.17 8.63

Ie /).°5633 0.047"4 1).00C;106 -10.42 -B.73 3.59

3 I).OltA10 0.0'0094 O.O~723'o -~.45 -1;.92 ~.66[13] 6 (1.(\5636 1).04714 O.OOflo46 -1/)."6 - 3. 70 '3.311e (\."56~Io 1).04710., 0.0/)0\07 -l/)."Q -"'.Ill B.Io4
120(~N~YS)O.'5b83 0.04 H4 O.COC;lCo; -le.5Q -9."9 8.5~

[?5] 0.')5754 1).')4AOio 0.00C;20", -10.56 -8.97 fl.')!!

Tabla 3. Despla~l.ntos U y _etoll flector •• I'ISpara una car<1a
axial p. 1200 •



En el presente trabajo se buI discutido las propiedades de un ele
aento finito curvo, s_ianal!tico, de doce qrados de libertad para el-
anUisis de l_inas de revoluci6n. Los 4pos de anllisis de 108 que
•• presentan ejeaplos son: anllisis tensional lineal estltico y deter-
ainaci6n de cargas axilsi_tricas de bifurcaci,6n.

De los ejemplospresentados puede conclu!rse que el ele_ntol

- converqe rlpid~te con el aumentodel n&nerode elSDlantos
tanto para el anllisis tensional comopara ~l cllculo de carqas
de bHurcaci6n;

- paede tratar sin dificultlldes c'ecaxas COIlIpuestas(intersecci6n
de dos 0 ais c'scaras)/

- permite cUlbios brwIcos de pendiente y/o curvatura de la curva
IIIl!ridiana/

- puede considerar earqas y condiciones de borde arbitrarios/

- si bien el ele.ento no pose. impl!ci tamente uno de 105 llIOdosde
cuerpo rf9ido, con WIA1llA1lano lIIuyfina puedenobtenerse exce-
lentea resu1.~otI cuando la estructura preeenta deeplazamientos
baportantes.
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