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En esta comunicaci6n se presentan las posibilidades de
la formulaci6n del flujo viscop14stico para anilisis de pro-
blemas de conforaado de metales por el m6todo de los elemen-
tos finitos. En el trabajo se detallan las bases de dicha
formulaci6n prestindose especial atenci6n a la analogia de
las ecuaciones del flujo viscoplistico con las de la elasti-
cidad incompresible y se desarrollan diferentes alternativas
para tratar el problema de la incoapresibilidad del material
en problemas bi 0 tri-dimensionales. La fOTmulaci6n se ex-
tiende para tratar problemas de embutici6n de planchas meti-licas a partir de la teoria de liminas viscosas. Finalmente,
se ofrecen varios ejeaplos de aplicaci6n a problemas de ex-
trusi6n. laainado y embutici6n de metales.

In this paper the possibilities of the viscoplastic
flow formulation for analysis of metal forming problems u-
sing the finite element method are presented. Special de- .
tails are given of the analogy between the viscoplastic flow
equations and those of standard incompressible elasticity.
Also, different alternatives for dealing with incompresibi-
lity in two or three dimensional problems are discussed. The
flow formulation is extended for the analysis of sheet for-
aing problems using a viscous shell approach. Finally, some
examples of application to extrusion, rolling and sheet me-tal foraing probleas are given.



En los procesos de conforaado de metales, plisticos 0
vidrios, el material est' sometido a deforaaciones muy altas
produciendose en el una plastificaci6n casi inmediata de ma-
nera que fluye como si se tratase de un fluido. La importan-
cia de un buen conocimiento del comportamiento de dichos
procesos se ha incrementado notablemente en los ultimos a~os.
Asi, reeientemente se han realizado verdaderos esfuerzos, la
mayor parte a cargo de las grandes empresas del metal, para
encontrar soluciones numiricas a diehos problemas como uniea
alternativa para reducir el alto coste asociado al anilisis
experimental. En la mayoria de 105 problemas de conformado,
las deformaciones elisticas pueden despreciarse frente alas
p14sticas 0 viscop14sticas. En estas circunstancias la ecua-
ci6n constitutiva del material puede expr~safse de forma a-
decuada mediante un IlOdelo viscopUstico L 1 J, [2 J. Por 0-
tra parte, las caracteristicas de la defora8ci6n continua
del material durante el conforaado hace que su comportamien-
to pueda sef a~imilado al de un fluido viscoso de tipo noNewtoniano 3 ~. Por consiguiente. parece "natural" util izar
para el ana iSl$ de dichos procesos una "foraulaci6n de flu-
jo" en la que las variables principales son las ve10cidades
de 105 puntos del JIlllterial.En particular, puede demostrarse
que si la velocidad de deformaci6a es peque~a, las ecuacio-
nes del flujo para problemas de conformado de metales son a-
n4logas a las de la elasticidad incompresible c14sica. Esta
analogia ha sido extensamente utilizada en los ultillOs a~os
para el an4lisis de problemas de extrusi6n, laminado y embu-
tici6n por el metodo de los elementos finitos [1 ]-[10].

En esta comunicaci6n se presenta una panoramica de las
posibilidades de la foraulaci6n del flujo viscop14stico para
el estudio de procesos de conformado de metales. El trabajo
se ha estructurado en las siguientes partes, Seguidamente se
describen los conceptos b'sicos de la fOTmulaci6n del flujo
viscoplastico resaltando la analogia entre las ecuaciones para
el caso de flujo a pequenas velocidades con las de la elas-
ticidad incompresible. Tras ello se presentan diferentes al-
ternativas para tratar el flujo de s6lidos incompresibles
por el metodo de los elementos finitos incluyendo el efeeto
acoplado de la temperatura. A continuaci6n, se particulari-
za la formulaci6n del flujo para el anilisis de procesos de
embutici6n de planchas 10 que da lugar a la denominada "for-
mulaci6n de l4minas viscosas". En la ultima parte del traba-
jo, se presentan detalles de la inelusi6n de las deformacio-
nes elasticas y del tratamiento de fen6menos de degradaci6n
por desarrollo de huecos en el metal. Finalmente, se mues-
tran varios ejemplos de aplicaci6n a problemas de extrusi6a
laminado y embutici6n de metales.

En un modelo elastoviscoplastico general, las deforma-
ciones totales pueden obtenerse como suma de las Componen-
tes elasticas y viscoplastieas de la deformaci6n. Asi,



Si las deforaaeiones elasticas. Etj. se desprecian en
el analisis. se obtiene derivando la ec. (1)

£lj • £lJP • f( 0lj)

La ec. (2) puede ordenarse como

donde i es el yector de tensiones de Cauchy. i el vector de
veloeidad de deforaaci6n. y D una matriz constitutiva que
puede depender de variables tales como la velocidad de de-
formaci6n. la defoTaaci6n total. la temperatura. la presi6n
u otras. Si las hip6tesis anteriores se aceptan. el compor-
tamiento del aaterial es esencialmente el de un fluido (ad-
vi~rtase en la ee. (2) que a cualquier valor de la tensi6n
corresponde otro de la velocidad de deforaaei6n. es deeir se
produce un movimiento continuo del cuerpo) y la formulaci6n
resultante se denomina Itforaulaci6n de flujo Yiscoplastico" .

. Puede deaostrarse ( 3]. (41 que en el caso del flUt"O
viscopUstico asociado ucStropo ae metales tipo Perzyna 4 ]
la ec. (2) puede escribirse en la foraa

• l'
Elj • '1ii Oij (4)

{

1 hj
'lj· 0 (5)i;tj

cr'kkpre.si6n media (p.-r).
dada por 14 I

es la tensi6n desviadora. siendo p la
y ~ la viscosidad del flujo que viene

i )l/na... + (
-7 Y

En la ec. (6). Ow es la tensi6n de fluencia uniaxial.y y n son el paraaetr6 de fluidez y el exponente de la ley
viseoplastica [ 4]. respectivamente y t es el invariante de
veloeidad de deformaci6n definido por

~, 2· •
E • '! £ijEij (7)

Advi~rtase que la ec. (4) impliea que £ii • O. es decir
el aaterial fluye sin cambio de volumen.

Los materiales plasticos ideales son un caso especial
de la viscoplasticidad en la que se prescinde de 105 efectos
viscosos. En dichas circunstancias y •• y la ec. (6) se
transforma en



dad tiende a infinito cuando l tiende a cero. Esto implica
que en el cilculo nu.6rico debe establecerse una cota supe-
rior al valor de ~ para poder .odelar efectiyamente zonas de
comporta.iento rigido 0 casi rlgido. Es interesante advertir
taabi6n que un comporta.iento de fluencia puro se caracteri-
za pOl'un valor nulo de CJy en 1& ec. (6). En la Fig. 1 se
.uestra la relaci6n entre 105 invariantes de tensi6n y velo-
cidad de deforaaci6n. 10 que peraite una interpolaci6n fisi-
ca del valor de la viscosidad p.

Fig. 1. Relaci6n entre 105 invariantes de tensi6n
° (= i °ij 0ij) Y de velocidad de deforma-
ci6n t. Variaci6n de la viscosidad para un
flujo viscoplistico (y- -) 0 plistico (y. -).

En un fluido las velocidades de deformacion se definen
pOl' las derivadas espaciales de la velocidad en la forma u-sual

donde Ui es la velocidad en la direcci6n i.
Las ecuaciones del problema se completan con la ecua-

cion de equilibrio que se estTibe tomo
aUi

0ij,j + hi • P (---- + Uj Ui,j )
at



donde bi son las fuerzas a'sicas. ~ es la densidad. t el
tieapo. EI tiraino subrayado en el segundo aieabro corres-
ponde a la aceleraci6n del fluido. Dicho t~Taino puede des-
preciarse si la deforaaci6n del fluido sucede a bajas velo-
cidades y en condiciones estacionarias (fluido de Stokes).
Puede coaprobarse facilaente que en dichas condiciones exis-
te una analolla entre las ecuaciones del fluido y las de 1.
elasticidad incompTesible r 4]. Por consiguiente, las velo-
cidades. velocidades de detoraaci6n y viscosidad se pueden
identificar con 105 desplazaaientos. deforaaciones y m6dulo
de rigidez, respectivamente, en el probleaa elastico analogo
que, debido al caracter no Newtoniano del flujo, es de natu-
raleza no lineal.

Esta analogia peraite el an41isis de procesos de con-
formado de aetales utilizando programas de elementos finitos
desarrollados inicialaente para analisis de problemas de e-
lasticidad incompresible. El esquema de soluci6n sigue, por
consiguiente, las siguientes fases:
a) Identificar una formulaci6n de elementos finitos adecuada

para elasticidad incoapresible. El sisteaa de ecuaciones
discretizadas para la formulaci6n de flujo puede escri-
birse, haciendo uso de la analogia antes mencionada, como

donde ( es la matriz de rigidez del problema de flujo y a
y £ son 105 vectores de velocidades y de fuerzas nodales:
respectivaaente. La ec. (11) es un sistema de ecuaciones
no lineales debido a la no lineali4ad de la viscocidad, Y
debe resolverse de forma iterativa.

b) Para cada configuraci6n deformada se supone un valor ini-
cial de las velocidades aO a partir del que pueden obte-
nerse las velocidades de"'deformaci6n y el valor de uO, y
por consiguiente. K1 • K(ao).... ... .•..

c) Se calcula a1• 51 se utiliza un metoda iterativo directose tiene ••.
-1

a1 • [ICO] f... .•. ...
d) Se comprueba la convergencia. Una norma generalmente uti-

lizada es
I (a~ _ a~-l )2
i

donde E es una tolerancia prefijada (usualaente £.0.01).
Si no se ha alcanzado convergencia se vuelve a b) y el
proceso se repite con el nuevo campo de velocidades ob-tenido. '

e) Una vez alcanzada convergencia se calculan los parametros
de interis del problema (velocidades de deformaci6n, ten-



siones, etc.). Por otra parte, si el proceso es de carac-
ter!sticas transitorias, se actualiza la geoaetria de la
malla de forma Lagrangiana de acuerdo con el valor a· 11;,
donde At es un incremento de tie.po apropiado, y se~ini-
cia de nuevo todo el proceso.

Hay que destacar que el m6todo de iteraci6n directa
converge genera1mente en pocas iteraciones. Esto es debido a
las caracter!sticas de las condiciones de contorno del pro-
blema en las que normalmente se prescriben las velocidades
en una serie de puntos y las fuerzas aplicadas se obtienen
como reacciones una vez que el proceso ha convergido. Por
consiguiente, en cada soluci6n las velocidades iniciales
pueden estimarse con una buena aproxiaaci6n a sus valores
correctos y 1a so1uci6n converge en tres 0 cuatro iteracio-
nes. Por otra parte, como se ha indicado con anterioridad,
deben toaarse precauciones para acotar el valor de la visco-
sidad en las zonas r!gidas del material para evitar 1181 con-
dicionamiento de la matriz de rigidez, 10 que puede producir
divergencia en e1 proceso de soluci6n iterativa.

TRATAMI~~TO DE LA INCOMPRESIBILIDAD. FORMULACIONES DE
ELEMENTOS FINITOS MAS USUALES.
El tratamiento por elementos finitos de las ecuaciones

de f1ujo viscoplastico sigue las t6cnicas usuales para ani-
lisis de fluidos/elasticidad incoapresible [6 J, rll]. La
dificultad esencial en problemas de flujo de s6lidos en dos
o tres dimensiones es el cumplimiento de la condici6n de in-
compresibilidad. Expondremos a continuaci6n brevemente algu-
nas de las formulaciones de elementos finitos mas usuales
para este caso.

Ecuaciones del problema
De la ec. (10) puede obtenerse por medio del m6todo de

residuos ponderados la conocida ecuaci6n integral de equili-brio

donde 6ui y 6£ij representan las velocidades y las velocida-
des de deformac16n virtuales, respectivamente III I. Para ma-
yor sencil1ez solo se considera 1a actuaci6n de fuerzas ma-
sicas bi' Asimismo, advi6rtase que en (14) se ha prescindido
de IDS t6rminos de aceleraci6n del fluido de la ec. (10).

Las velocidades de deformaci6n deben satisfacer, asi-
mismo, la condici6n de incompresibilidad

El sistema de ecuaciones (14) y (15) se complementa con
las relaeiones entre velocidades de deloraacion y velocida-
des, ec. ( 9), la ecuaci6n constitutiva, ec. ( 3), Y las
condiciones de contorno apropiadas.



Foraulaci6n de velocidad/presi6n I
Las variables principales son las velocidades y las

presiones que 5e expresan en la foraa clisica de elementos
finitos en funci6n de sus valores nodales COIIO

u •. f N ~i •. N a (16)~ ...i ~ .•.
p •. f Hi Pi •. N p (17).•. .•.

SUstituyendo la ec. (16.) en (9 ) puede obtenerse la re-laci6n cUsica

donde ! es la lllatri:z.de velocidades de defonnaci6n [11].
Aplicando el .~todo de residuos ponderados a la ecua-

ci6n de incompresibilidad (16) utilizando como pesos Ias fun-
cimes de presi6n Ni y haciendo uso de las ees. (16), (17)
y (18) en la ecuaci6n resultante y en la ec. (14) se obtiene
el sistema de ecuaciones siguiente

[:. ~]{;}- {~} ( 19)

donde I!T !S E dv( •. I!T D B dv Q •.
"l< • .•. ••• v

T (20)

Jv~T ~
II •• [1,1,1,0,0,0] en 3D

f •• dv ...y
[1 ,1 ,O]T'" II •• en 2D,..

y D es la IUtriz constitutiva funci6n de la viscosidad..•.
Hay que destacar que la naturaleza de la forma integral

utilizada obliga a que el campo de velocidades sea continuo
entre elementos. Por el contrario, la presi6n no aparece a-
fectada de ninguna derivada y puede ser discontinua entre e-
lementos. Puede observarse, asimisllo, la coincidencia entre
las expresiones anteriores y las que se obtendrian de Ia co-
rrespondiente forllulaci6n de s61ido incOIIPreSj'bI~e~ despIa-
zamientos y presiones. En las referencia5 [6 • L11 j pueden
encontrarse mis detaIles sobre esta forllulaci6n y sobre las
expresiones de las matrices anteriores para el caso de in-
cluir 105 t6rminos de aceleraci6n en el fluido.

Formulaci6n de velocidades (Presi6n elillinada de Ias
ecuaciones bisicas)
Por analogia con la mecinica de s61idos incom~resibles

puede reescribirse la condici6n de incompresibiIidad (15)
COIIO



donde a es un numero grande que hace las veces del m6dul0 de
compresibilidad en el fluido. Evidentemente, para valores de
a + • la condici6n de incompresibilidad queda satisfecha. La
ec. (20) peraite eliainar directaaente "a priori" la presi6n
como inc6gnita en funci6n de las velocidades nodales comO

• T' a aT B a (22)p •• aEll ••a ~ ~.. ~ ~ ~
Sustituyendo adecuadaaente la ec. (22) en 1. ecuaci6n

integral de equilibrio (14), se obtiene el siguiente sistema
de ecuaciones en las velocidades nodales

Hay que destacar que la utilizaci6n con 'xito de esta
sencilla y econ6mica formulaci6n obliga • imponer la singu-
laridad de la matriz K para garantizar la obtenci6n de solu-
ciones no nulas del campo de velocidades para valores de a
elevados. Dicha singularidad puede obtenerse simplemente e-
fectuando una subintegraci6n numerica de 105 terminos de f
(tecnicas de integraci6n reducida). Mis inforaaci6n sobre-
estas tecnicas y sobre esta formulaci6n pueden encontrarse
en las referenc ias [6], 11 •

Formulaci6n de velocidad-presi6n II
Aplicando el .'todo de residuos ponderados a la ec.

(21) utilizando funciones de peso iguales a las de inter-
polaci6n del campo de presiones (ec. (17)) se obtiene la
siguiente expresi6n para la ecuaci6n de incompresibilidad

QT a - 1. c p .• 0 con c.. f NT N dv (25)
""' "" a ~ ..,,,., "" v".. ..•.

Dicha ecuaci6n junta.ente con la primera del sistema de la
ec. (19), completa el conjunto de ecuaciones en velocidades
y presiones para la soluci6n del problema.

Este procedimiento tiene la ventaja de que pueden to-
marse valores del parametro a elevados sin riesgo de que se
produzca el efecto de sobrerigidez numerica comentado en la
formulaci6n de velocidades presentado en el apartado ante-rior.

La posibilidad, ya comentada, de que la presi6n pueda
ser discontfnua entre elementos permite eliminar de la ec.
(25) la presi6n en funci6n de las velocidades nodales como



obtiene el sistema en velocidades siguiente
[ K + a Q c-1 rl ] a • f (27)

..., "'....... Ar ...,

Puede demostrarse que la ecuaci6nanterior coincide en
algunos casos con la (23). Esta coincidencia ha peraitido
encontrar interesantes analogias entre las formulaciones
mixtas en velocidades y presiones y las formulaciones en ve-
locidades, basadas en la introducci6n de un coeficiente de
compresibilidad a y el uso de integraci6n reducida [12].

Existen otras formulaciones alternativas para el trata-
aiento por elementos finitos de problemas de flujo incompre-
sible, y aplicables al caso de flujo viscopl~stico de meta-
les, tales como foraulaciones aixtas en velocidades, tensio-
nes desviadoras ~ presi6n [12], u otras basadas en funciones
de corriente [11J. Por motlvos de espacio no entraremos aqui
en detalles de dlchas formulaciones. M4s informaci6n sobre
las·aismas puede encontrarse en las referencias indicadas.

FLUJO VISCOPLASTICO CON EFECTO ACOPLADO DE LA
TEMPERATURA
Est' perfectamente comprobado que en la mayoria de 105

procesos de deformaci6n de metales se genera una gran canti-
dad de energla de deformaci6n que da lugar a incrementos de
temperatura importantes en el metal. Por otra parte, la tem-
peratura afecta a su ve: alas propiedades mec~nicas del ma-
terial, con 10 que el proceso es altamente acoplado, y la
deforaaci6n del metal debe estudiarse conjuntamente con el
desarrollo t~rmico.

El estudio acoplado flujo-temperatura implica resolver
las ecuaciones del flujo viscop14stico conjuntamente con la
del balance t'raico, que para un f1uido incompresible se es-
cribe como

[aT ] '1'fC at + u1 T, 1 .! (kY T) + Q

donde T es 1a temperatura, i, c, y k la densidad, el calor
especifico, y la conductividad t~raica, respectivamente,
! . [ix, ;y' iz 1'1' y Q el calor generade en el proceso de
deformaci6n que se ca1cu1a por

Q • j 01j £1j (29)

donde m es la proporci6n de trabajo p14stico que se trans-
forma en calor (usualaente aaO.9) y J el equivalente mec4ni-
co del calor. El sistema de ecuaciones t~rmicas se completa
con las condiciones en 105 valores de temperatura y el flujo
tesj~lOr prescrito en 105 contornos del dominio a analizar

Discretizando el campo de temperatura en elementos fi-
nitos como T • N T Y aplicando el m~todo de residuos ponde-.•. .•.



rados a la ee. (28) toaando eoao fufteiones de peso las de
interpolaei6n del eaapo de temperatura, se obtiene tras rea-
lizar una integraei6n por partes del t~raino de eonduetivi-
dad, el sistema de eeuaeiones siauiente. ... ..•M T + (H + H) T • f

.-".... 4llw '" ~ ,."

La matriz H es asiaitrica debida a los t~rainos de eon-
veeei6n t~rmiea: Una deseripci6n detallada de todas las ma-
trie~s ~ v,etores anteriores puede eneontrarse en la refe-
renel& lS J •

En problemas en r~giaen estaeionario basta con prescin-
dir en la ee. (30) del t~raino afeetado con la derivada con
respeeto al tiempo.

La ee. (30) tiene que resolverse eonjuntamente con las
eeuaciones del flujo obtenidas por cualquiera de las forau-
laciones deseritas en apartados anteriores • 5i el procesode deforaaei6n es a baja veloeidad y se preseinde de 105
terminos convectivos no simetrieos en lasecuaciones de flu-
jo, suele ser Mis adecuado operar siguiendo un proceso esca-
lonado resolviendo las ecuaciones sim~tricas del flujo~inde-
pendientemente de las t~raicas~paFa una temperatura constan-
te y con el campo de velocidades obtenido resolver la ec.
(30) para calcular 1. temperatura, volver alas eeuaeiones
de flujo y seguir asi sucesiv.mente hasta que se obtenga una
soluci6n convergente. (ver refs. f4], ~O]). La soluci6n con-
junta de la ec. {3R) con las de fIujo ~a sido estudiada en
las referencias lSJ Y [6].

TRATAMIENTO DEL ENDURECIMIENTO POR DEFORMACION
La dependencia de la tensi6n de fluencia con la defor-

maci6n puede tenerse en euent. integrando adecuadamente las
velocidades de defora&.ci6n a 10 largo del tiempo. En general

siendo £ el invariante de deformaciones que se obtiene por
integraci6n de la ec. (7). Para realizar dicha integraci6n,
hay que distinguir claramente entre un proceso de deforaa-
ci6n Euleriano (malla de elementos fija) 0 Lagrangiano (ma-
lla variable con el tiempo). En el primer caso se tienen que
tener en cuenta 105 efectos de convecci6n en la derivada ma-
terial de l y , por consiguiente

D -£ 3£ at:.
Iff • Y + u1 3iCi • £

siendo t un valor conocido a traves del campo de velocidades
obtenido. Observese que la ec. (32) es aniloga a la (32) pa-
ra el balance termico. Para la integraci6n de (32) puede
discreti~arse el campo de invariantes de deformaci6n r de la
forma



Aplicando el m~todo de residuos ponderados a 1. ec.
(32) y haciendo uso de (33) se obtiene el sistema de ecua-
ciones

Mal + ~ £ + f(a) • 0,." '""5£ ~ '" ~ "'"
dogde las matrices M y A tienen la mis•• estructura que la M
y H en el proble •• t6rmrco (ver ec. (39). La ec. (34) debe-
resolverse de forma acoplada con las de flujo-temperatur. ya
estudiadas.

Si se utiliza una malla Lagrangiana, en la que las co-
ordenadas se van actualizando en cada incremento de tie.po,
los t~rminos convectivos desaparecen en la ec. (32) y el in-
variante de deforllaci6n puede integrarse directamente en el
tiempo como

La consideraci6n del fen6meno del rozamiento entre .01-
des y matrices en problemas de conformado es de gran impor-
tancia. Basicamente, existen tres procedi.ientos alternati-
vos para incluir el efecto del roza.iento.
a) El pri.er procedimiento consiste simplemente en estable-

cer una relaci6n proporcional de tipo Coulomb entre las
reacciones tangenciales y noraales en las superficies de
contacto. En cada iteraci6n, por consiguiente, se 1I0difi-
ca 1. reacci6n tangencial de acuerdo con el valor del coe-

ficiente de roza.iento y la reacci6n normal. Las reac-
ciones tangenciales se introducen como fuerzas en 1. ite-
raci6n siguiente aientras que la condici6n de contorno se
reduce a aovimiento nulo en direcci6n normal. El proceso
iterativo prosigue hasta que en todos 10s nodos de con-
taeto se satisface la condici6n de roza.iento, 10 que
noraalmente i.plica incrementar notablemente el numero de
iteraciones.

b) Introducci6n de elementos especiales de rozamiento de es-
pesor practicamente nulo similares a los que se utilizan
en problemas de fricci6n entre superficies, como cs el
caso de la .ec4nica de rocas. En dichos elementos se de-
fine una ecuaci6n eonstitutiva que establezca la relaci6n
entre las tensiones normales y tangenciales de forma li-
neal 0 no lineal. Un ejemplo de este tipo d~ elementos de
rozamiento puede encontrarse en la referencia [13].

c) Un modelo mas simplificado consiste en introducir entre
las dos superficies de contaeto una capa de elementos de
espesor finito, sobre la que se supone que actuan las
fuer~a~ 4e rO~lmiento. Para elIO, puede utilizarse un mo-
delo sencillo que consi5te en imponer en 105 puntos de
integraci6n una proporcionalidad entre la5 tensiones tan-
geneial y la normal de la forma



donde ~ es el coeficiente de rozamiento y el signa + 0 -
depende de la velocidad relativa te fas dos superficies
en contacto. Zienkiewicz y otros 4 proponen una sim-
plificaci6n de la ec. (36) estableciendo simplemente una
sencilla proporcionalidad entre la tensi6n de fluencia y
la presi6n coao

con 10 que las fuerzas de rozamiento pueden introducirse
"a priori" en el proceso de deforaaci6n.

ESTUDIO DE PROBLEMAS DE EMBUTICION DE PLANCHAS. FORMU-
LAC ION DE LAMINAS VISCOSAS
La formulaci6n del flujo viscoplistico puede aplicarse

con facilidad para tratar probleaas de conformado de plan-
chas metilicas. Para ello, es sumamente util hacer uso de
la analogla f1ujo-ela~ticidad, explicada anteriormente, a-
plicada a1 caso de 1a teoria clisica de liminas. La f9rmu-
laci6n resultante se denomina de liminas viscosas [7 J. Una
de las particularidades mis interesantees de dicha formula-
ci6n es que, a diferencia del caso de la elasticidad bi y
tridimensional, la condici6n de incompresibilidad no revis-
te problema alguno ya que, debido a la hip6tesis de tensi6n
plana de la teorla de liminas, puede satisfacerse haciendo
simplemente e1 coeficiente de Poisson igual a 0.5 en la e-
cuaci6n constitutiva y modificando convenientemente el es-
pesor de la limina de acuerdo con 105 valores de la deforma-
ci6n transversal, calculada a posteriori de manera que se
cumpla la condic i6n de volumen constante [6], [7].

Formulaci6n de 1iminas viscosas de revoluci6n
Muchos problemas de embutici6n de planchas de interes

presentan simetria de revo1uci6n. Presentaremos brevemente
las bases de la formulaci6n de liminas viscosas con simetria
de revoluci6n. Obviamente, la eficiencia de dicha formula-
ci6n se basa en la eficiencia de la formulaci6n elistica a-
naloga. Haremos uso aqui de 1a formulaci6n de limina elasti-
ca utilizando el sencillo element9 ft"nito de dos nodos desa-
rrollado por Zienkiewicz y otros l14 •

En la Fig. 2 se muestra la geometria de un elemento de
lamina de revoluci6n de dos nodos. El vector de velocidades
en laformulaci6n de liminas viscosas aniloga se interpola
en la forma clasica como

~ •. [u, w, sF
Y ~i ••Ni(C) 13, siendo Ni(~) la funci6n de forma unidimen-
sional del n030 i (ver Fig. 2).



Fig. 2. Elemento finito unidiaensional de dos
nodos para utilizaci6n en la formula-
ci6n de l4minas viscosas de revoluci6n.

En la ec. (39), u, w y 9 son las velocidades horizon-
tal, vertical y rotacional de un punto de la superficie me-
dia de la 14mina y el Indice i denota valores nodales.

El vector de velocidades de deformaci6n generalizadas
se expresa en funci6n de las velocidades nodales coao

• [0 0 • • ·IT!. £.r, Ee, Ir• Ie. y (41)

siendo (£~' £3). (ir• Ie) Y T las velocidades generalizadas
de membrana. flexi6n Y cortante. re~e~tivamente. Por otra
parte. la matriz !i viene dada por ~5J

Ni, .sin ~ N1,.eos. 0

!1 0 0r
!i 0 0 -Ni, • (42)

0 0 _N1Si~.
-N1,.cos. N1, .sin. -Ni



~can Ni,.- as'
Es interesante recalcar que la condici6n de incompresi-

bilidad se satisface calculando laa velocidades de deforaa-
ci6n radial y circunferencial en cada punto coao

. -. .Ct • ee + i' ~.

y evaluando seguidamente de la condici6D de velocidad de
deforaaci6n volum~trica nula

Par consiguiente, en cada estadio de la deformaci6n el
espesor puede aodificarse de acuerdo con los valores de £&
de forma que el volumen total sea constante.

Por otro lado, la relaci6n entre esfuerzos y velocida-
des de deforaaci6n puede escribirse como

(45)

(46)
donde (Nr, Ne), (Mr, ~) y Q son 105 esfuerzos axiles, mo-
mentos flectores y esfuerzo cortante, respectivamente, La
matriz D de la ec. (45) se obtiene directamente de la teo-
ria cl4sica de l4minas (hacienda el coeficiente de Poisson
igual a 0.5) como [15]

.... J+bI2TD - S D S di' (47).•. -b/; •••

donde h es el espesor de la Ibina y

[i z ~l [i 0 z' 0 n (48)D - 2", 1 S - 1 0 z'... 0 .•.
0 0 0

Las ecs~ (38)-(45) pueden utilizar5e para obtener el
sistema discretizado de ecuaciones de equilibrio, por sus-
tituci6n en el principio de trabajos virtuales, como

viniendo la matriz de rigidez y el vector de fuerzas ele-
mentales dadas por



donde Ie es 1. longitud del elemento y t y P1 son los vec-
tores de fuerz.s distribuidas y de fuerzas puntuales noda-
les respectiv.llente.

Advi~rtase que debido a Ia dependencia de la viscosi-
dad con la deforaaci6n. el cilculo de la matriz de rigidez
implica una doble integral (ver ec. (47». Esto se efectua
en la pr4ctica utilizando una cuadratura numlrica de Gauss.

Se ha dellostrado [14] que para anilish de l411in8S
delgadas el elemento de dos nodos considerado requiere uti.
lizar una integraci6n numerica de un solo punto de Gauss
para el cilculo de 105 terminos de cortante de la matriz de
rigidez. De hecho. se obtienen excelentes resultados si to-
da la lIatriz se calcula con un solo punto 4. integraci6n
1141. 10 que permit. obtener una for•• explIcit. directa de
ia matriz de la ec. (SO) COIIO

11(er • 2.• jJ'l'l fi I l' 1(e)
••• j - ••• ,,"-j

La formulaci6n de 14minas viscosas puede extenderse
facilmente al estudio de la deformaci6n de planchas metali-
cas de forma arbitraria haciendo uso de la teor!a general
de laminas elisticas en 3 dimensiones. M4s informacion so-
bre este teaa puede encontrarse en 18S referencias [7 J Y
[15] . .

INCLUSION DE EFECTOS ELASTICOS
En lIuchos problemas de conformado y embutici6n de me-

tales puede interesar tener en cuenta el efecto de las de-
formaciones elasticas. Situaciones de este tipo ocurren en
el estudio del inicio del proceso de deformacion del mate-
rial en problemas de extrusi6n 0 laminado y en el estudiode deforllaciones residuales en problemas de embutici6n, en~
tre otros. La inclusi6n de los efectos elasticos en la for-
mulaci6n del flujo viscop14stico no es escesivamente com-
plicada aunque confiere un nuevo caracter al proceso de so-
luci6n que es indudablellente mas costoso. Examinaremos se-
guidallente dos procedimientos para tener en cuenta dichos
efectos.

Metodo simplificado para incluir las deformaciones
eUsticas
Supuesto el flujo incollpresible. la ecuaci6n constitu-

tiva ( 4) se 1I0difica como
£lj • £tj .' irf a k (,1; • -hi 01j (52)

,donde G es el modulo de rigidez elastico del material y 0lj
la derivada Jaumann de las tensiones desviadoras de Cauchy
que viene dada por [21]



La ec. (52) puede escribirse comO
• e· 1 •(Jij • 211 (lij - £1j) • 211(&1j - X 01j) (55)

Por consiguiente, las velocidades de deformaci6n elis-
ticas £fj pueden interpretarse coao unas velocidades de de-
formaci6n iniciales y su efecto puede asimilarse al de las
deformaciones producidas por efectos t~raicos en un proble-
•• elastica. Dicho efecto puede tenerse en cuenta sencilla-
mente modificando sucesivamente el vector de fuerzas en las
ecuaciones de eleaentos finitos coao

f • f + J B'l' D ie dv (56)
• ~ y••••..•...

El vector adicional de fuerzas dependiente de ie a~ade
una nueva no linealidad al problema. No obstante, puede
comprobarse que, en general, debido a la poca relevancia de
las deformaciones e14sticas el n4mero de iteraciones nece-
sario para convergencia no aumenta excesivamente.

M~todo directo para incluir las deforaaciones elasticas
El procedimiento directo para tener en cuenta las de-

formaciones elasticas en las ecuaciones del flujo viscoplis-
tico implica resolver simultaneaaente las ecuaciones del
flujo incompresible con la ecuaci6n constitutiva (55).
Para ello, es util hacer uso de una formu1aci6n mixta en
velocidades, tensiones desviadoras y presiones. Puede de-
mostrarse que, aplicando adecuadamente e1 m~todo de resi-
duos ponderados a cada una de las ecuaciones basicas del
problema,se obtiene un sistema de ecuaciones en las varia-
bles mencionadas que puede resolverse directamente. Mas
informaci6n sob~e jste tema puede encontrarse en las refe-
rencias [16J y l17 •

INCLUSION DE LOS EFECTOS DE DEGRADACION DEL MATERIAL
POR FORMACION DE HUECOS
Uno de 10s puntos debiles de la fOTaulaci6n del f1ujo

viscoplastico puro es su incapacidad para predecir la de-
gradaci6n y fallo del material deformado. Por consiguiente,
dicha formulaci6n no puede reproducir, en principio, fen6-
menos tan importantes en procesos de embutici6n de chapa
como 10 es la rotura del material.

Recientemente, se ha comprobado que en metales ducti-
les 10s mecanismos de fractura que producen ablandamiento
y rotura ultima del material son debidos a la formaci6n,
crecimiento y agrupaci6n de huecos aicrosc6picos. Los hue-
CO~ se forman principalaente por Cractura 0 deslizamiento
interfacial de las particulas y, tras ello, crecen debido a
la intensidad de la deformaci6n plastica. Final.ente, 5e
producen agrupaciones entre huecos cuando 105 1igaaentos.



Una formulacion racional que describe la formacion
crecimiento y agrupacion final de huecos puede desarrollar-
se en base al modelo propuesto por Gurson [18]. Dicho mode-
10 tiene la estructura formal de laseocuaclones de 1& plas-
ticidad no asociada y considera los efectos de la dilatan-
cia por efectos p14sticos. El proceso de fractura ductil se
describe como una p~rdida aparente de volumen de material
activo con una correspondiente disminuci6n de la tensi6n
macrosc6pica media. Dicho modelo ha sido utilizado por Chu
r19] en el contexte de an41isis elastop14stico de problemas
de e.butici~n de chapa met41ica. Recientemente, Oftate y
Ileiber [ZO J han demostrado comQ la consideraci6n de dicho
modelo en 1a fOTlllulaci6ndel flujo pl4stico conduce a un
sistema de ecuaciones an410go a1 de la e1asticidad compre-
sible c14sica. Por consiguiente, puede hacerse uso dlrecto
ae-programas de elementos finitos desarrollados para elas-
ticidad en dos y tres dimensiones intercambiando 105 con-
ceptos de desplazalllientoy deforaacion por velocidad y ve-
locidad de deformacion, respectivamente (similarmente a la
formulae ion de flujo p14stico c14sica) y 105 de modulo de
rigidez y coeficiente de Poisson por 105 parametros an410-
gos obtenidos a partir de la fOTlllulacionde flujo p14stico
con la ecuacion constitutiva de Gurson. M4s informacion so-
bre este te~a puede encontrarse en la referencia (20J.

Eje.plo 1. Extrusion plana con efeetos t~Tlllicos
En este ejemplo se estudia un caso de extrusion plana

teniendo en cuenta los efectos acoplados de la temperatura.
Las caracteristicas geometricas y mecdnicas del problema se
muestran en la Fig. 3 • Puede apreciarse en dicha figura,
la alta dependencia de las propiedades del material con la
temperatura. El coeficiente III de la ec. (29) se ha tomadoigual a 0.9. Para el an41isis se han utilizado 39 elementos
Lagrangianos de 9 nodos con integracion selectiva [11J. Las
paredes de la matriz se han supuesto infinitamente desliza-
bles (rozamiento nulo). En la Fig.Sa se muestran las lineas
isotermas obtenidas para diferentes valores de la velocidad
de entrada. Se deduce de dichos resultados la gran influen-
cia de la velocidad de extrusion en la distribuci6n de tem-
peraturas. En la Fig. 4 se muestran 105 valores de la pre-
sion de extrusion obtenidos para las velocidades de extru-
sion consideradas.

Ejemplo 2. Extrusion inversa en dos dimensiones
Se ha analizado un problema de extrusion inversa con

simetria de revolucion con efecto acoplado de temperatura.
Las caracteristicas geometricas y mec4nicas del problema
asi como la malla de elementos finitos de 9 nodos utiliza-da se muestran en la Fig. 6a. Las propiedades del material
se han tomado independientes de la temperatura y se ha con-
siderado un flujo pUstico puro. El rozamiento con las pa-
redes de la matriz se ha tenido en cuenta incluyendo una
linea delgada de elementos de rozamiento de acuerdo con el
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a6todo tercero explicado en el apartado en que se trat6 es-
te teaa anterioraente. En la Fia. 6 se auestra el valor de
la presi6n de extrusi6n obtenida as! coao la distribuci6a
de isoteraas para una velocidad de extTUsi6n de 12 ca/s.
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1 I I

t=
~uolI
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Fig. 6. ExtTUsi6n inversa plana. a) Geometria y
propiedades del material. b) Lineas iso-
termas para u • 12 ca/s.

Ejemplo 3. La.inado en caliente de un planchon rec-
tangular

Se estudia el caso de laminado en caliente de un plan-
chon (slab) rectangular como un problema de flujo plistico
puro en dos dimensiones.

En la Fig. 7 se muestra la geometria, propiedades del
material y malla de elementos finitos utilizada. Observese
la alta dependencia de la tensi6n de fluencia con la tempe-
ratura. El rozamiento entre rodillo y planchon se ha tenido
en cuenta utilizando de nuevo el procedimiento de incluir
una capa delgada de elementos en esa zona en 1a que se im-
pone una proporcionalidad directa entre 1a presi6n y la
tensi6n de fluencia como se ha explicado anterioraente. En
la Fig. 8 se muestra el campo de velocidades obtenido para



una velocidad del rodillo de 28.73 ea/s. En la Fig. 9 se
ban representado lal lineas isoteraas para dos valores di-
ferentes de la temperatura a la entrada en el rodillo de
700 y 400 gradol Kelvin. Puede observarse el mayor incre-
aento porcentual de temperatura para el caso de la tempe-
ratura de 400~ debido al aayor trabajo de deformaei6n ne-
cesario para laainar un •• terial mis frio. Finalmente. en
la Fig.l0 se muestran los valores de la fuerza y par de
laainado para 105 dos valores de la temperatura de entrada
y diferentes coeficientes de rozaaiento.

Propiedades del material
K.0.4302 cal/em2 o[
f=0.0027S Kg/ea3caZ39.01 cal/IJ o[
IIlt-O. 7314xl0· \:al/ca2 II
ci;z=0.717x10"~al/ea2 II:

c_CMN/a2)aLl (L) lIe 3+VCL) tIc \11
Y ci e 2 c 2

zaiec
l/RT con:

cI-O.01901 a2/MN
c2'"7.92xlOo l/seg.
c )"S.Oc4al.39xlOS Jig mole
R-S.311 J/g mole
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Fig. 7. Laminado en ealiente. Geoaetria. propiedades
del material y •• lla de elementos finitos de
9 nodos.
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Fig. S. Distribuei6n de velocidades para T1 - 4002 K.

Contaeto rigido entre rodillo y planehon.



Fig. 9. Lineas isoteraas para diferentes te~eraturas
a 1a entrada en el rodi11o.

~
centaeto

0.01 0.1 0.5 dgido T II

fuena
de 52.51 100.73 129.73 138.33 400

1aminado 22.41 34.54 45.83 52.14 700
tN.

par de
1aminado 66.71 202.77 262.31 283.60 400
kNlccm./ 34.45 70.53 92.75 104.89 700

CIIl.

Fig. 10. Va10res de 1a fuerza y par de laminado para
varios coeficientes de ro%amiento entre ro-
dillo y planch6n y varias temperaturas de
entrada.



Ejeaplo 4. Embutici6n profunda de una plancha circular
con un punz6n semiesfirico. .

Coao ultimo ejeaplo. se presenta el an'lisis de un pro-
blema de embutici6n profunda de una plancha met.lica circu-
lar. La geometria de la plancha y del punz6n puede verse ~n
la Fig. l1a. Obsfrvese que la plancha puede deslizar entre
los extremos de la matriz que la sujeta. Para el an'lisis se
utilizaron 40 elementos de l'mina de revoluci6n de 2 nodos.
Se tuvo asimismo. en cuenta el efecto del endurecimiento por
deformaci6n con la siguiente relaci6n uniaxial entre la ten-
si6n de fluencia y la deformaci6n efectiva.

~'. 5.4 + 27.8(£)g·;~: T/in2 para £ < 0.36
~ • 5.4 + 24.4(l)· T/in2 para £ > 0.36

El an'lisis se efectu6 para varios coeficientes de roza-
aiento entre planch6n/punz6n y punz6n/matriz. El efecto del
rozaaiento se ha tenido en cuenta mediante un adecuado ajuste
de las reacciones tangencial y normal en las superficies de
contacto hasta satisfacer una condici6n de rozaaiento tipo
Coulomb.

Los resultados para la variaci6n de la fuerza de eabuti-
ci6n con la deforaaci6n del planch6n para varios coeficientes
de rozamiento se presentan en la Fig. lla. Finalmente. en la
Fig. llb. se auestra la distribuci6n de deformaciones trans-
versales para varias posiciones deformadas del planch6n para
un coeficiente de rozaaiento entre todas las superficies de
0.04.

La foraulaci6n del flujo viscopl'stico. en combinaci6n
con el mitodo de 105 elementos finitos, es un procedimiento
efectivo para el an'lisis num~rico de la mayor parte de los
problemas de conformado de aetales de inter~s prictico. La
formulaci6n per.ite incluir de foraa sencilla efectos comple-
jos como el acopla.iento tirmico. el endurecimiento por de-
foraaci6n y el ro:a.iento. La analogia entre las ecuaciones
del flujo viscoplistico a bajas velocidades y las de la elas-
ticidad incoapresible es de gran utilidad para la utilizaci6n.
directa de programas de elementos finitos desarrollados para
problemas de elasticidad. Esta analogia se muestra particu-
larmente efectiva para obtener la formulaci6n de l'minas vis-
cosas para estudio de problemas de embutici6n de chapa, a
partir de 1. teoria de 14ainas elisticas cl'si~. Las lineas
de desarrollo futuro de la foraulaci6n del flujo viscoplisti-
co apuntan hacia un estudio m4s detaIl ado de las posibilida-
des de incluir 105 efectos el'sticos para problemas concretos
y 1. consideraci6n de 10s fen6aenos de degradac16n del mate-
rial por efecto de la deforaaci6n a partir de la teor!a de la
plasticidad con huecos. como se ha apuntado en este trabajo.
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