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RESUMEN

En esta comunicacién se presentan las posibilidades de
la formulacién del flujo viscopldstico para andlisis de pro-
blemas de conformado de metales por el método de los elemen-
tos finitos. En el trabajo se detallan las bases de dicha
formulacidén prestdndose especial atencién a la analogia de
las ecuaciones del flujo viscopldstico con las de la elasti-
cidad incompresible y se desarrollan diferentes alternativas
para tratar el problema de la incompresibilidad del material
en problemas bi o tri-dimensionales. La formulacién se ex-
tiende para tratar problemas de embuticién de planchas metd-
licas a partir de la teoria de ldminas viscosas. Finalmente,
se ofrecen varios ejemplos de aplicacién a problemas de ex-
trusién, laminado y embuticién de metales.

ABSTRACT

In this paper the possibilities of the viscoplastic
flow formulation for analysis of metal forming problems u-
sing the finite element method are presented. Special de- -
tails are given of the analogy between the viscoplastic flow
equations and those of standard incompressible elasticity.
Also, different alternatives for dealing with incompresibi-
lity in two or three dimensional problems are discussed. The
flow formulation is extended for the analysis of sheet for-
ming problems using a viscous shell approach. Finally, some
examples of application to extrusion, rolling and sheet me-
tal forming problems are given.
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INTRODUCCION

En los procesos de conformado de metales, pldsticos o
vidrios, el material estd sometido a deformaciones muy altas
produciéndose en el una plastificacién casi inmediata de ma-
nera que fluye como si se tratase de un fluido. La importan-
cia de un buen conocimiento del comportamiento de dichos
procesos se ha incrementado notablemente en los udltimos afios
Asi, recientemente se han realizado verdaderos esfuerzos, la
mayor parte a cargo de las grandes empresas del metal, para
encontrar soluciones numéricas a dichos problemas como unica
alternativa para reducir el alto coste asociado al andlisis
experimental. En la mayoria de los problemas de conformado,
las deformaciones eldsticas pueden despreciarse frente a las
pldsticas o viscopldsticas. En estas circunstancias la ecua-
ci6én constitutiva del material puede expresarse de forma a-
decuada mediante un modelo viscopldstico i 15, [2]. Por o-
tra parte, las caracteristicas de la deformaciémn continua
del material durante el conformado hace que su comportamien-
to pueda ser asimilado al de un fluido viscoso de tipo no
Newtoniano I 3]. Por consiguiente, parece "natural"™ utilizar
para el andiisis de dichos procesos una “formulacién de flu-
jo" en la que las variables principales son las velocidades
de los puntos del material. En particular, puede demostrarse
que si la velocidad de deformaciém es pequefia, las ecuacio-
nes del flujo para problemas de conformado de metales son a-
ndlogas a las de la elasticidad incompresible clisica. Esta
analogia ha sido extensamente utilizada en los dUltimos afios
para el andlisis de problemas de extrusién, laminadg y_embu-
ticién por el método de los elementos finitos [1 ]-[10].

En esta comunicacién se presenta una panordmica de las
posibilidades de 1a formulacién del flujo viscopldstico para
el estudio de procesos de conformado de metales. El trabajo
se ha estructurado en las siguientes partes, Seguidamente se
describen los conceptos bésicos de la formulacién del flujo

viscopldstico resaltando la analogia entre las ecuaciones para

el caso de flujo a pequefias velocidades con las de la elas-
ticidad incompresible. Tras ello se presentan diferentes al-
ternativas para tratar el flujo de s6lidos incompresibles

por el método de los elementos finitos incluyendo el efecto
acoplado de la temperatura. A continuacién, se particulari-
za la formulacién del flujo para el andlisis de procesos de
embuticién de planchas lo que da lugar a la denominada "for-
mulacién de ldminas viscosas". En la udltima parte del traba-
jo, se presentan detalles de la inclusién de las deformacio-
nes eldsticas y del tratamiento de fenémenos de degradacién
por desarrollo de huecos en el metal. Finalmente, se mues-

tran varios ejemplos de aplicacién a problemas de extrusién

laminado y embuticidén de metales.
FORMULACION DEL FLUJO VISCOPLASTICO. CONCEPTOS BASICOS
En un modelo elastoviscopldstico general, las deforma-

ciones totales pueden obtenerse como suma de las componen-
tes eldsticas y viscoplisticas de la deformacidém. Asi,

€14 = €34 ¢ czg N
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Si las deformaciones eldsticas, €%4, se desprecian en
el andlisis, se obtiene derivando la ec. (1)

Elj = éigp = f(ai’) (2)

La ec. (2) puede ordenarse como
g=D¢ (3)

donde g es el vector de tensiones de Cauchy, £ el vector de
velocidad de deformacién, y D una matriz constitutiva que

puede depender de variables tales como la velocidad de de-

formacién, la deformacién total, la temperatura, la presién
u otras. Si las hipdétesis anteriores se aceptan, el compor-
tamiento del material es esencialmente el de un fluido (ad-
viértase en la ec. (2) que a cualquier valor de la tensién

corresponde otro de la velocidad de deformacién, es decir se
produce un movimiento continuo del cuerpo) y la formulacidm
resultante se denomina "formulacién de flujo viscopldstico™.

- Puede demostrarse [ 3], [ 4] que en el caso del flujo
viscopldstico asociado 1sétropo de metales tipo Perzyna tl]
la ec. (2) puede escribirse en la forma

. 1 »
1y T T %3 | )
donde
R ‘ s 1 i=j )
= - » = (S
%3 015 - P o413 13 0 1y
es la tensién desviadora, siendo p la presién media (p.-%i),
y u la viscosidad del flujo que viene dada por |4 |
€ 1/
+ ()
- i’_T.J_ (6)
3e

En la ec. (6), cg es la tensién de fluencia uniaxial,
Y ¥y n son el parametrd de fluidez y el exponente de la ley
viscopldstica [ 4], respectivamente y es el invariante de
velocidad de deformacién definido por

Adviértase que la ec. (4) implica que Eii = 0, es decir
el material fluye sin cambio de volumen.

Los materiales pldsticos ideales son un caso especial
de la viscoplasticidad en la que se prescinde de los efectos
viscosos. En dichas circunstancias vy = = y la ec. (6) se
transforma en

[
boe— (8)
3¢

Se observa en las ecs. (6) y (8) que el valor de la viscosi-
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dad tiende a infinito cuando € tiende a cero. Esto implica
que en el cdlculo numérico debe establecerse una cota supe-
rior al valor de u paraz poder modelar efectivamente zonas de
comportamiento rigido o casi rigido. Es interesante advertir
también que un comportamiento de fluencia puro se caracteri-
za por un valor nulo de o, en la ec. {(6). En la Fig. 1 se
muestra la relacifn entre los invariantes de tensién y velo-
cidad de deformacién, lo que permite una interpolacién fisi-
ca del valor de la viscosidad u.

QU
®©
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Ideal plasticity

r

Fig. 1. Relacién entre los invariantes de tensién
o (= % O3 0O13) y de velocidad de deforma-

cién ¥. Variacién de la viscosidad para un
flujo viscopldstico (y= =) o pldstico (y= =).

ANALOGIA FLUJO-ELASTICIDAD

En un fluido las velocidades de deformacién se definen
por las derivadas espaciales de la velocidad en la forma u-
sual

€i4n % (ui,3 +uy,5) (9)

donde u; es la velocidad en la direccién i.

. Las ecuaciones del problema se completan con la ecua-
cién de equilibrio que se¢ escribe como

aut
oij.j + bi = p (T - I.lj “i,j ) (10)
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donde b; son las fuerzas misicas, p es la densidad, t el
tiempo. El término subrayado en el segundo miembro corres-
ponde a la aceleracidn del fluido. Dicho término puede des-
preciarse si la deformacién del fluido sucede a bajas velo-
cidades y en condiciones estacionarias (fluido de Stokes).
Puede comprobarse facilmente que en dichas condiciones exis-
te una analogia entre las ecuaciones del fluido y las de la
elasticidad incompresible [4]. Por consiguiente, las velo-
cidades, velocidades de deformacidén y viscosidad se pueden
identificar con los desplazamientos, deformaciones y médulo
de rigidez, respectivamente, en el problema eldstico anilogo
que, debido al caracter no Newtoniano del flujo, es de natu-
raleza no lineal.

Esta analogia permite el andlisis de procesos de con-
formado de metales utilizando programas de elementos finitos
desarrollados inicialmente para andlisis de problemas de e-
lasticidad incompresible. E1 esquema de solucién sigue, por
consiguiente, las siguientes fases:

a) ldentificar una formulacién de elementos finitos adecuada
para elasticidad incompresible. El sistema de ecuaciones
discretizadas para la formulacién de flujo puede escri-
birse, haciendo uso de la analogia antes mencionada, como

Kaa=f¢f (11)
A ~
donde K es la matriz de rigidez del problema de flujo y a
y £ son los vectores de velocidades y de fuerzas nodales’
Tespectivamente. La ec. (11) es un sistema de ecuaciones
no lineales debido a la no linealidad de la viscocidad, y
debe resolverse de forma iterativa.

b) Para cada configuracién deformada se supone un valor ini-
cial de las velocidades g“ a partir del que pueden obte-
nerse las velocidades de deformacién y el valor de u®, y
por comsiguiente, k' = K(3°).

c) Se calcula 2‘. Si se utiliza un método iterativo directo

se tiene
-1
e - el s a2
d) Se comprueba la convergencia. Una norma generalmente uti-
lizada es

I (a} - af~tH?

£c (13)
P GaP?

donde ¢ es una tolerancia prefijada (usualmente €=0.01).
Si no se ha alcanzado convergencia se vuelve a b) y el

proceso se repite con el nuevo campo de velocidades ob-
tenido.

e) Una vez alcanzada convergencia se calculan los parédmetros
de interés del problema (velocidades de deformacién, ten-
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siones, etc.). Por otra parte, si el proceso es de carac-
teristicas transitorias, se actualiza la geometria de la

malla de forma Lagrangiana de acuerdo con el valor a.at,

donde At es un incremento de tiempo apropiado, y se ini-

cia de nuevo todo el proceso.

Hay que destacar que el método de iteracién directa
converge generalmente en pocas iteraciones. Esto es debido a
las caracteristicas de las condiciocnes de contorno del pro-
blema en las que normalmente se prescriben las velocidades
en una serie de puntos y las fuerzas aplicadas se obtienen
como reacciones una vez que el proceso ha convergido. Por
consiguiente, en cada solucién las velocidades iniciales
pueden estimarse con una buena aproximacién a sus valores
correctos y la solucién converge en tres o cuatro iteracio-
nes. Por otra parte, como se ha indicado con anterioridad,
deben tomarse precauciones para acotar el valor de la visco-
sidad en las zonas rigidas del material para evitar mal con-
dicionamiento de la matriz de rigidez, lo que puede producir
divergencia en el proceso de solucién iterativa.

TRATAMIENTO DE LA INCOMPRESIBILIDAD. FORMULACIONES DE
ELEMENTOS FINITOS MAS USUALES.

El tratamiento por elementos finitos de las ecuaciones
de flujo viscopldstico sigue las técnicas usuales para and-
lisis de fluidos/elasticidad incompresible [6 ], &11]. La
dificultad esencial en problemas de flujo de sélidos en dos
0 tres dimensiones es el cumplimiento de la condicién de in-
compresibilidad. Expondremos a continuacién brevemente algu-
nas de las formulaciones de elementos finitos mds usuales
para este caso.

Ecuaciones del problema

De la ec. (10) puede obtenerse por medio del método de
residuos ponderados la conocida ecuacién integral de equili-
brio

v v

donde Suy y Géij representan las velocidades y las velocida-
des de deformacién virtuales, respectivamente |11|. Para ma-
yor sencillez solo se considera la actuacién de fuerzas md-
sicas b;. Asimismo, adviértase que en (14) se ha prescindido
de los términos de aceleracién del fluido de la ec. (10).

Las velocidades de deformacidn deben satisfacer, asi-
mismo, la condicién de incompresibilidad

€14 = 0 1s)

El sistema de ecuaciones (14) y (15) se complementa con
las relaciones entre velocidades de deformacién y velocida-
des, ec. ( 9), la ecuacién constitutiva, ec. ( 3), y las
condiciones de contorno apropiadas.
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Formulacién de velocidad/presién I

Las variables principales son las velocidades y las
presiones que se expresan en la forma cldsica de elementos
finitos en funcién de sus valores nodales como

=fb¥y-Na (16)
P=-7 Ny py = E P an
(9

Sustituyendo la ec. (16) en

} puede obtenerse la re-
lacién clésica

donde B es 1a matriz de velocidades de deformacién [1].

Aplicando el método de residuos ponderados a la ecua-
cién de incompresjbilidad (16) utilizando como pesos Ias fun-
ciones de presidén Nj y haciendo uso de las ecs. (16), (17)

Yy (18) en la ecuacién resultante Yy en 1a ec. (14) se obtiene
el sistema de ecuaciones siguiente

X9 2 £
= (19)
T 0 0
9= ol |2 |o
donde
T . T =
K = L'B' 9 2 dv ’ 2 - LE !e ! dv
T (20)
- m = [1,1,1,0,0,0] en 3D
f = N 2 dv Yy ~ T
~ v m - [1,1,0] en 2D

y 2 es la matriz constitutiva funcién de la viscosidad.

Hay que destacar que la naturaleza de la forma integral
utilizada obliga a que el campo de velocidades sea continuo
entre elementos. Por el contrario, la presién no aparece a-
fectada de ninguna derivada y puede ser discontfnua entre e-
lementos. Puede observarse, asimismo, la coincidencia entre
las expresiones anteriores y las que se obtendrian de 1la co-
rrespondiente formulacién de sélido incompresible en despla-
zamientos y presiones. En las referencias [ 61, [11] pueden
encontrarse mis detalles sobre esta formulacién y sobre las
expresiones de las matrices anteriores para el caso de in-
cluir los términos de aceleracién en el fluido.

Formulacién de velocidades (Presién eliminada de las
ecuaciones bdsicas) ’

Por analogia con la mecdnica de sélidos incompresibles
puede reescribirse la condici6én de incompresibilidad (15)
como
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¢y = B (¢3))

donde a es un nimero grande que hace las veces del médulo de
compresibilidad en el fluido. Evidentemente, para valores de
a + « 1la condicién de incompresibilidad queda satisfecha. La
ec. (20) permite eliminar directamente "a priori" la presién
como incégnita en funcidén de las velocidades nodales como

p=ac;;=am £ =am Ba (22)

Sustituyendo adecuadamente la ec. (22) en la ecuacién
integral de equilibrio (14), se obtiene el siguiente sistema
de ecuaciones en las velocidades nodales

(K+K)aa=f (23)
~ L ~ A
donde

K = j‘s’- a mTB dv (24)
-~ v~~~~~

Hay que destacar que la utilizacién con éxito de esta
sencilla y econémica formulacién obliga a imponer la singu-
laridad de la matriz K para garantizar la obtencifén de solu-
ciones no nulas del campo de velocidades para valores de a
elevados. Dicha singularidad puede obtenerse simplemente e-
fectuando una subintegracién numérica de los términos de
(técnicas de integracién reducida). Mds informacién sobre
estas técnicas y sobre_esta formulacién pueden encontrarse
en las referencias [ 6], tIl .

Formulacién de velocidad-presién II

Aplicando el método de residuos ponderados a la ec.
{21) utilizando funciones de peso iguales a las de inter-
polacién del campo de presiones (ec. (17)) se obtiene 1la
siguiente expresién para la ecuacién de incompresibilidad

gT a - % Cp=20 con C = I‘ﬁT N dv (25)
~ ~ } ~ v ~ A

Dicha ecuacién,juntamente con la primera del sistema de la

ec. (19), compieta el conjunto de ecuaciones en velocidades

y presiones para la solucién del problema.

Este procedimiento tiene la ventaja de que pueden to-
marse valores del pardmetro a elevados sin riesgo de que se
produzca el efecto de sobrerigidez numérica comentado en la

formulacién de velocidades presentado en el apartado ante-
rior.

La posibilidad, ya comentada, de que la presidén pueda
ser discontinua entre elementos permite eliminar de la ec.
(25) la presién en funcidén de las velocidades nodales como

p=aC’'Q 2 (26)

-~ ~ o~

Sustituyendo la ec. (26) en la primera de las ecs. (19) se
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obtiene el sistema en velocidades siguiente
-1 AT
[X+age'g"]a-¢ (27)

Puede demostrarse que la ecuacidén anterior coincide en
algunos casos con la (23). Esta coincidencia ha permitido
encontrar interesantes analogias entre las formulaciones
mixtas en velocidades y presiones y las formulaciones en ve-
locidades, basadas en 1la introduccién de un coeficiente de
compresibilidad a y el uso de integracién reducida [12].

Existen otras formulaciones alternativas para el trata-
miento por elementos finitos de problemas de flujo incompre-
sible, y aplicables al caso de flujo viscoplistico de meta-
les, tales como formulaciones mixtas en velocidades, tensio-
nes desviadoras y presién [12], u otras basadas en funciones
de corriente [11]. Por motivos de espacio no entraremos aqui
en detalles de dichas formulaciones. Mis informacién sobre
las. mismas puede encontrarse en las referencias indicadas.

FLUJO VISCOPLASTICO CON EFECTO ACOPLADO DE LA
TEMPERATURA

Estd perfectamente comprobado que en la mayorfa de los
procesos de deformacién de metales se genera una gran canti-
dad de energia de deformacién que da lugar a incrementos de
temperatura importantes en el metal. Por otra parte, la tem-
peratura afecta a su ver a las propiedades mecdnicas del ma-
terial, con lo que el proceso es altamente acoplado, y 1la
deformacién del metal debe estudiarse conjuntamente con el
desarrollo térmico.

El estudio acoplado flujo-temperatura implica resolver
las ecuaciones del flujo viscopldstico conjuntamente con la
del balance térmico, que para un fluido incompresible se es-
cribe como :

fe [ +usT,1]-97 (gD 4 Q (28)

donde T es la temperatura, P, ¢, ¥y k 1la densidad, el caler
especifico, y la conductividad térmica, respectivamente,

] 3 ) T
v e[ 3y %= 17 ¥ Q el calor generadc en el proceso de

~
deformacién que se calcula por

Q= s of § élj (29)

donde m es la proporcién de trabajo pldstico que se trans-

forma en calor (usualmente ms0.9) y J el equivalente mec4dni-

co del calor. El sistema de ecuaciones térmicas se completa

con las condiciones en los valores de temperatura y el flujo

te alor prescrito en los contornos del dominio a analizar
]

Discretizando el campo de temperatura en elementos fi-
nitos como T = E T y aplicando el método de residuos ponde-
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rados a la ec. (28) tomando como funciones de peso las de
interpolacién del campo de temperatura, se obtiene tras rea-
lizar una integracién por partes del término de conductivi-
dad, el sistema de ecuaciones siguiente

Mi aq.Dr-f (30)

La matriz H es asimétrica debida a3 los términos de con-
veccién térmica’ Una descripcién detallada de todas las ma-
trices vectores anteriores puede encontrarse en la refe-
rencia fS T

En problemas en régimen estacionario basta con prescin-
dir en la ec. (30) del término afectado con la derivada con
respecto al tiempo.

La ec. (30) tiene que resolverse conjuntamente con las
ecuaciones del flujo obtenidas por cualquiera de las formu-
laciones descritas en apartados anteriores . Si el proceso
de deformacién es a baja velocidad y se prescinde de los
términos convectivos no simétricos en las ecuaciones de flu-
jo, suele ser mids adecuado operar siguiendo un proceso esca-
lonado resolviendo las ecuaciones simétricas del flujo, inde-
pendientemente de las térmicas,para una temperatura constan-
te y con el campo de velocidades obtenido resolver la ec.
(30) para calcular 1la temperatura, volver a las ecuaciones
de flujo y seguir asi sucesivamente hasta que se obtenga una
solucién convergente. (ver refs. [4], [0]). La solucién con-
junta de la ec. (30) con las de flujo ha sido estudiada en
las referencias ES? y [6].

TRATAMIENTO DEL ENDURECIMIENTO POR DEFORMACION

La dependencia de 1a tensidn de fluencia con la defor-
macién puede tenerse en cuenta integrando adecuadamente las
velocidades de deformacién a lo largo del tiempo. En general

o = (&) (31)

siendo E el invariante de deformaciones que se obtiene por
integracién de la ec. (7). Para realizar dicha integracién,
hay que distinguir claramente entre un proceso de deforma-
cién Euleriano (malla de elementos fija) o Lagrangiano (ma-
lla variable con el tiempo). En el primer caso se tienen que
tener en cuenta los efectos de conveccién en la derivada ma-
terial de 2 y , por consiguiente

D - 3¢ aE &
ﬁﬁs—xoui-x—i-c (32)

siendo § un valor conocido a través del campo de velocidades
obtenido. Obsérvese que 1la ec. (32) es andloga a 1la (32) pa-
ra el balance térmico. Para la integracién de (32) puede

giscretizarse ¢l campo de¢ invariantes de deformacién ¥ de la
orma

T

dze
[5)

(33)
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Aplicando el método de residuos ponderados a la ec.

(32) y haciendo uso de (33) se obtiene el sistema de ecua-
ciones

(.24

= T ﬁ £+ ﬁ(z) = 0 (34)

XZ>

donde las matrices M Yy ﬂ tienen la misma estructura que la M

y H en el problema térmico (ver ec. (38)). La ec. (34) debe™
Tesolverse de forma acoplada con las de flujo-temperatura ya
estudiadas.

Si se utiliza una malla Lagrangiana, en la que las co-
ordenadas se van actualizando en cada incremento de tiempo,
los términos convectivos desaparecen en la ec. (32) y el in-
variante de deformacién puede integrarse directamente en el
tiempo como

t+ At
Bl L e, S taddt = ® . & #(®) (35)
t

TRATAMIENTO DEL ROZAMIENTO

La consideracién del fendémeno del rozamiento entre mol-
des y matrices en problemas de conformado es de gran impor-
tancia. Basicamente, existen tres procedimientos alternati-
vos para incluir el efecto del rozamiento.

a) El primer procedimiento consiste simplemente en estable-
cer una relacién proporcional de tipo Coulomb entre las
reacciones tangenciales y normales en las superficies de
contacto. En cada iteracién, por consiguiente, se modifi-
ca la reaccién tangencial de acuerdo con el valor del coe-

ficiente de rozamiento y la reaccién normal. Las reac-
ciones tangenciales se introducen como fuerzas en la ite-
racién siguiente mientras que la condicién de contorno se
reduce a movimiento nulo en direccién normal. El proceso
iterativo prosigue hasta que en todos los nodos de con-
tacto se satisface la condicién de rozamiento, lo que
normalmente implica incrementar notablemente el niumero de
iteraciones.

b) Introduccién de elementos especiales de rozamiento de es-
pesor practicamente nulo similares a los que se utilizan
en problemas de friccidén entre superficies, como es el
caso de la mecdnica de rocas. En dichos elementos se de-
fine una ecuaci6n constitutiva que establezca la relacién
entre las tensiones normales y tangenciales de forma li-
neal o no lineal. Un ejemplo de este tipo de elementos de
rozamiento puede encontrarse en la referencia 13].

¢) Un modelo mis simplificado consiste en introducir entre
las dos superficies de contacto una capa de elementos de
espesor finito, sobre la que se supone que actuan las
fuerzas de rozamiento. Para ello, puede utilizarse un mo-
delo sencillo que consiste en imponer en los puntos de
integracién una proporcionalidad entre las tensiones tan-
gencial y la normal de la forma
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zt- ii g (36)

donde u es el coeficiente de rozamiento y el signo ¢+ o -
depende de la velocidad relativa de las dos superficies
en contacto. Zienkiewicz y otros t4i'proponen una sim-
plificacién de 1a ec. (36) estableciendo simplemente una
sencilla proporcionalidad entre la tensién de fluencia y
la presién como

Qstap (37)

con lo que las fuerzas de rozamiento pueden introducirse
*a priori” en el proceso de deformaciémn.

ESTUDIO DE PROBLEMAS DE EMBUTICION DE PLANCHAS. FORMU-
LACION DE LAMINAS VISCOSAS

La formulacién del flujo viscopldstico puede aplicarse
con facilidad para tratar problemas de conformado de plan-
chas metdlicas. Para ello, es sumamente util hacer uso de
la analogfa flujo-elasticidad, explicada anteriormente, a-
plicada al caso de la teoria cldsica de ldminas. La formu-
lacién resultante se denomina de ldminas viscosas [ 7]. Una
de las particularidades mds interesantees de dicha formula-
cién es que, a diferencia del caso de 1la elasticidad bi y
tridimensional, la condicién de incompresibilidad no revis-
te problema alguno ya que, debido a la hipétesis de tensién
plana de 1a teorfa de l4dminas, puede satisfacerse haciendo
simplemente el coeficiente de Poisson igual a 0.5 en la e-
cuacién constitutiva y modificando convenientemente el es-
pesor de la ldmina de acuerdo con los valores de la deforma-
cién transversal, calculada a posteriori de manera_que se
cumpla la condicién de volumen constante (6], [7].

Formulacién de l4minas viscosas de revolucidn

Muchos problemas de embuticién de planchas de interés
presentan simetria de revolucién. Presentaremos brevemente
las bases de 1a formulacién de ldminas viscosas con simetria
de revolucién. Obviamente, la eficiencia de dicha formula-
cién se basa en la eficiencia de la formulacién eldstica a-
ndloga. Haremos uso aqui de la formulacién de 14mina eldsti-
ca utilizando el sencillo elementq finito de dos nodos desa-
rrollado por Zienkiewicz y otros TIA?. »

En la Fig. 2 se muestra la geometria de un elemento de
ldmina de revolucién de dos nodos. El vector de velocidades
en la formulacidon de l14minas viscosas an4dloga se interpola
en la forma clidsica como

2

donde

uefu, v 0]T ag = [ug, wi, 0] (39)

y Ny = N;(8) 1, siendo Nj(§) la funciém de forma unidimen-
sional del nodo i (ver Fig. 2).
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Fig. 2. Elemento finito unidimensional de dos
nodos para utilizacién en la formula-
cién de lidminas viscosas de revolucién,

En la ec. (39), u, wy 8 son las velocidades horizon-
tal, vertical y rotacional de un punto de la superficie me-
dia de la l4mina y el indice i denota valores nodales.

El vector de velocidades de deformacién generalizadas
se expresa en funcién de las velocidades nodales como

2
I 9 5 (40)
donde
é = [érot égr Kr, Ke, ?]T (41)

siendo (e;, ed), (ir, ke) y i las velocidades generalizadas
de membrana, glexidn y cortante, respectivamente. Por otra
parte, la matriz B; viene dada por [15]

[ Ni,ssin¢ Ny gcos¢ 0
N
;i 0 0
By = 0 0 -Ng, s (42)
0 0 -N,2in¢
-Nx,,cos¢ Ni"sino ~-Ny
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dN
con Ny = 3?1'

Es interesante recalcar que la condicién de incompresi-
bilidad se satisface calculando las velocidades de deforma-
cién radial y circunferencial en cada punto como

N

i, - é:- + 1 it
. . . (43)
c. - Ca +* i' K'
y evaluando seguidamente de 1la condicién de velocidad de
deformacién volumétricz nula
€x = - (Er + €p) (44)

Por consiguiente, en cada estadio de la deformacién el
espesor puede modificarse de acuerde con los valores de ez
de forma que el volumen total sea constante.

Por otro lado, la relacién entre esfuerzos y velocida-
des de deformacién puede escribirse como

g- B | (45)
siendo g = [N., Ng, M., Mg, i , (46)
donde (N,, Ng), (Mg, Mg) y Q son los esfuerzos axiles, mo-
mentos flectores y esfuerzo cortante, respectivamente. lLa

matriz D de 1la ec. (45) se obtiene directamente de la teo-
ria cldsica de l4minas (haciendo el coeficiente de Poisson

igual a 0.5) como [15]
~ ¢h/z,r . :
D= $" Dsaz’ “n
~ -h/2
donde h es el espesor de la lémina y
1 2 0 1 0 z*' O 0
D=2y 2 1 0 , $=140 1 0 ' 0] (48)
~ 0 0 1} 0o 0 0 0 1]
Las ecs:. (38)-(45) pueden utilizarse para obtener el

sistema discretizado de ecuaciones de equilibrio, por sus-
titucién en el principio de trabajos virtuales, como

Kaa=F¢F (49)

~N N~ ~

viniendo la matriz de rigidez y el vector de fuerzas ele-
mentales dadas por

:Ejrds

»
[V
Y )
[ ]
~
-
- )
[
o
[, ]
(~]

(50)
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donde 1® es 1la longitﬁd del elemento y !t y pjy son los vec-
tores de fuerzas distribuidas y de fuerzas puntuales noda-
les respectivamente.

Adviértase que debido a la dependencia de la viscosi-
dad con la deformacién, el cdlculo de la matriz de rigidez
implica una doble integral (ver ec. (47)). Esto se efectua
en la prictica utilizando una cuadratura numérica de Gauss.

Se ha demostrado [14] que para andlisis de ldminas
delgadas el elemento de dos nodos considerado requiere uti-
lizar una integracién numérica de un solo punto de Gauss
para el cdlculo de los términos de cortante de la matriz de
rigidez. De hecho, se obtienen excelentes resultados si to-
da la matriz se calcula con un solo punto de integracién

14|, 1o que permite obtener una forma explicita directa de
a matriz de la ec. (50) como
A

k{$’ = 2= 3T DB, 7 1'® (s1)

~

donde la barra indica valores en el centro del elemento

La formulacién de l4minas viscosas puede extenderse
facilmente al estudio de la deformacién de planchas metdli-
cas de forma arbitraria haciendo uso de la teoria general
de l4dminas eldsticas en 3 dimensiones. M4s informacién so-
bre]este tema puede encontrarse en las referencias [7] y

154,

INCLUSION DE EFECTOS ELASTICOS

En muchos problemas de conformado y embuticidén de me-
tales puede interesar tener en cuenta el efecto de las de-
formaciones eldsticas. Situaciones de este tipo ocurren en
el estudio del inicio del proceso de deformacién del mate-
rial en problemas de extrusi6én o laminado y en el estudio
de deformaciones residuales en problemas de embuticién, en-
‘tre otros. La inclusién de los efectas eldsticos en la for-
mulacién del flujo viscopldstico no es escesivamente com-
plicada aunque confiere un nuevo caracter al proceso de so-
lucién que es indudablemente mis costoso. Examinaremos se-
guidamente dos procedimientos para tener en cuenta dichos
efectos.

Método simplificado para incluir las deformaciones
eldsticas

Supuesto el flujo incompresible, la ecuacién constitu-
tiva ( 4) se modifica como

. . . e 1 . 9 1 ]
€54 = cij + CX; = 3 Og4 ¢+ Vi %i4 (52)
donde G es el médulo de rigidez eldstico del material y oi;

la derivada Jaumann de_las tensiones desviadoras de Cauchy
que viene dada por [21]

) a ¢ ' ’
Oy = 3T 014 ¢ Uy %4,k - Gk wkj‘oj'k Wiy (53)
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siendo
Wiy =g (uy,q - ug,y) (s4)
La ec. (52) puede escribirse como
a3 = 2u (g4 - 8],) = 2u(Eqy - Tx o)) (55)

Por consiguiente, las velocidades de deformacién elfs-
ticas éfj pueden interpretarse como unas velocidades de de-
formacién iniciales y su efecto puede asimilarse al de las
deformaciones producidas por efectos térmicos en un proble-
ma eldstico. Dicho efecto puede tenerse en cuenta sencilla-
mente modificando sucesivamente el vector de fuerzas en las
ecuaciones de elementos finitos como

f.f.jn’ne"dv (56)
~ ~ v~ ~ A

El vector adicional de fuerzas dependiente de §° afiade
una nueva no linealidad al problema. No obstante, puede
comprobarse que, en general, debido a la poca relevancia de
las deformaciones eldsticas el nimero de iteraciones nece-
sario para convergencia no aumenta excesivamente.

Método directo para incluir las deformaciones elisticas

El procedimiento directo para tener en cuenta las de-
formaciones eldsticas en las ecuaciones del flujo viscopléds-
tico implica resolver simultaneamente las ecuaciones del
flujo incompresible con la ecuacién constitutiva (55).
Para ello, es util hacer uso de una formulacién mixta en
velocidades, tensiones desviadoras y presiones. Puede de-
mostrarse que, aplicando adecuadamente el método de resi-
duos ponderados a cada una de las ecuaciones bisicas del
problema, se obtiene un sistema de ecuaciones en las varia-
bles mencionadas que puede resolverse directamente. Mis
informacidn_ sobre este tema puede encontrarse en las refe-
rencias []Q] y 17].

INCLUSION DE LOS EFECTOS DE DEGRADACION DEL MATERIAL
POR FORMACION DE HUECOS

Uno de los puntos debiles de la formulacidén del flujo
viscopldstico puro es su incapacidad para predecir la de-
gradacién y fallo del material deformado. Por consiguiente
dicha formulacién no puede reproducir, en principio, fené-
menos tan importantes en procesos de embuticién de chapa
como 10 es la rotura del material.

Recientemente, se ha comprobado que en metales ducti-
les los mecanismos de fractura que producen ablandamiento
y rotura dltima del material son debidos a la formacién,
crecimiento y agrupacién de huecos microscépicos. Los hue-
cos se forman principalmente por fractura o deslizamiento
interfacial de las particulas y, tras ello, crecen debido a
la intensidad de la deformacién pldstica. Finalmente, se
producen agrupaciones entre huecos cuando los ligamentos
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entre huecos vecinos se debilitan suficientemente.

Una formulacién racional que describe la formacidén
crecimiento y agrupacién final de huecos puede desarrollar-
se en base al modelo propuesto por Gurson 18]. Dicho mode-
lo tiene la estructura formal de las ecuaciones de la plas-
ticidad no asociada y considera los efectos de la dilatan-
cia por efectos pldsticos. El proceso de fractura ductil se
describe como una pérdida aparente de volumen de material
activo con una correspondiente disminucién de la tensidén
macroscépica media. Dicho modelo ha sido utilizado por Chu

19] en el contexto de andlisis elastopldstico de problemas

e embuticign de chapa metdlica. Recientemente, Ofiate y
Kleiber [20? han demostrado como la consideracién de dicho
modelo en la formulacién del flujo pldstico conduce a un
sistema de ecuaciones andlogo al de la elasticidad compre-
sible cl4sica. Por consiguiente, puede hacerse uso directo
de programas de elementos finitos desarrollados para elas-
ticidad en dos y tres dimensiones intercambiando los con-
ceptos de desplazamiento y deformacién por velocidad y ve-
locidad de deformacién, respectivamente (similarmente a la
formulacién de flujo pléstico clédsica) Y los de médulo de
rigidez y coeficiente de Poisson por los paramétros andlo-
gos obtenidos a partir de la formulacidn de flujo pldstico
con la ecuacién constitutiva de Gurson. Mis informacién so-
bre este tema puede encontrarse en la referencia {20].

EJEMPLOS

Ejemplo 1. Extrusién plana con efectos térmicos

En este ejemplo se estudia un caso de extrusién plana
teniendo en cuenta los efectos acoplados de la temperatura.
Las caracteristicas geométricas y mecdnicas del problema se
muestran en la Fig. 3 . Puede apreciarse en dicha figura,
la alta dependencia de las propiedades del material con la
temperatura. El coeficiente m de 1a ec. (29) se ha tomado
igual a 0.9. Para el andlisis se han utilizado 39 ¢lementos
Lagrangianos de 9 nodos con integracién selectiva [ll]. Las
paredes de la matriz se han supuesto infinitamente desliza-
bles (rozamiento nulo). En la Fig.5a se muestran las lineas
isotérmas obtenidas para diferentes valores de 1a velocidad
de entrada. Se deduce de dichos resultados la gran influen-
cia de la velocidad de extrusidén en la distribucién de tem-
peraturas. En la Fig. 4 se muestran los valores de la pre-
sién de extrusidn obtenidos para las velocidades de extru-
sién consideradas.

Ejemplo 2. Extrusién inversa en dos dimensiones

Se ha analizado un problema de extrusién inversa con
simetria de revolucién con efecto acoplado de temperatura.
Las caracteristicas geométricas y mecdnicas del problema
asi como la malla de elementos finitos de 9 nodos utiliza-
da s¢ muestran en la Fig. 6a. Las propiedades del material
se han tomado independientes de la temperatura y se ha con-
siderado un flujo pldstice puro. El rozamiento con las pa-
redes de la matriz se ha tenido en cuents incluyendo una
linea delgada de elementos de rozamiento de acuerdo con el
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Fig. 3. Extrusién plana con efectos térmicos.
Geometria, malla de 39 elementos de 9 nodos
y propiedades del material.
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Fie. 4. Variacidn de la presién de extrusién con la velocidad.
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Fig. 5b. Distribucién de la temperatura para y = 0.75
Yy 2.5 con y sin efectos de radiacién (ug=0.11667
fps).
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método tercero explicado en el apartado en que se traté es-
te tema anteriormente. En la Fig. 6 se muestra el valor de
la presién de extrusién obtenida asi como la distribucién
de isotermas para una velocidad de extrusién de 12 cm/s.

a) Damemes Ge ruwvicre
o / oy -4 4 ——
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e ’ § Yoidn & Rumen
™~ Wcuind ¢u pitineTotans
S §r o0 et
- 26 - C* W8 wingec
Doversisras & em.
v As teleny onaC
b) -/ 1
-

us= 12 cm/s

{Cosficonts Gt sasaminote = 088 )

—t

Fig. 6. Extrusién inversa plana. a) Geometria y
propiedades del material. b) Lineas iso-
termas para u = 12 cm/s.

Ejemplo 3. Laminado en caliente de un planchon rec-
. tangular

Se estudia el caso de laminado en caliente de un plan-
chon (slab) rectangular como un problema de flujo pldstico
puro en dos dimensiones.

En la Fig. 7 se muestra la geometria, propiedades del
material y malla de elementos finitos utilizada. Obsérvese
la alta dependencia de la tensién de fluencia con la tempe-
ratura. El rozamiento entre rodillo y planchon se ha tenido
en cuenta utilizando de nuevo el procedimiento de incluir
una capa delgada de elementos en esa zona en la que se im-
pone una proporcionalidad directa entre la presién y la
tensién de fluencia como se ha explicado anteriormente. En
la Fig. 8 se muestra el campo de velocidades obtenido para
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una velocidad del rodillo de 28.73 cm/s. En la Fig. 9 se
han representado las lineas isotermas para dos valores di-
ferentes de la temperatura a la entrada en el rodillo de
700 y 400 grados Kelvin. Puede observarse el mayor incre-
mento porcentual de temperatura para el caso de la tempe-
ratura de 4002 debido al mayor trabajo de deformacién ne-
cesario para laminar un material mds frio. Finalmente, en
la Fig.10 se muestran los valores de la fuerza y par de
laminado para los dos valores de la témperatura de entrada
y diferentes coeficientes de rozamiento.

Propiedades del material 1 2 1/e Z <a/c
q (MN/m2) ==| (=) "€ 3Y () 2/° M|
K=0.4302 cal/cm2 °K 1 2 2
$=0.00275 Kg/cm3 R )
c=239.01 cal/Kg °K z=te 'RT  con:
d;=0.7314x10* kal/cm2 *K c1=0.01901 m2/MN
d0.717x10" Zal/cm2 *K € =7.92x10% 1/seg.
c ¥5.0
Ca=1.39x10° J/g mole
bl R=8.311 J/g mole
Todas las dimensiones en cm.
-~ -
S
'-"M'm‘./‘
TaT, ,Kg:qﬂ'—f" “g"l“’m, | 4 %‘: = a4 lT- 198) §
3
2 %)
P-4 ]5‘
wo g.o | xu
208 sees 228 I
Fig. 7. Laminado en caliente. Geometria, propiedades
del material y malla de elementos finitos de
9 nodos.
V=22 56cmyy
o z I - =T ET—wr————r— - V=30 6cm,

- .

Fig. 8. Distribucién de velocidades para T, = 4009 XK.
Contacto rigido entre rodillo y planchon.
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Fig. 9. Lineas isotermas para diferentes temperaturas
a la entrada en el rodillo.

Tal06K

T700°K

- Contacto
p 0.01 0.1 0.5 rigido T 'x
fuerza
de 52.51 100.73 129.73 138.33 400
laminado |22.41 34.54 45.83 52.14 | 700
kN,
par de
laminado |66 .71 202.77 | 262.31 283.60 | 400
kNxcm./ 134 .45 70.53 92.75 104.89 700
cm.

Fig. 10. Valores de la fuerza y par de laminado para
varios coeficientes de rozamiento entre ro-

dillo y planchén y varias temperaturas de
entrada.
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Ejemplo 4. Embuticién profunda de una plancha circular
con un punzén semiesférico.

Como ultimo ejemplo, se presenta el andlisis de un pro-
blema de embuticién profunda de una plancha metdlica circu-
lar. La geometrfa de 1la plancha y del pun:ién puede verse en
la Fig. 1la. Obsérvese que la plancha puede deslizar entre
los extremos de la matriz que 1la sujeta. Para el anflisis se
utilizaron 40 elementos de l4mina de revolucién de 2 nodos.
Se tuvo asimismo, en cuenta el efecto del endurecimiento por
deformacién con la siguiente relacién uniaxial entre la ten-
sién de fluencia y la deformacién efectiva.

S - 5.4 4 27.8(E)g'§2g T/in?® para € < 0.36
2 = 5.4 4+ 24.4(8)° T/in? para & > 0.36

El andlisis se efectué para varios coeficientes de roza-
miento entre planchén/punzén Y punzén/matriz. El efecto del
rozamiento se ha tenido en cuenta mediante un adecuado ajuste
de las reacciones tangencial y normal en las superficies de
contacto hasta satisfacer una condicidn de rozamiento tipo
Coulomb.

Los resultados para la variacién de la fuerza de embuti-
cién con la deformacién del planchén para varios coeficientes
de rozamiento se presentan en la Fig. 1la. Finalmente, en 1la
Fig. 11b. se muestra la distribucién de deformaciones trans-
versales para varias posiciones deformadas del planchén para

un coeficiente de rozamiento entre todas las superficies de
0.04.

CONCLUSIONES

La formulacién del flujo viscopldstico, en combinacién
con el método de los elementos finitos, es un procedimiento
efectivo para el andlisis numérico de la mayor parte de los
problemas de conformado de metales de interés prdctico. La
formulacién permite incluir de forma sencilla efectos comple-
jos como el acoplamiento térmico, el endurecimiento por de-
formacién y el roramiento. La analogia entre las ecuaciones
del flujo viscopldstico a bajas velocidades y las de la elas-
ticidad incompresible es de gran utilidad para la utilizacién
directa de programas de elementos finitos desarrollados para
problemas de elasticidad. Esta analogia se muestra particu-
larmente efectiva para obtener la formulacién de l4minas vis-
Cosas para estudio de problemas de embuticién de chapa, a
partir de la teoria de l4minas eldsticas cldsica. Las lineas
de desarrollo futuro de la formulacién del flujo viscopldsti-
€o apuntan hacia un estudio mis detallado de las posibilida-
des de incluir los efectos eldsticos para problemas concretos
Y 1a consideracién de los fenémenos de degradacién del mate-
rial por efecto de 1a deformacién a partir de la teoria de la
Plasticidad con huecos, como se ha apuntado en este trabajo.
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