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En esta csaunicacion se diccute 13 forsuvlccion de un elemento
finita rara el estuwlio de »rumadacion de ondazs 2n un medio rorcso
saturado con un fluido. El1 rroblems e conciderado bidimensional v lecs

ecuaciones aue Jobiernan el comrortomivnte dinsmice del acidio
corresronden 2 1z teoriz de¢ Riot. Sc¢  trabzdz con dos cimror  ge
desplazanientas surerryestos. Uno de =2llas corrospondiendc 2 los

desrlazanientos del solido v ¢l otre ¢ los del 1liauido intersticial.
Sz rpresentan  cldunos  resultados obtenidos hasta el srosente ¥ se
sencionan los rzsos gue so ectan aun deszrrollendo.
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1. INTRODUCCION

En problesas de rrospeccion sissicas asi como Lawbien en srobleass
de interaccion dinamice eatre estructuras ¥ sueloss es iarortante rara
sy analisis roder reslizar uns rerreseniacion nuserica de ls
rroratgacion de ondas elasticas en o] suelo. En el primer casor cuando
se sfectus una rrosreccion sissica destinads 3 detectsr u ubicer
. wecinientlus de relroleos ararece en Jueto un saterial solido rocroso
eabedbido en retrolec v eventuclaente sases. En el sesundo tiro de
rrobleesss: ruedin encontrarse suelos saturados con naras fresticass o
estructyras de sateriales sueltos como en el caso de dieues de eabalse.

En este trebsdo se estudia nueericesente el coscortaniento
dinamico de un sedio »orosc saturade v 1z rrorssacion de ondzs en el.
El estudio ests aclusalaente en realizacion ror lo gue Jaui se presants
un estado del aismor indiccndose los rasos efecluzdos ¥ los gue aun
estan realizandove.

La teoris sobre 1: sue se basa este estudio fue desarrollada ror
H.A.Biot en 1935 (11, Ests ruede ser reconucida cosv serienzciente a
uns teoria aas general de medios aultifase [2:3,4),

Sabre ese aodelo eatesatico se esta desorrullands un asodele
nunerico., Antecedentes del wsodelado numserico de este rroblemsa ruede
hallarse en Lrebados de Bhaboussi x Wilson C3)s suienes estudiaron sor
el osetodo de elementos finitos 1a recruests sismica de rresas de
uitoriales suellos, Santos (4] srorone la idaptacion de un 2lemento
mixto de Brezzir Douglas ¥ Mzrini [7)sy prara esie rroblema. A
continuacion se resenara la teoria de Diobl ¥ lus ecusciones de casro
del rrobless lLidiacnsional. Lueso se rresentara el detarrollo de un
sodelo en desrlazosientos utilizando las funciones de forms usuales en
elasticidad rlana. Se muestrs un eJearlo numerico a3 fin de observer su
descarenc an relacion con los resullados teuricos esrerados para las
velocidades de rroragacion de oudss. Finslmente se aencionan las
caracleristices del elemento rroruesto besiado en ref.ér del cuzl aun no
se Jdisronen resultados en esta etars del estudio. Se mencionsn
brevesonte Lambiens otros asrectes 3 solucionar para roder utilizar el
modelade numerico como herramienta sara fines rracticos.

2. TEGRIA DE BIOT PARA PROPASACION DE OMDAS ELASTICAS EN UN NEDIO
FOROSC SATURADO

El cosrortamiento secanico de un solido elastice roroso salurads
con  un  fluido Pue descrirto mstesaticasente rar M.A.Biot (8,91, El
misno autor rroruso en 1955 una teoris rara el problens de rroragacion
de ondas de bais feecuencia en ese tiro de materisl 13, £1 Llersine
‘baJs frecuencia’ circunscribe el estudio al casc en aue el flujo entre

los rorus es del tiro de Poisseuille. La frecusncia lisile de sste
caso es

£, =3 v/ & I

siendo v 12 viscosidad cinemstica del fluido w ¢ el dizaetro de los
POTOS Esta tooris sera sesuids en el rresente trabajo. La extension
rara frecuencias sureriores s (1) fue dads ror el aiseo sutor en ref.
10, .
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8¢ considers un lievido cosrresidble eue ruede fluir entre los
roros del solido. €1 solido es elasticor con proros de diametrs
arroxinadasente constante ¥ 12 rorosidad se surone tasbien constante,
El fluJo rroduce fuarzas de friccion debido & la viscosidad del lisuide
aue rrororcions una fuente de disiracion de energis. Ne se consideran
en ests teaeia efectos teravelasticos.

Este nodelo satesstico rusde situarse denlro de oune teoris aas
senersl de sezcles o esedios sultifase [2:3,4]. En estas tesorias
sultifase se surond aue cads runto del saterial comruesto esta ocursdo
siaultanscaente sor varias fases { ¢l caso eue Lratiremos se reduce 3l
de dos fases! solido v fluido ). Las proriedades de cada fase son
rromediadas sobre el volusen totasl del material cosruesto. Se obtiene
asi un modelo continuos sin describir los fenomenos asicroscoricos eue
se rroducen en las rarticulas comeonentes de la sezcla.

3} Proriedades de cada fase!

La fraccion de volusen ocurads ror 18 fase @ se define cosc!
W - VO Q)

donde V @3 ¢l valueen de un e¢lesentc del aalervial cossuestc v VS 1a
rarte de ese voluwen ocurads sor 12 fase a . Las centidades a® estan
cosrrendidas entre 0 v 15 v

fa%=1 , 3)

En 13 accanica de sueless la fraccion de volumen of ocurada ror el
lieuidos en condiciones de saluracions s¢ denosina rorosidad v se
rerresents siwrlepente sor la letra n. Asil

n£ =n (%)
*a1-a (5)
donde n® #s 13 fraccion ds voluacn del solido, De aeaui en adelanter
can los surerindices s ¥ f se hara referencis & lzs fases solida «

fluida resrectivasente.
Si se denosina Py * 13 densidad intrincecas del amaterial que

constituse 12 fase @ » 1a w3sa3 de ese cosronente ror unidad de volumen
de 12 aezcla sers!

(6)

% en nuestro cisor las aasas ror unidad de volusen total dcl solido
dcl tluido serant

pl-o'-(l-n)p.‘ 1¢))
oz-pf-up, e ; (8)

Ls donsidod tlobal dol coarvesto osta dada rord
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p=10"=p +0o, )]
a

b) Desrlazanientos v deforsaciones!

En el wsedio rorosc saturade considerasos dos casros de
desrlazanientos surerrpuestos. Jesignarescs con u; al vector de
desplazsnientos en el solido ¥ con vy a3l vector de desrlczanientos en
el fluido. El vectar 4 ne resresents el desrlazamiento resl del
fluido entre los roros del solidor sino un desrlazesiento aedio
definido de aodo tal eue el voluavun de fluido eue rasa 2 traves de una
seccion unitarissy cuvs norasl exterior tiene la direccion x» es n L
(y anslosamente rara los cusronentes v ¥ 2).

El tensor de deforsaciones infinitesissles de Cauchwr rars el
soclido es?

1
eij = i.(ki.j + ‘j.i) (10)

v la deforasacion volumetrical

€=u g 11

donde la coma indica derivacion rarcisl ¥ el indice reretidor wuns

suaatoria subre su randa. Anclosssentesr la defareacion volusetrica del
fluido es!

Eev T a2

c) Tensiones!

Definimos el vector tension parcial sobre el solidos ¢ 4 de *la
aanera hiabitual en secanics del continuos donde 1a fuerza %t contacteo
considerada es 13 aue actus sobre 13 fraccion solids v el area es 13
del saterial coaruvestos. Pusde escribirse!

s 8
t;~n t’i (1 -n) t.i

(13)

siendo t.i el vector tension intrinsecs sobre el solidor ecto es¢ 12
tension aue sicroscoricasente actuas sobre 1ls fase solida. Analosanente
ruede definirse el veclor de tension rarcial scbre el fluide ti

Para cads fase- a ruede definirse un tensor de tensiones
rarcizles o2, tsl aue!

ij

:‘; -, o‘;’ (14)

Esta es 12 forsula de Couchws en 12 cual V¥ rerresents el vector

unitario normal exterior & ls surerficie re 13 sue sctus el vector

tension rarcisl d: .
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E] tensor de tensiones rarciales cobre el fluide qf ryede
escribirse! i3

“:f.j =-q °fij (15)

siendo ofij 1a tension intrinsecs en el fluido, U o8 2 sSu vez!

afij “-p 6ij (16)

En vsta exrresion r 2s la rr-sion de roras ( en valor sbsolute ) y 51j
el delts de Kronecker ¢ si  i=jy 61 =0 si ifJ)., Dado aue 13
tension sobre el fluide corros;ondc 2 un tensd¥ esfericor escribireacs
el valor de esa rresion Parcizl coso!

ofe-np an

E1 tensor de tensiones rarcizles sobre el solido d. es tal aue

el tensar de Llensiones dlubales sobre 21 saterial coJLuusto oi se
obtisne! 3

£
ij

Debe hacerse notar aue 13 tension rarcial 0.. no corresronde 3 la
tension efectiva o % gue se utiliza en la aegsnlca de sueloss dado aue
esta ulties se def:&k cono’

[ -6‘.4-0

i3 ~ %ij (18)

°ij =- °ij - oﬁj (19)
de donde
s ‘s
oij °ij + (1 = n) afij (20)
En 10 oue sigue trabajasremos con las tensiones rarciales o' '} af.
(o of). ij ij

d) Ecuaciones constitulivas!

Las ecuaciones constitutivas, tasles como fueron rresentadas ror
Biot (1)) rara un saterial isotroros son!

L I -
dij 2x €43 + Gij (Ae + Q€) 21)

of -+ (22)

En este caso ha. 4 constantes elasticas: Ay N» Q@ w R. Bu sisgnificade
fisico o5 9l sisuiente!

L3 constante N es el acdulo de elasticidad transversals aue
haditualaente se¢ desi8n3 con 13 etra § N0
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La constante R es una aedidas de 13 rresion eue es necesario
edercer sobre el fluido rars wue un cierto voluavn de 21 renetre en el
aaterial conruestor sientras el volusen total rersanece constante.
(R>0)

‘EI coeficiente 0 rerresents un acorlasiento elastico entre el
caabio de volumen del solido v ¢l del fluido. 8i se anuls 13 rresion
de roros en 1a ecuscion (22)» se obtiene!

E--e%
@ debe sor rositivo.
La constante A es
2
- QL
A=)+ X

donde A s la constaate de Lagn.

Ha sido indicada 13 aznera de calcular esoc 4 coeficientes
elasticas & rartir de 4 sadnitudes detersinadas ror ensavos v la
rorcsidad del solido [11)., Mas auny se han rublicado vslores de esos
coeficientes determinados raras alsunus tiros de suelo [12,131.

e) Exrresiones de la energis v ecusciones de sovimiento!

L3 encriia rolencial elaslice ror unidad de volusen del pmaterial
ryede escribirsed ’

u -% (c:;j €5+ oo _ @2n

Haciendo uso de las ecuaciones (21)r (22)y (10) ¥ (12) ruede obtenerse
und axrresion de U en lerainos de los deselazamientos u; ¥ v

La enerdia cinetics ror unidad de volumen de asterial esta dads
rocr:

1 . . . . . .
T=glpyy 850, +20, 8, v, +9), ¥, %] 24

(Vale la rens recordar 2avi aue el indice reretidos en un terainos
indica susatoria) El rrinerc ¥ tercer tersino resresentin 1la
contribucions 3 1a cnerdia cineticas del movisicnlo del solido s del
fluidor resrectivusente., E] sesundo termino rerresents un acorlasiento
entre el novisiento del suelo w del fluido., Los coeficientes pij
.rueden escribirse’

0, = P° + o, 25
£

Py = 0" + 0, (26)

7912 - - p‘ @n

siendo o una mass ararents adicionsl, Pars coarrender su
_siﬂnifitcaou se ruede isétinsr eue 31 vig. el desrlazasiento del
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fluido se hace cero en uns direccion x» una aceleracion del solido
y erovocd en el nis-o uns fuerzs P1) U, ¥ debe arlicarse sobre el
fluido uns fuerzs P12

uy {(de sentido controrio) rara evitar sy
sovisiento. Los coa%xcxcntes dinsaicos j deben verificer 1las
sisuientes condiciones & fin de aue 12 enersia “cinetica sea definids
rositivae?

Py >0

p22 >0 (28)

2
Py Pz - P} > 0

condiciones aue son culomaticamente satisfechas si los coeficientes se
calculan con las exeresiones (25), (28) w (27).

Puede escribirse un2 funcion de disiracion viscosar» cuadraticas
definids rositivar de 13 foraa?

D=3 bLGs; - %) Gy - ¥))

-1 bl - 9P+ G, - i’)z + «.‘, -t (29)

Esta funcion derende de 13 velocidad de sovimiento relative entre el
solido v el fluido. El coeficients b es!

b=y ot/ (30)

siendo B 12 viscosidad del fluido + n 1la rorosidad w k el coeficiente
de rerseabilidad,

Las ecuaciones del Lasrande se¢ escriben!

2 (3L, , D 3 _
3 o * 3, ", " Y%i (1
p 4 b § i
2,0
este o3 un sistlens de 6 ecuasciones diferencizles. Los Lermings q ']

“fi son fuerzas externas ror unidad de volumen:, En lo sue s fup
suPondresos eue ellas son nulds. Siendo asi las ecuaciones (31)-(32)
resultand .

2
s 9
%5.5 " ) 7 (P} ® ¢ ¥ P12 vy +bar (u w,) (33)
Uf '—3-2—( w +p v)-b-a—(u -w,) (34)
o e P12 %1 T P2 vy FT I Bl {
Suroniendo los Oi inderendientes del tLiemro w escribiendo las
tensiones en fuicion de los deselazamientos (ecs.(10)-(12)

(21)-4(22))3
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'(ui,Jj+“' i.j) +A ‘j.j:l +qQ 'j,ji-oll ﬁi+pu ;'1 + b(ii - \'ri) (35)

Qu,

5051 ¥ R V5,50 " Prz2 Byt P ¥y - B3y - W) (36)

Este sistesa de ecusciones rite ¢] comrortzmients dinsaico del aedio
saturados en ausencia de fuerzas de voluaen.

3. FORMA DERIL DEL FROBLENA Y APROXINACION POR ELEMENTOS FINITOS

En ¢l seltodo de lus elesentos Pinitos se arroxisan las funciones
incognitas up ¥ oy rord

;9,0 an
wey ¥ (33)

siendo U el vector aue contiene las incosnitas nodales U YUy ¥ § el
vector aue contiene 1las incosnitas wy v vy + Los vectures !i '] !i
contienen las funciones de interrolacion. Arlicando el aetodo de
Galerkins se reverlszan las drroxisdciones (37) ¥ (38) en (I5) v (38),
se aultirlica (35) ror !i ¥ (38) ror ,T ¥ se intesrs sobre el
doninio total @ . Asi se obtiene! -

1
PRDWRSEIWRRS Y EHPRE AL AL 28

' 2
@4y 3028y 0 @ -] w

con

1 T - T o T . T o
n.-[9(augig_ig+pug1!i!+bg_lg_ig-bg1_v_.g)an (41)
2 T - r = T . T :
li-fg_(plz 4 U+p LE-D Y S, U+ Y. W) @ (42)

Intedrando por partes los srimeros mieabros de (39) v (40) sesun ls
foraulal

Iaf.i;dn--fafg’ic_m«tfrfgvidl‘ (43)

siendo v; el versor norasl exterior 'sobre ¢l contorne ' » se obtiene!




1 T T T -
‘i * lg ¢ i,j ,'i.J * i,j QJ"-) * A'!'iri ,'jij baa+
T 1
+]nogi‘igﬂ'j!m-gi (44)
2 T T 2
Mrhhor, s, i,y va-g -~
donde
1 T s
g - !r & %3 dr (46)
2 T f
=l o voar *n

estos vectores sersn isuslesr ror condicion de contornos 8 las fuerzacs
de surerficie <4rlicadas sobre ¢l maodelo,

" A, U MODELD LN ELEMENTOS FINITOS

En este aodale ce utilizo un elenento cuzdrilaters isorarcmetirico
(fig.1}, Les incodnitas nodales son los dos cosronentes del
desrlazzeientc en el solide (bx su_ ) v los dos  comronentes del
desrlscamiontos en el fluido {uy »u{ !, Laos funciones de interrolacion
con tilineales de mode sue los desrlazaaienlos en un runto interior del
eiseu sz escriben!

SEEI

by T4 R

(48)
AR |
- W
-4
tas incosnilas nodales estan contenidse en los vectores I v § ¢
T 1 2 3 4 1 2 .3 4
o= le, , v, , Ug Uy s U, uy]
(49)

. 1 2 3 & 1 2 3 4
H’ - ['x sV VLV, w’ . l, , v’ . w’]
Los surerindices hacen rolerancia soui 31 nusero del nodo. Los

vectores de funcicnes de interrolacion son!

f,0,0,0,0

by

PN (RN S S 50
o,210,0,0,0,¢ .4,

siends




f-ta-va-n

-tasrpa-mw

6D
C-ta+na+m

d-ta-am

Colocande todas las incognitas elementsles en el vector X ¢

X={

] (52)

el conjunte de scuacionss (44)-(43) se escribel

MI+gX+px-p | (s3)

dende N L v X soms resrectivanenter las aztrices de  nasas
amortidusmionto v ritidez.

5. CJENPLO

La solucion anslitics rars las velocidades de rrorzgscion de ondas
en un eedio raroso saturado fue dada en ref.i. Tal cumo sucede en un
sedio elastico homogeneo se reconocen dos soluriones inderendientes!
una corresronde 3 ondas coarresionales (deformaciones de dilatacion -

coserresion) v otrs 3 ondas de corte. La velocidad de las ondss de
corte eos!

) ]llz
z N
Pyy (1 - 01y/pyy £y))

v =

. (s4)

Se desarrcllan dos ondcs coarresionales cuwas velocidades de
rror2i3cion son’

vw-®- vclsl
(55)
v, = vclzz
En esas forsulas 'c es una velocidad de referencial
v = [asp1'/? (56)
siendo
H=A+214+ 2+ 2Q
5N
b =Py 2y, + 0y,
LCS NUBETOS 2 ¥ de las ecuaciones (3S) se abtiesnen coso raices de

1a ecuartor :s"rt ristica!
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azz +bz4+c=0 (58)

donde

a=[A+20 R - Qe

2 2
Las raices de 13 ecuacion (58) son roules v rositivaes,

Con ¢l oblJeto do rrobar el eleaento se analivo un aedio
unidisensional rerresentadoc sesun se puestra en la figura 2. Lo
lontitud total e; 80 unidodes w ¢l tamano de cads e¢leaento 25 2 x 2,
El modulo de Youns es 44813 , el coeficienlec de Poisson 0.3 . Llog
coeficientes 0 v R valen 34720 y 17280 . La densidad inlrinseca del
solidc se toac isual s 2,14E-4 , 11 del fluido 0.932¢6 E-4 u 12 sass
adicional nuls. Lz porozidad es 0.24 . Las unidades son libras,
rulgades ¥ sesundos.

En la figurs 3 se auestra el dieserlazaniento en el solidor en
funcion del tiesror deo los nodos 41y 51 w 41 (vee fidura 2 rara la
nureracion de nodes). En 1a fisurs 4 ce drafica el desrlczaniento en
el solido v en el fluidos correserondientes a1l node S1., Alli se han
sarcado los tiesros ansliticos corresrandientes al arribos @ ese nodos
de las ondas oue viaien con velocidades vy = 16733, « vp = 32584, .
Los tiearos aue corresronden a2 12 onda asc reridc estan rerresentados
cun una Plecha sisrle ¥ los de la ond: aas lentas cun una flechs doble.
Se observa #lli tashien la lledcda de 12 ond2 oaue se reflcic on el
esrotraaienteo ¥ luvde 12 eus lo hace en el cextrena libre. Coac se ve
en esa Tisurasr estos hitos se senifieston. en 1z curvas de resruests ¥
1a concordancia entre los velores rrevistos u caiculados puede ser
Juzdadas ascertabler teniendo en cuents 1z disrersion icherente 3 las
discretizaciones en ¢l esracio v un ¢l Liesrp del setodo utilizado.

4. TAREAS EN DESARROLLO

Comso puede verse on las ecusaciones (44) y (45), lecs funciones aue
arroxiean a4 los desrlazaaisntos del solide ¥ sus darivadas rrimeras
deben ser de cuadrado iutesrzble. 8in esherdos las funcioches aue
srroxisan 193 Jdesrlazasientos del fluido w no precisan 2s2 condicion
sobre las derivadas sinoc srenas ser tiales ele su divergencia ccz de
cuadrade intesrable. Esto relads los reauerisientus de continuidad de
12 funcion !i . Bassado en «c¢stor J.Santos [4) rrorone wutilizer
funciones dol - espacio de los eleaentos aixtos de Brezzis Doudles Y
Narini {7). Se ests rroccdiendo 3 la iarlesentacion de un eleaento con
esas caracteristicass del cual sun no se disronen resultades.

Otras taress raralelas 3 esta se estan realizando 3 fin de  tornar
ytil el setodo de loi elementos finitos rara este rrableaa. Por un
lador la inrlementacion de elementos de bhorde. Al rerresentar con un
doainio finite un rroblema en un medio semiinfinitos se introducen
fronterss artificiales en 1l2s cuales les ondas son refledadas v
distorsionan 1a solucion nuserica. Para evitar esto se han proruesto
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varios elesentos absorbentes de bourde (151, Se rroceders en este
estudic 3 13 isrlensentacion de un eleaonto sup rraduce una disiracion
viscoss de las ondas sue llegan sl bdorde.

Otro a3recto & ser encarado es el del aldoritas »ars 1s
intesracion tecarorsl. E1 tasano cosrutacional de un sroblesa rractico
es drande ¥ cobra ierartancii 1a eslratotis eus se rueds scguir rars
reducir los tiespos de rrocesado. £l tamano del raso de integracion e
generaleunte rosueno s aue debe ser coaratible con 21 tomano dz  los
elenentos finitos ¥ con 1z frecuenciz de las ondas esue se desean
rerroducir nuasericaeente. Ests circunslancis sugiere wutilizar un
setodo exrlicito. No obstanter 112 naturalez: de 1las ecusciones
rresents un acorlisiente entre los tersinos de sasz del solido w del
fluidor con lo cual 1z satricz de sosa nu es dissonsl: rerdiendose de
esta manera la ventais de los aetodos exrlicitos. Por lo tanto ests es
otrs de l2s tareas aue deben ser encarzdasr vz sez en 12 validacion de
2ldun srocediniento rarz diadonslizicion de la satriz Jde mdsas o en la
utilizacion de aldun metodo saras reduccion de lac actrices del sictese.
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Figura 1. Cuadrilétero isoparamétrico lineal.
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Figura 2. Malla de elementos finitos.

- 8¢t



- 139 -

)

]

}
ags

22

*

090”!
J 080 Lo  ope
s
*®
[

0. 14

DESPLAZAMIENTO

LA

14 T v ¥ T Y v ’ ™ v ¥ ¥

.00 o0 ez s o 4.5 %  sa o4
TIEMPO «j0

Figura 3. Desplazsmientos en el s5lido. Nodos 61, 51 y 3l.
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Figura 4. Desplazamientos en ¢l s8lido y en el fluide. Nodo 51.
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