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En lI~t. cwauni~.~ion se di~cutll 1. fora~l~cion de un el••• oto
rillit.Q p~r<l el es~u.lio de ;·rU".l:Uciu~ d~ aada$ en un at:dio ,oroso
satuY'ado con ur, fluidal El Prohl •••• 1- con£:idcr••do bidiaensionl1 ~ In
eCU.lciOIWlO 0\'. lIubivrn'm el coapal'l.::ail.'nl.udin;aicQ ,j,l .c.Ho
corres,ond.n • 1. teori. dr ~iot. Sc ttab~ja con dos c.aro~ de
d.s,.l,~2~.ient.os ,;urerp'Je,.•t.ot;. UIII) de ello'i cor":!'ipundi.ndc • las
desrl.z.aientos dlll solido ~ cl ottO ~ 105 del liouida interst.icial.
Sv pr.~.nt~n ~l~no~ r~ult.dos aot.eoidas h.~ta .1 pro.vnl. ~ 'ill
.e~ion.n los PISOS O~ so eEt.n .un d.s.rroll~ndo.



£n probl•••• de pros~~iOft si••icl' ISi t~o ~I.bi~ .n ~,obl"I.
d. inL.rlecian dill••iel en"r••• t.ruct"r.~.,s.,.los,IPSi.~or".nt.l".'1
IOU .nllisis poder r••liz.r Uft. r.~,.s.ntlcion nu••riel de 1.
I'ro"a~Jeion de ond.~ ell~tie., ~ II suelo. En vi pri••r CISO, eUlndo
s•• fectul unl ,rol~eceiOft sis.iel "."inldl I deteet,r ~ ubiecr
w~ci.ienLO$ de peLrol.o, l"lreee ~ Ju••o un ••t.rial iolido poroso
e.bebido en p.tr.leo , evenLu.l.an"e '1.... E~ «I IV5undo ti~o d.
probl••a~, p".den encontrlrtilsualos s.tur.dos can n.~as fr••tic.s, 0
••truetur•• de ••tlri.1a. luelto. co.o ~ .1 elso d. dieue. d. e.blls••

En es". "r.b,Jo $I ••"u41, nue.,ic,.entl el c••~ort••i.n"o
din••ico d. un ••dio I'orosos.turldo II 1£ I'ro~I'lcionde ond£1 en el.
El esLudio 1St. aeLu.l••n". «n realizleion por \0 oue doui se pre.ent,
UII I.t.do d.l ,iseo, indiccndos. los p,sos .fec\uldo. II 105 8ue lun
Ist.n ra.lillndo~••

L. tlori•• obre 1& eue .e~I.' ••\. e."udio fue de••rrol1,d. I'or
".A.Jiot en 1'55 [1]. £sLI I'•••de s«r t«conoci~a COl. pertenecient••
un. \aori•• 1. 'ener.l d••• dio. aultif••• [7.3,43.

Sobre .se .odel0 .~"•••tico se esLI de~drrull.ndo un .od.l0
nu.erico. Antecaden"as d.l IOd«l.do nu••rico de e5~. proble•• puede
h.llarH ~ tr••••Jos d. 8hlboussi II Itilson(5], wiehe,; .st'ldi.ron "or
el ,atode de, .l••an\os finl\o. 1. r~$I'U~~~i sis.ic. de ~res.s de
••.,~etil1",.,uelt.os. S.nLo';[6] I'ro~on.la .,da"Lleiollde un at•••nto
aixto de 'r.zzi, Iou.l.s v ".rini [73, 1"" .st. probl.... A
cunt.inu4cion~e r~senar. 1. teoria 4. JioL II las ecuaciones d. C'II'O
dal prob1e.. bidi.en~ion.l. Lue.o •• I',.s£n\,r.11'1 deLarrol10 d. un
aod.l0 en d.s"l,zil.ient.o~utilizando la. 'unciones de 'ora. usu.le, 1ft

el.st.ieid&dp1.na. Se ••••s\,. un .J••~lo nu..rj~o • fin de obs.r¥&r sa
de~oar.no en r.llCion con 10$ r~lL.dos t••ricos e~I'er.dos p.r. la.
veloddades d. pro"'.lcian de olld.s. Finlleente se ••ncionMi 1'10
c-iract..risticIS~el ele••ot.oI'rol'uestob.sado en re,.6, d"l eUill.un no
se dis"onen ~.sult..dos en .s\. et.~. d.l .studio. Se aer~ionln
brllVIl•.:nh t.3.bien,oLrus 'Sl',,,:t8S• solucion;1tp.ra poder 'JLiliz.r d
aDd.lade nu••rico c~o herr,.ient. I'ln fines practicor..

2. TEORIA DE IIOT PARA PRO'AeACIO. DE OMaAS ELASTICAS EM UN KEDIO
fOROSO SATUltADO

El co."or\••ien"o .eclnico d••ur.solido el••tico I'oroso s.~u,.d.
cun un rtuido 'ue descri"Lo •••Le.tlUel••nte "or ".A.liot [8,91. El
.isao lutor pro"uso en 1955 un. t.ori. p.r. el "robl••• d. I"o~•••cion
de onda~ de b.J. '~.cu.ncia an ese \il'ode .It.rl.l [13. El Lar.ino
'baJ. fr.cuanci.' circun.cribaal ast.udio11 c.so en Rue .1 fluJo antra
1111.I'Or05 .s _I t,ipod. 'oisseu111.. l. rr.cuencil Ii.ih d•• st..
caso e.

siendo V 11 viscosid.d cine,,\ic. dal fluido • d .1 di•••",o d. ]os
I'oros. Estl teori. s.ra ••~ld. en .1 ,.resenLetr~Jo, l••• L.ftstoft
I'lrItr.cuanells sw.,ior •• I (1) ru. did. ~••.•1 aislO 1V".r "' nt.
10.•



Ie ~onside,. un liovide ~o.p,asible eu. Pu.~ flui, ent,e 105
par.. ~l solido. £1 solido e. II.stieo, ~on paras dl di•••t,o
IP,oxi••d.o.nte conat~te • 1. po,oaidad .1 ~one t.obiln ~ohat.nt••
[1 fluJo producl fue,z.~ 4e ',iecion d-oide • 1. viscosidld d~l li.uido
OUI p,opo,~ion. un. 'vente de diaiplCion dl ene"i.. Me so ~onaidl""
In ••tl 1.ori. ef.cLos L.r.Gellstieo••

[at•• odllo .,te.,tico puo" situ"st ~nt,o de una to.,i. oas
••nl'~1 do ••zells ° ••dio. .ultif'~1 [2,3,4]. Eft .sta. teo,i.s
sultif.sl Sl s~ Out c.d. runto dll olto,ill ~••pve,to .st. oCUPldo
si.uILlnla.~t. por v.,il' fl.l. ( al e.so aue Lr.L.,•••• ~o ,odueo .1
do dos '••e.: solido V fluido). L.s p,opied.d., de Cld. f.sl son
p,o••di.d~5 sob,e al volu.on toLl1 d~l o.tl,i.1 co.pua.to. Sa obti.nl
ISi un 8Odolo ~OAtinuo, sin do.c,ibi, 10. 'enooanos .i~,oscopi~ol OUI
M ,.roducan•• lIS •••rLieul.,.~ou~nLa. lie h ";Cell"

donda V u d yol•• ,.do un ttl ••••• to del •••••d.1 COOPUHto • Va 11
p.,ta da ••a vol_an o~IlPId'11'0' 1iI t.al 41 • Lirl c.nUeI_d,s ft a Istan
~••p,.ndidas antre 0 • 1, •

don•• cn· K 11 tracdOft do YOluecrndll soli40. D. Hui en .dellnh,
con los svpe,indices • • , •• h.,. ,efe"nei •• I•• ',se. solidi.
fluid. ,asr~tiv"lAt ••

Si se dlno.in. PCI • 11 d"nsid.d int,in£IPc, del ••brill aul'
eonslitu~. 1. f••o 41 , I••151 de ISI ~o.,.onant."0' unidld d. voluoan
da I. o.z~l. se,.:

pCl • ~CI I'
a

• an nuost,o ~cso, I•••• s•• 1'0' unid.d dl volu••n tot.l del .olido •
4e1 fluido slr.n:

•PI • P • (1 - n) p.
f

1'1 • I' • 11 Pc

L. don_td-' _lOb.1 dol couuesto ost. d.d. po,r



En el aedio ~o,oso s.tu"do conside"80S do~ c.apos de
d.spl.z.aienLos ~etPuast05. Dasi~.t ••os con ui .1 vecLo, de
d.spllz.aienLo. an el solido v con u•• 1 Yec~or d. desrl~z••ientos .n
el tluido. E\ y.cLor.l fte r.}r••enL. v\ desp\az••i.n~o r••l del
fluido .nLre los paras dil solido. sino Uh despl.z.ai.nto .edio
d.tinido d. aodo ~.l vue el volueen d. '1,,140vue ras. ~ Lr.y•• do un,
••ccion uniL,ri" cuv. nor••l .x~.rior ~iene I, direccion x, es n.s(~ .n.lo~•••nt. r.r. las COaPo~,Les v v z),

El t.n.or do dofor••ciones in'init••i.,I.. de C.uchw. par. el
solido .,.:

donde I. co•• indica dotiYlcion rlrci.l v el indice teretido. un.
sua.Lori. sobr. su t.ns., AR.lo••••oLe' 1. d.tor••cion yolueetric. del
fluido n:

n.tini.os el Y.ctor tension r.rci.l sobre el solido, L~' de 'I•
•• ner. habiLu.l en ••c.nic. d.l con~inuo. doAde I. tuerz. ~e con~.cto
consider.d. e. 1. au•• c~u. sobte 1. 't.ecion solida v el .,.. •• 1.
del ••Leri.l co.puasLo. Pu.da ascribirs.:

5iendo L.i al Y.c~or t.nsion intrins.c, sobre al solid., a~~. a.. 1.
Len~ion aue .icroscopicl••n~•• c~ sob,a 1. r ••• solid.. An.lo••••n~
puade detini,.e el y.cLor do tension r.rci.l sobr•• 1 'luido ~i •

P.r. c.d. f.se· a p"ad. datinir•• un Un50' de tensiones
Pll'chles '1j Ld auel

EsL. es 1. for.ul. de e.uc~, a. 1.cwal
uniL.rio nor••l ext.rior. 1. ~erticl.
tension rlrcial ~ •



[1 ~.nsor d. t.nsioftes ~.rci.l.s sObr. el
.scribir•••:

fluido af
ij

En _~t•• x~r.sion r .s 1. ~,••ion de ~oros ( en y.lo, absoluto ) v &ij
.1 d.lt. de Kroneck.r (&iia! .1 iaJ. 4iiaO si ilJ), a.do oue I.
tensiun 5Obr. el tluido corr.s'onde ~ un t~ot .s,.,ico. .scribir••os
.1 yalor d•••• ~resion ~.rci~l coao:

El tensor. tensioftes~.,ci.l•• sobr. el solido a~ n hI lIU.
el t.nser de L.nsione. ~lub.l.$ sobr. ~1 a.t.,lal cJJpue$to Gij ••
obU.nt:

• fGij • Gij + Gij (18)

Debe h.cers. not.r Gue la t.nsion ~.rcial a~. no cotre~rond•• I.
t.n,ion .'9CUy. a;~_ s. utiliz. lH\ t. .~loJnlc.de 'iu.los.d.do au•
•sL. ultia. s. detl~ co.o:

En 10 GU' si.up Lrab.Jar••os con l.s tensiont~
(0 af).

Las .cuacioftesconstitutiva•• tales co.o tu.ron ~~.seht.d.5 rot
110t (l]. ~a,. "D •• 1,.rialisotro••o. son:

a:j • Z• £ij + 4ij (M + q£)

.f • Q£ + 1£
En .sh c.so hac.••conshnhl elastic••: A. N. Q II R. Su si!illiticado
rtlico .~ II \ilu1.nt.t

La constant. N •• .1 .~~u10 d.
hablLu.l••nt. ,. d.~l~. con 1. .t,. &

dutlcid.d
'1· 0)



L. eonl~,n~. R •• un. a.did. de I' pr.sion au. .1 n.cel.rio
.Jere.r sobr•• l rluido p.r. aue un ei.rLo volueen d•• 1 p.n.~r•• n .1
a.~eri.l co.pu.ILo. aienLr'l .1 volua'R Lo~.l pcra.nec. conl~,nt.~
( R ) 0)

El coericienLe Q repr'5.n~. un acOPllai.n~ .1'5Lico .nLr. .1
c••bio d. yol.,.t!l)dlllisolido v •• del fluida. 5i M .nul.•b pr.~iOA
d. poro5 .n 1•• cu.eion (22). I. Ob~itn«1

K. lido indie.d. h .cn.rI de ealculiJr .10£ 4 co.riei.nt.••
el'5tico$ • p.r~ir d. 4 ••init.u6e~ ••t..r.in.d.~ por .os.vo5 v 1.
porc5id.d d.l solido [Ill. "iJS,un••• h.n publiciJdoy.lor.s de .sos
coeficl.n~e$ d.L.rain.dos Plr•• l.unos ~ipu~ d. suelo [12.13].

L•• nor.i. poLencial el••~ic. POI'unid,d de volu.en d.l a.~.ri,l
pUtd. '5cribirl.:

1. f -
U • I (oij cij + fI c)

H.ci.ndo uso d. l.s ecu.cione~ (21). (22). (10) v (12) pu.d. obt~rse
unl .xpre~ion de U ~ ~eraino$ de 101 deIP1'~lai.ntos ui v 0i •

L•• n.r.i. cin.~ic. "or unidad de yolua.n d. a.~.ri.1 .st. d.da

(v.le h ".n. r.cord" .aui aue.1 indict r••••Udo. .It un t.eraino.
indica su••tori.) El pri••ro v ~.rc.r t..r.lno r•••r'$.nL.n 1.
~ont.ribucion•• I. cn.r.i. cineLic•• d.l .ovlai~nto del solido v del
f1uido. r'IP.c~iYa••nLe. £1 s.sundo t..r.inore••res~tl un Icopl••ieoto
.nt.r•• 1 .oyi.i.nto d.l 1••10 v del rluido. L~ co.rici.nt'5 Pijpued.n escribirs.:

Pu • p' + p.

~22 • l' + ~.
P12 • - p.

(U)
(27)

5i.ndo P un.
li,"i'lc,2.. s.

a.s. ."••.•nt.
••u.d. i••••ln'"

"lelon,l.
eue 51· v•••

'.r. coaPreodar sa
d·dt-..l""I.nt.o .1.1



fluido ~ h.ee caro ~ un. diraccion x, una ~elar.eion del solido
Uz ' ,rOVOC4 en.1 ai.ao un. fuerz. p!! •• II debe .plic.r.e sobre el
fluid. un' fuerz. Pl~ Ux (de ~anti40 contr.ri.) ~.r.evit.r su
aoviaient.. Los co.rlelantes dinaolcos Pij deban veriticar 1.s
si.uientes e.ndiciOft*s~ fin de aue 1. ener.i, cinetic. ~.. detinid.
positi".:

Pn > 0

P12 > 0 (28)

2PII P22 - PI2 > 0

condlcione' aue son ~utoa.tic••ente ••tisfaeh., silos coeflciente, ,e
c.lculan con I.~ axpr¥si~nes (25), (26) II (27).

Puede a,criblr,. un. tuncion d. disip.cion Yiscos., cu.dr.tlce.
definiJ4 posltlv•• de I. 'ora.:

D - t b[(ui - Vi) (ui - vi)J

--2Ib[(i _v)2+(u _v)2+(u _v)2] (29)
x x Y 7 ••

Est. funcion dapend. d~ I. velocid.d de aoviaiento r.l.tlvo .ntr. .1
solido v el f'uida. £1 coeflcienL. b es:

siendo P I. vl,cosidad del fluido , n I. porosidad II k .1 coefiei~te
de p.r•••bilidad.

este as un sist••• de 6 .euaci~n.s dit.renei.le.. Los L.rainos q.i II

qfi son fuerz.. extern.s por unided de volu.en. En 10 aue sItuu
sUPondr•••s eue .11•• son nul~s. Siendo .si l.s eeuaeione. (31)-(32)
result.n:

•(lij.J

!uponlendo
tensione,
(21)-(22»:

10s ~ii independiant... del Un,'o II ucritlielld" 1••
an tuiWion de 105 tHsplazil •••• ntn (.cs. (10)-(12) II



Este sistea. de ecuaciones ri'e eJ coa~or\aai~nto din.~ico del aedio
s.tur.do•• n .usenci. de fverza. d. vol~.n.

En .1 ••lodo de lu~ el••enlos rinitos ~. a"roxi.an la~ funciones
inco'nit•• ui ~ wi port

5iendo ! el vector ave contien« l.s ir~o~it.s nodale. Ux ~ Uy» ~ el
vecLur a'Je conU en. I•••inco.nit•• "z v lIy' Los vtPcture.h ~!t
conUenen h. 'undone. de iJ.hr~ol.cion. Al'lic.ndo el a.todo d.
Galerldn. $f/ re"."l.zan I•••••roxi.",donlrs(37) ~ (38) en (35) ~ n.).
58 au1t.il'Uca (35) ••or ~ ~ <3.) Hr ~ v IiIrinte.,. 501)r. III
doatnio total g. Asi.e obti.ne:

Int••raodo I'or••arte. 105 ••ria.ro. ai••bro. de (3') w (40) s••un 1_
tonl,h:



1 J T T T ~I. + n (B(': j •• . + 8: . t .. ) + A •. i t. jJ !!dO+1 •• ""1. ~.J -'-1.J -:1.1 """'1.-:1.

f T 1+ n Q': . , .. V dO· C.
II -'-1.1 -J.J - -].

1 J T S~. r.ti aij "j dr

".t.O!i~ct.o,... a.r.n illu.les.par condidon de cont-ornol I 1.11
de sup~rt~cie 4plic~d~~ aubte vI lIodelo.

1ft •• ,. DOdalo ~. utilize un .l•••nt.ocuedtil.te.- i~op.rc.elrieo
(fi••tJ. L4s incoenit.as nud.1~G lIun los do~ coopon.nt.~lI 4*1
de.ph:llSietlto.n el 1I0U. fu .u ) II 1010 dOli l!o.I'on~It.t'''del
desph;:alliont.o~en el fluido (1Iz ~u.,~. LoiS ",ndones lieint.erpolaeion
son biline.lea de 1I0desue 10$ desp1.x ••ien~ollen un punt.. int.rior del
.iaeu ~•• scribeA:

w ., "y -,-

liS inco~it..s nod.les est.n cont..nidas en 105 vect.orea~ v ~
VI• (.1 2 3 4 1 2 3 4]

. _ -K • UK • UK • Ux • U, • D, • U, u,

Lo••superindice'. h.aclln re~lrltnch loui .1 IlUo.ro del notSo. LOll
¥ect.or.a d. 'unciene. d. int..rpol.cion ~on:

is • [.1 •• 2 •• 3 •• 4 • 0 • 0 • 0 • 0)
1 234i, •[0 • 0 • 0 • 0 •• •• •• ..)



1 1
• -4'Cl-O (1-q)

2 1• -4' (l +() (1- q)

.3 _t (l + () (l + q)

4 1• •4 (1 - () (1 + ql
Coloe.ndo toda. la. inco.ni\a~ .l••entale. on 01 ~tor X I

dCl'\de! ' So " K .0." rc.~tiY •••nto, 1.. ..tri~" do .asa,
laorti.u••ienl. ¥ r7.idoz.

L•• olueion In.lilie. ~.r. 1•• Yeloeid"'. do ~~~ •.cion do GOd••
0" un .odio poroso satur~ 'ue dedi Oft ro'.I. Tal ~ao ~ueod. en un
.edio el.stieo hooo.eneo .e reeonoeen d~ solueiones indo~endient••:
un. corres~onde I onda. coo~r••Lon.lo~ (d.'.raaeion.~d. dil.t-eion -
cOI;~r.sion)II otra I ond•• de eorte. L. Yoloc:idad do 1.. ond-. •
eor\o lit.:

s. ~e~.rrol1.n dos ond~s eoa~re.ionale. euv.. voloeid~. do
p~a~~~~ciun son:

LOS ~V.O'O. Z ¥ ~ de 1•• eeu.eionDl (15) •• Oblienon cooo
II e:u.rl~·:~.~r~,j.tIC':



- 136 -

u,2 + n + c. 0

[(A + 2X) a _ Q2l/B2
- [(A + 2.) P22 + a Pll - 2Q P12l/(Bp)

2 2(Pll P22 - P12)/P

Con 1!1 obJeto do ••,aba, el trh••nt.o 5l1! .nalho 'In aadio
unidiaensionl1 ra"raHnhdo slt'un se aultstn ." h fillurOl2. Lil
lon~i~ud t.o~.laj 60 unidadQs ~ cl t.•••no de cad. vle.en~o It~ 2 x 2.
El .odulo da Youn. .5 46813, Itlcoetici.n~£ d. Poi'.on 0.3. los
coetlc1an~n a " R v.ll!n:l4nO \I 17280. L. dVllliida.finhins •.:. _I
solido se toae i'ud • 2.14£:.. .• , la dt/ltluido 0.9121. [-4 u liJ••u
adicional nula. L~ poro~idad It~ 0.24. La~ unidade~ ~on lib,.~,
,.ul'ad.s II se.undos.

En 1. 'i.ur, 3 I' aua.t.ra Itl des,.li1zaaieato an .1 solido, ~
funcloR del t.iea••o, de 145 nodos A1, 51 " 41 (vv, fi~ura 2 ra,. la
nu.aracion de nodos). En I, fi'ur. 4 Lt .rilfi~.el de,,.lazaaitrnto Itn

al ~olido ~ .n el fluida, corr~spondi.nt.es al nodo ~1. Alii Sith.n
.arcado 10s tilt."os ,nalit.1eos corre,,,(,,,diltntl!,11 arriba. a Itli.noda.
de 101~ ond.~ eue v1.jan con vltlo.:id~dvs~l = 16153. "v2 z 32584. •
Los tlea"os aultcorrespondltn , la onda aa! r,rid~ a.t~ ,epre~~t.dos
CUR un- nltcha li.,.t. :110••de 11 and" ••• 1.flt.•••·co~uP& nach. doble.
Se obsltrv•• 11i t.abien 11 llU~d. de h Dftdl /lU. _ refleJl' en Itl
e_huittnto " hllloJo1•• ue 10 "Ice "" d untr••• lib".> Coao 'IP VIt
en es. fi'ur •• es~s hit•••• 'Inifi.~t~·.ft Ie cut"as dlt tespue~t. "
1. concord.nei. vntu I.. voll1o"" ",...,islos\I celcul.140s "ue'S.HI'
Juz••cSa aceptable, t.niencSo.n euent.. lit dispersiOft 1,.h.rent. I 1.s
disereLiz.eiones ellill".•".do ~ en el U •••••del .e~udo utilizado.

Coao ••ued. "ers•• n la, ecuaciones ("4) " (45), les tundoflll'f.aut'
•••r•• i••n • 10$ d.s~l~z ••i~n~ol del solido "i ~ 5U5 d.rivddas ,.ri.erJs
deben sar d. cuadrado illte:'nbllt. Sin •.•5"1'110' 1." tuncilJllt!!i'Rue
IProxi ••n l.)sde-irl.zade"Lo"i del fl'Jh10 IIi no ••recilianel>~ l~ondic10n
lobI'. las derivad,s sino ,••ltn.5let tillel8U£ su diver'eAch cell de
eu;adrado 1nte:u.ble. E••t.o rel.JJ.10'Sr••ueri.ient.us d. conLinuidold de
1. tuncion!i .,sldo.n ~Ito, J.Santos r6l "rol'one utili:lr
funciones del· espacio de los el"aonLos .ixt.os de 8rczzi, Dou~las Y
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atrl' tar.as ".r.lltlas a est..se Itst.anrealizando I tin de .~orn.r
uti 1 e1 .etodo de Ius alea.n~os riniLos "ar. est.1tproblea.. POI'un
1,do, I. ia,.1.aentae10n de ele.entos de borde. Al re~r.sent.ar can un
4Io.inio tini to un "robl"a. IIflIJn••clio:iealintin!to, lillintroduclln
fronta,a, .rt.ificial., en 1.1 euales 1.s ond.~ son refleJad... ~
distorslonan II 101uclon nua~rica. P.r. eYi~a, est.o••d h.ft",g,.ud.Lo
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.e~odo ex~licito. Ito obst.nte, 11 naturalizi de In. ecu.c:i•••
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