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El presente trabajo estudia el ca.portamiento no lineal
geome~rico y mecanico de una tuberia de Acero sometida a
presi6n exterior, bajo condiciones de vinculo unilateral.

Los resultados numericos obtenidos a trave. del Metodo
de Elementos Finitos, se comparan con otras expresiones de
calculo sencillas, obteniendose buena concordancia.

This paper studies the geometric and material non linear
behaviour of a steel liner under external pre.sure,.ubjected
to a unilateral con.traint ••

The numerical result., obtained by mean. of the Finite
Element Method, are con.tra.ted with another one. computed
from more quite stmple expres.ion •• A good agree is chosen.



En lA ingenieria de Centrales Hidroelectricas, los com-
ponente. hidromecAnicos son muy iapertante. y requieren es-
tudio. cuidadosos.

Este trabAjo estudia el comportamiento no lineal 9eome-
trico y del material de tuberias enterradas, en las que un
cilindro de acero hace las veces de revestimiento del tunel
excavado en la roca, COMO indica la figura 1. Entre la rOCA
y la tuberia de Acero se cuela hermi90n de inyeccion.

Estas estructuras se disenan para re.istir la presi6n
interior, de acuerdo a 105 pliegos y c6digos de recipientes
de presi6n [ll, y ademas se verifican para el e.tado de
presi6n exterier.

Este estudio debe realizar •• para prevenir accidente.
en caso de existir filtracion.s en la roca (sometida a la
colu~a de agua del embalsel, y hallarse vacia la tuberia.

El compertamiento de est as e.tructuras bajo pre.i6n ex-
terior e. no lineal debido a 1•• siguientes causasl

P
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Comportamiento no lineal del material.
Comportamiento no lineal geometrico, necesario para
tener en cuenta grandes desplazamientos y cargas ae-
guideras.
No lineAlid4d en lAs condiciones de berde originAdA'



por el probl.ma de contacto entre _I cilindro de Acero
o blindaje, y el hormigOn de inyeccion.

El pandeo pl~stico de ca.cara. fue tratado, entre otros
autore. por Bushnell [23.[33.[43. Croll [5], y Godoy [63, y
solo ser~ comentado breveeente en este trabajo para en.ar-
carlo en el contexto de la .ecanica e.tructural.

Este estudio emplea la tecnica denOMinada Anali.i. no
lineal general [2],[3].[43,[5],[6]. que .e calcula Mediant.
el Metodo de Elementos Finitos [73. a trave. del progr •••
I'lSC/NASTRAN (8].

En 105 puntos siguiente •• e describe brevemente el
planteo del problema, el -adelo que 10 .i.ula y las hipOte-
sis e.pleadas en el proceso de calculo. Asimismo se listan
los resultados obtenidos. 105 que .e camparan con 1. teo-
ria de Amstutz (9], y expresiones sencilla. de calculo au-
geridas por Croll (5]par~ evaluar el pandeo ·elastopI6.-
tico de anillos imperfectos sometidos a pre.iOn exterior.

Se estudian un caso experimental cuyos resultados se
listan en (9], y se analiza adema. un prototipo con una
relaciOn RItz 37., donde cabe .sperar interaccione •• ntre
las eargas de eolapso mecanica y geometrica e influencia
de las imperfeeciones iniciale ••

Se eomparan resultados hallandose buena eoncordancia
entre 105 distint05 .etodos .-pleados.

Un estudio exhaustivo del pandeo plastico de cilindros
sometidos • presiOn exterior escapa a e.te trabajo, y pue-
de consultarse [2].

Como se indic6 en la introdueci6n e.te analisi. tiene
en cuenta las no linealidade. geOMetricas y del material.
La. no linealidades de la ge~tria .e consideran porque
son propias del proble.a (103. La no linealidad del .ate-
rial se lleva en cuenta dado que cada vez ma. frecuentemen-
te c6digos y pliegos la consideran, y ade.a. porque es ne-
cesaria para estudiar cc.o influye en el co~ort •• iento de
la estructura.

Debe mencionarse que en la bibliografia consultada
exi.ten abundantes referencias aeerea del pandeo no lineal
de cilindros sometidos a presi6n exterior. pero son eseasas
las aenciones a proble.as con este tipo de condiciones de
borde. Ello .e debea que, en general, los c6digos de dise-
nO y la bibliografia se aplican a estructura. off-shore,
aeron6uticas, aeroespacial •• y recipientes de presion en
general. Datos de referencia para e.te .studio se indican
en CUJ,C12J.

En la referencia [23 y en [63 .e clasifican los .etodos
de ataque a e.t. problema enl



i) Desarrollo de teoria. de pandeo a.int6ticas.
11) Desarrollo de programa. de computadora d. prop6.ita

general para c~lcula de •• tructuras en el ranQo .st~-
tico y din.mico. incluyendo .fectos no lineales de
geometria y de material.

iii) Desarrollo de programa. de camputadara de prop6sito
e.pecial para evaluar punto. limites de pandeo axil.i-
•• trico y an~li.is de bifurcaci6n no simetricD de es-
tructuras axil.imetricas.

Est. trabajo .igue los lineamientos del enfoque indica-
dD en ii). que .e denamina de acuerdo a [IJ. An~li.is no
lineal Qeneral. Esta tecnica consiste en hallar una trayec-
taria de equilibria considerando la. no linealidade. man-
cionada. ha.ta que .e alcanza la carga de colapso. ca-a
.uestra la figura 2.

Ce~ft. Lr.ite de 1.
ea.care re~fect.

A~~

Cuanda .e consideran efecta. no lineales del material
hay dos conceptos relacionada. que se conocen como carga de
folap~o. P&~o qu. ~esponden a distinto orioen. y que se de-
nominan Pc y Pp.

Para ilustrar esta idea se analiza el caso de una barre
compri.ida. Si la barre •• Qruesa figure 34 sera esperable



que la falla s. produzca par agot •• iento del .aterial, y el
punto de bifurcaci6n estara euy par enci.a de Pp. Si la ba-
rra es ~y delgada, figura 3b, 1. fall •• e producira antes
que .e agoten las reserva. del .aterial y en este caso e.
Pc « Pp. Existen ca.os inter •• dios en que Pc y Pp son del
mismo orden, ambos efectos no lineales .e acoplan, y .e .a-
nifie.tan las i~erfecciones iniciales.
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L. figura 4 ilustr. cu.lit.tiv.mente .ste ca.part •• ien-
to y ~estra que la curva li.ite .e aparta de la te6ric.
para esbeltec •• intermedi.s.

L. referencia [13] discute 1. curv. li.ite p.r. cilin-
dros sometides a pre.i6n exteriar y/e carg. axi.l, par.
esbelteces intermedi.s.

Debe .cl.r.rseque no .i.~re •• facil deter.inar el 0-
rigen de la c.rga de col.pso ••di.nt. un analisis d. est.
tipo, 10 que obliga • un uso cuid.do.o del progr •••• Este
detiene el proceso cuando ••• nula .1 d.ter.inante de la
matriz de rigid.z, ya s.a par agot.miento del .aterial, 0
par una fall. de origen .lastico. La refer.ncia [2] advi.r-
te la. trampas numeric •• que pUeden ap.r.cer al usar .st.
enfaque.

En 10. puntas siguient.s •• de.cribe en d.talle el tipo
de saluci6n empleada, caracteristica. d.l .adelo, etc.
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EI Anali.is no lineal general se resuelve empleando la
.01uci6n bb del program. MSC/NASTRAN [14J que contempla las
no lin •• lidad.s g.~tric.s y d.l lIlateri.l.

El obj.tivo d. 1. soluci6n e.t.tie. no lineal .n
"SC/NASTRAN e. silllilar41 COlllport•• iento de una .struetura
c.lcul.ndo .u re.pue.ta frente a un. hi.tori. 0 p.so de
c.rga determinado. '

La ecuaci6n fund.mental d.l analisis .st.tieo no lineal
e. lIlinimizar el error .n .1 vector d. carg •• nOd.I •••• xpr.-
.ado par la .cuaci6n (1)



(Q) carQas reactivas asociada. a condiciones de contorno
princip.al_

(F) vector de solicitaciones interiore. aplicado. en loa
nodo., y calculado Mediante loa elementos. Incluye
terminos no line.le. y per.ite evaluar carQa •• egui-
dera ••

Para obtener la soluci6n no lineal _ elllple.l••• triz
de rigidez tangente [KJ, en donde su. ter.ino •• on de 1.
forma.

[
a Fi][KijJ. ---- r
aUj u-u

i i
(F(u» • (F(u » + [KJ(u - u )

Su.tituyendo (3) en (1) pUede plantear_ 1. iteraci6n de
N_ton - Raph.on:

i+1 1 1
[KJ (u - u ) • (.s(u » (4)

Est. puede combinarse con 1. (1) , y result ••

1+1 i
[KJ (u u ) • (P) + (Q) - (F) (5)

El vector F .e obtiene a p.rtir del estado anterior,
sum.ndo la contribuci6n de 10. elementos en cad. nodo.

i i r i T i
(F(u )} - (Ap(u » - [K J (u ) + (P ) - (f) (6)

i
(tlP(u )} vector que caleula el eambio en la. fuerza.,

debido a IDS desplaza.ientoa nodale. (fuerza •
•&guidora.)

.atriz de referencia del elemento. Ineluye ter-

.ino. no lineal e••

T
(P )

i
(f )



i+1
(6 ).

i
(.t > i+1

(f
i i+1

f ) - [Kl (u
i

u )
La •• triz [Kl puede considerarse COMO la sum a de con-

tribucion •• , rigidez del •• terial, mas rigidez geometrica.

Los efecta. no lineales del material se consideran a
traves de un criterio de Iluencia (Von Mis.s,Tresca,etc.),
el que aseciado alas ecuaciones de Prandtl-Reuss permite
plant.ar una tensi6n efectiva, que compara el est ado ten-
sional real, con e1 del ensavo uniay,ia1,[2l,[141.

Los efectos no lineales en 1a gec.etria considera"
grandes desplazamientos V pequena. deformaciones.

Se realiz6 un ~elo del cilindro de Acero empleando e-
l_entos cuadril~t.ros pianos QUAD4 [1:5l ,de seis grados de
libertad por nodo, tres d.splazamientos y tres rotacione ••
Este el-.nto esta for~lado en base a la teoria de Mindlin
y posee rigidez flexional V •• mbranal. Tiene en cuenta .-
feeto. no lineal •• de .at*rial V geometricos, V es capaz de
evaluar carga. seguidoras [14].

Se mode16 el eilindro con 72 .Ie..ntos QUAD4, represen-
tando todo .1 anillo, figura :5, con un paso anular de se.
En la direcci6n meridional se coloc6 un solo elemento. Se
supon. que el tubo •• comporta con un est ado plano de de-
formacion, colocando I. vincu1aci6n correspondiente.



La restricci6n unil.teral que 1. impon •• 1 hor.igOn d.
iny.cci6n a 1. tuberia •• ~dela .edi.nte elementos GAP
[16J, figure a. E.tos elementos actu.n cOftQ re.orte. unidi-
reccionales, tomando c.rg. cuando se cierra el huelgo ini-
cial. La direcci6n de 1. carga en loa GAP si•• pre e. la i-
nici.l.

••
"

° CoapresioD
•• 'a-"

L. c.rg. de presi6n exterior •••• teri.lizO medi.nte
sentencias PLOAD que reparten carga. en 10. nodoa en for-
m. di.creta en lug.r de hacerlo s~un 1. energi. equ~v.l~-
te, porque .e h. verific.do la convenienci. de au uso cu.n-
de .e _ple.n .l-.ntoa planas par. repr •• entar superficies
curv.s [17].

El modelo de materi.l es el •• tapla.tico id•• l, y el
crit.rio de flueneia .l-oido e. el de Von "is.s.

El _todo de iter.ci6n es .1 de Nltwton-Raph.on, con 1.
aetualizaci6n de la •• triz de rigid.z en cad. iter.ci6n.
Ello es asi debido • l.s fuerte. no line.lidades geometri-
c•• que muestr. el probl ••••

P.r. v.lidar e.ta tecnie. de resoluci6n .e .iMUl. el
comporta.iento de una tuberi. de la que .e disponen resul-
tados experiment.l.s y an.liticos en [9J, y que se deno-
mina modelo de prueba.

Par ser de inter.s industrial •• discuten ademas r.sul-o
t.do. numlricos obtenidoa en el anali.i. de un prototipo cu-
y.s caracteristica. difieren del modelo exp.rimental.



[9]. Sus di •• nsione. son en KQ y •• , Radio medio 478., Es-
pesor 2.6S , Tension de fluencia 28.9, Modulo da Elastici-
dad 21400., Esbeltaz Rft 190.37. La presion critica axperi-
•• ntal halleda as 0.0473, la calculada 0.0472, segun [93.

Este trabajo analiza dos condiciones da funcionamientor
anillo (estado plano de tensiones) y tubo <estado plano de
deformaci ones).

La Tabla 1 compara resultados de la referencia [9] y
de este trabajo. La Tabla 2 lista 10. pasos de carga ver-
sus el desplazamiento mAximo. Esta Tabla se grafica en la
figura 7 para moatrar la trayectoria no lineal.

Ca.paracion de Resultados
Exp. Analitico Nu.erico

anillo tuba

La respuesta numerica aimula aceptablemente desde el
punta de vista cualitativo el modo de deformacion de la es-
tructura, que puede comparars. con datos de [93,[II),[18J.

Las discrepancias con los resultados disponibles pueden
.xplicarse desde dos aspectos. Par un lado existen algunos
datos inciertos, como al huelgo inicial, y las imperfeccio-
nes iniciales que en la prActica sa i~onen por considera-
ciones tecnoloQicas, como ovalizacion, soldadura, etc.

Per otra parte existen alguna. simplificaciones en las
consideraciones con las que se trata la no linealidad del
.aterial.

La trayectoria carga desplazallliento graficada ilustra
los afectos no lineales, qua en este caso son basicamente
geometricos, dado que no se producen pla.tificaciones has-
ta la proxilllidad de la carg. critic •• Ademas lIIuestrael
ca.tJio da rigidltZ en 1. zona da la onda de pillldeo.

Este modelo represent. una tuberia da pac. asbeltez,
con una relacion R/t 37., mucho lIIasbajo que 10 usual, y
par 10 tillltoresulta da interas analizarlo con ~sta tecni-
ca.

La. caracteristicas de este modelo son: Radio 1830.,
Espesor SO., Tension de fluencia 70. Modulo de Ela.ticidad
21000., imperfeccion inicial 6.4, huelgo inicial 0.OOO4*R.

Se comparan los resultados obtenidos con las expr.sio-
nes de 1& re~.rencia [93 y la sugerida per Croll [53, para
avaluer al cOlllPortamiento da anillos elastapla.ticos i.-
perfectos.
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TABLA 2

SU&CASO INCREI'I. PRESION DESP. ITER. II'IP.•.DESP.
0 0 0.001

1 1 0.250 9.772675£-4 2 0.00198
1 2 0.5 2. 193567E-3 1 0.00319
2 3 0.575 3.677991£-3 1 0.00468
2 4 0.650 8. 329306E-3 2 0.00933
2 5 0.725 1.858279E-2 9 0.01958
2 6 0.800 2. 124580E-2 1 0.02225
3 7 1.200 3.930419£-2 3 0.04030
3 8 1.600 6.07865bE-2 4 0.06179
3 9 2.000 8. 461565E-2 2 0.08562
3 10 2.400 1.108631E-l 2 0.11(186
4 11 2.800 1.427414E-l 2 0.1:4374
4 12 3.200 1•750640E-l 3 0.17606
4 13 3.600 2.099845E-l 2 0.21098
4 14 4.000 2.552829E-l 2 0.25628
5 15 4.100 2. 686854E-l 2 0.26969
5 16 4.200 2.B6b591E-l 2 0.28766
5 17 4.300) 2. 975360£-1 3 0.29854
5 18 4.400 3.083761E-l 1 0.30938
5 19 4.500 3. 194771E-l 1 0.32048
6 20 4.560 3. 26302bE-l 1 0.32730
6 21 4.620 3.334139E-l 1 0.33441
6 22 4.680 3.407005£-1 1 0.34170
6 23 4.740 3.476457E-l 2 0.34865
6 24 4.800 3.557634E-l 1 0.35676
7 25 4.840 3.607458E-l 1 0.36175
7 26 4.880 3.661032E-l 1 0.36710
7 27 4.920 3. 715257E-l 1 0.37253
7 28 4.960 3.770875E-l 1 0,37809
7 29 5.000 3.827834E-l 1 0.38378
8 30 5.040 3.886257E-l 1 0.38963
8 31 5.080 3.946241E-l 1 0.39562
B 32 5.120 4.007901£-1 1 0.40179
8 33 5.160 4.071370£-1 1 0.40814
B 34 5.200 4.136789£-1 1 0.41468
B 35 5.240 4.20432!5E-l 1 0.42143
B 36 5.290 4.274165£-1 1 0.42842
8 37 5.320 4.346523£-1 1 0.43565



La Tabla 3 c~ara resultados Obtenidos con las expre-
siones de Amstutz ,de Croll y Elementos Finitos

Ca-paraci6n de Resultados
E. Fini tos Croll AlDstutz

Siaplif. Camp 1eta

Este trabajo permite concluir que el metoda de elemen-
to. finito •• a trave. de programas de prop6sito general, es
capaz de predecir razonablemente bien el comportamiento de
_tas e.tructuras. Esta forma de trabajar requiere recur-
sos coaputacionale. importante ••

Deade el punta de vista del diseno de casas relativa-
eente simples como el de la tuberia lisa; permite comprobar
la validez de 1a teori. de Amstutz.

Sin embargo en la ap1icaci6n d. esta tecnica a estruc-
turas de ca.portamiento similar, pero geometricamente mas
camp1.jas, reside l.poteneia del an41isis mostrado. Los
aut ores en su experiencia profesion.l han verificado bifur-
cadores mediante esta tecnica.

Cabe Observar que de esta forma puede estudiarse deta-
lladaMente el caso de 1•• tuberias rigidizad.s, que par 10
general .e tratan en forma simplificad ••

Ad •• as el metoda permite considerar leyes constitutivas
distintas • la e1.stop1.stica ideal, diferentes condiciones
de borde. distinto tipo de imperfecciones, etc.

Par ulti.c cabe coment.r que este tipo de prob1 ••••• po-
driB atacar.e .ediante tecnicas de programaci6n mate.atica,
que quizas reduzcan 10s recursos computaciona1es. aunque
aun no estan demasiado difundidas.
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