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Neste trabalho se apresenta a formulacao de um elemento finito de
8 nos e 32 graus de liberdade para analise de cascas, empregando a teo-
ria de Kirchhoff-Love, resultante da discretizacao do dominio seguindo
as direcoes principais de curvatura da superficie media.

Posteriormente sac mostrados resultados obtidos com este elemento
na analise elastoestatica de placas e cascas.

A Finite Element formulation for shell analysis based on Kirchhoff-
Love theory is presented, employing an 8 node, 32 d.o.f. conforming
element, derived assuming a discretization of the domain following the
principal directions of the curvature of the middle surface.

Results of elastostatic analysis of plates and shells, using the
derived element are also presented.



Casca e um solido tri-dimensiona1 que se caracteriza por possuir
uma de suas dimensoes muito menor que as demais. Por conveniencia defi
niremos a configuracao L da casca a partir da superficie media Lm e de
sua espessura h mediante uma re1acao entre os pontos X e Leos pontos
correspondentes Xo e Lm da superficie media:

h=h(Xo)

r;=r;(x,xo)

N=N(X )
o

a distancia entre X e X
o

a normal unitaria a superficie media no ponto X
o

Admitiremos que a superficie media e suficientemente regular de
maneira que Nesta univocamente definida em todo ponto de Em e esco1he
remos 0 plano tangente e sua correspondente normal como base intrinse~
ca em cada ponto Xc e Em [1].

Definindo V como 0 espaco vetoria1 euclidiano tridimensional e in
troduzindo os tensores projecao wen 8 n:

As cOlDponentes de um campo vetorial v • V segundo 0 plano tangen-
te e segundo a normal N resultam:

Vt • nv eomponente tangente de v
\

v~ • (N 8 N)v • (v-N)N cOlDponente normal de v



Urn campo de aeoes de movimento sobre uma configuraeao de uma casca
se denomina de Kirchhoff-Love, quando as normais a superficie media se
mantem normais a esta superficie sem experimentarem deformaeoes. t pos-
sivel mostrar [2,3] que urn campo deste tipo pode ser -expresso mediante:

\l(o) representa 0 gradiente superficial
v deslocamento de Xo 0

componente tangente de Vo
componente normal de Vo
giro da normal N

VN=VN(Xo)
6=IlNvot-llvN

Dentro da teoria de Kirchhoff-Love [4], as integrais sobre a confi
guraeao L da casca, presentes quando analisamos seu equilibrio global,-
podem se transformar em integrais sobre a superficie media Lm 0 que per
mite reduzir 0 problema a urn problema bidimensional. -

Dentro da primeira aproximaeao de Love [3] em que I+~IlN~I (onde I
e 0 tensor identidade sobre 0 plano tangente) e para 0 caso de deforma-
eoes infinitesimais (E=(llv)S), 0 problema do equilibrio com condieoes
homogeneas de contorno pode ser analisado mediante 0 seguinte problema
variacional:

Determinar (vOt'vN) e W tal que:

fJ
L

(Noc+MoX)dLm ff
L

(ftOVot+fNvN)dLm
m m



N e M sac os tensores esforeo
dados pelas expressoes:

N = f T dl;
h t

Tt=TITrr e a parte plana do tensor de tensoes T

£,X sac os tensores deformaeao plana e mudanea de curvatura da su-
perficie media (deformaeoes generalizadas), dados em funeao das
componentes (vot,vN) do deslocamento pelas relaeoes:

sao as componentes intrinsecas da forea externa uniformemente
distribuida na superficie media L~.

e 0 espaeo tal que seus elementos (Vot,VN) satisfaeam condieoes
de contorno homogeneas e as integrais do principio variacional
possuem sentido.

No caso de materia is elasticos isotropicos a relaeao constitutiva
entre tensoes generalizadas (N,M) e deformaeoes generalizadas (£,X) es
ta dada por:

Parametrizando-se a superficie media segundo. as direeoes princi -
pais de curvatura (e1,e2) podemos definir uma base ortonormal para 0 es
paeo vetorial euclidiano v ao qual denominamos de base fisica. Denotan~
do-se nesta base fisica por: .

aaa tenso~ met~ico associado a supe~ficie'media
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e introduzindo as notacoes:

U vot<1> V vOt<2 > W vN

A = ~ B ~

as componentes fisicas das deformacoes generalizadas (E,X) poderao ser
expressas por:

au 1 V a w(W) A: + AB W (A) - R1
av 1 U a (B) w

E<22 > (w) Il+ ABW -~

1 au 1 v a (B) u a (A) aVl
E<21> E<12 > ="2 {(W) Il - AB aBl- - ABW + (W) A}

1 a 1 aw U 1 1 aw v aA
- { A:aer(AW + "R) + AB (Il aw + ~) aw}1 •••

{I a (1 aw v ) 1 (1 aw U) <lB }
- Il W Il aw + ~ + AB A W + R1 W

1 1 a 1 aw U 1 1 aw v aB
- "2'{1lW (A:W + R

1
) - AB (Il W +~) W-

1 1 aw U aA 1 a 1 aw v
- AB (A:W + R

1
) W + A:W (Il W + ~)}

Nos casos em que OS raios de curvatura principais da superficie me
dia da casca sejam suficientemente continuos, para assegurar que as in~
tegrais da formulacao variacional tenham sentido sera necessario exigir
que os deslocamentos nos pIanos tangentes U e V sejam continuos (classe
CO) e que os deslocamentos normais W tenham derivadas continuas (classe
C1) [5,6].

Como a geometria da casca esta sendo dada em forma exata, adotou-
se uma interpolacao polinomial quadratica para os deslocamentos U e V
(polinomios serendipticos, classe CO) e cubica para 0 deslocamento trans

versal W (polinomios de Hermite, classe C1). Construiu-se um element(;
retangular de 8 nos e 32 graus de liberdade (Fig. 3).

Na definicao dos pOlinomios interpolantes, os elementos foram refe
ridos a um dominio padrao como ilustra a Figura 4.0spolinomios interp~
lantes Sao fornecidos nas Tabelas I e II.



Graus de Liberdade:
(lW (lW (l2W

(0): D, V, W, W' W' ~81d82

(-1,-1 11, -I)
X

Fig. 4. Elemento de referencia / discretiza~ao utilizada

POLINOMIOS SEREND1PTICOS
\jJl(~' 11) U; - 1) (1 - 11) ( 1 + ~ + 11)/4

\jJ2(~' 11) ( 1 _ ~2) (1 - 11)/2

\jJ3(~' 11) ( 1 + ~) (11 1) ( 1 - ~ + 11)/4

\jJ4(~' 11) ( 1 + ~) (1 + 112)/2

\jJ5(~' 11) ( 1 + 0 (1 + 11) (~ + 11 - 1) /4

\jJ6(~' 11) ( 1 _ ~2) (1 + 11)/2

\jJ7(~' 11) (~ - 1) C1 + 11) (1 + ~ - 11)/4

\jJ8(~' 11) ( 1 - ~) (1 - 112)/2

Dominio de referencia: [-1, 1] x [-1, 1]

Graus de liberdade nodais: {(Ui, Vi); i = l,B}



1-',0 (I, t>

- - I -1)

Dominio de referencia: [-1, 1] x [-1.

. . i awiGraus de l~berdade noda~s: {(w , ~'
aJ

'c an)' io,~

Graus de liberdade Polinomios interpolantes [W. :Polinomios de Hermite]
nodais (no i) ~

no 1 no 3 no 5 no 7
i 'h(t;) WI (n) W3(t;) W4(n) W3(t;) W3 (n) WI (t;) '!'J(n)w

aJ Wz(t;) WI(n) h(t;) WI (n) h(t;) W3 (n) W2 (t;) W3 (n)~

awi
WI (tJ W2(n) W3 (tJ W2(n) W3 (t;) W4(n) WI (t;) W4 (n)an

8zwi
Wz(U wz(n) W4(U W2(n) W4(U W4(n) W2UJ h(n)aE; an

Polinomio5 de Hermite
2WI (5) (1 - 5) (2 + 5)/4

W2(5) (1 2- 5) (1 + 5)/4
2W 3 (5) (1 + 5) (2 - 5)/4

2W4(5) (5 - 1) (1 + 5)/4
TABELA II - Interpola~ao do deslocamento ortogonal ao plano tan-

gente

Na obten~ao das matrizes de rigidez e do vetor de solicita~oes
distribuidas elementares utilizou-se de integra~ao numerica de Gauss.
Embora 0 numero de pontos de integra~ao a serem utilizados na integra-
~ao exata das matrizes de rigidez e dependente da superficie media ana
lisada, evidenciou-se que 3 x 3 pontos de integra~ao foram suficien~
tes para garantir a boa convergencia dos exemplos apresentados [7].



Descrevemos a seguir alguns exemplos comparando os resultados nu
mericos obtidos com os fornecidos por outros autores.

Analisamos inicialmente uma placa retangular engastada sob carre
gamento diferencial. Tem-se como objetivo testar 0 comportamento do
elemento (malha 1 x 1) quanta a torcao sob mudanca da relacao de as-
pecto (veja grafico I). Uma analise comparativa com outros elementos
existentes na literatura pode ser realizada atraves dos resultados
apresentados em [8].

Um exemplo de placa circular com orificio foi analisado e compa-
rado com solucoes analiticas fornecidas em [9]. Ctimos resultados fo
ram obtidos conforme se pode verificar nos graficos II e III.

Efetuou-se uma analise de convergencia com 0 refinamento da ma-
Iha estudando-se uma casca cilindrica sob carregamento concentrado
("P'inchedCylinder"). Evidenciou-se uma convergencia monotona dos re
sultados numericos a solucao de G. Cantin, fornecida em [10], como
ilustra a tabela III.

Urnexemplo de casca cilindrica sob peso proprio ("barrel vault")
foi analisado e os resultados numericos foram comparados com os for-
necidos em [II]. Bons resultados foram obtidos conforme ilustra os
graficos IV-VI.

Conforme Ashwell [10], estes dois ultimos exemplos sao conside-
rados padroes para testes de elementos de cascas. as resultados obti
dos certamente confirmam 0 borndesempenho do elemento desenvolvido.

Terminando esta analise, apresentamos urnexemplo de uma casca
toroidal sob pressao interna constante. Uma solucao analitica, medi-
ante a teoria de membrana, e apresentada em [9]. Apesar da simplici-
dade do exemplo, pudemos testar 0 comportamento do elemento em urnca-
so tipico de cascas de dupla curvatura, v~riavel ao longo dos elemen-
tos (veja grafico VII).
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Propriedades:
Longitude L
Raio R
Modulo de Young E
Coeficiente de Poisson v
Espessura t
Carregamento P

10,35 in
4,953 in

10,5 x 106

0,3125
0,094 in

100 lbf

TABELA III - Cilindro sob carregamento concentrado ("Pinched Cy-
linder"). Malha de elementos finitos, numero de
graus de liberdade, deslocamento transversal sob a
solicitacao concentrada (W(D» e erro em relacao a
solucao de G. CANTIN [10] (W(D) = 0,1139 in).

Malha W(D) Erro(1/8 cilindro )*
_2

lx4 (55 G.L.) 4,3008x10 62,2 %
_2

4x4 (175 G.L.) 4,4307xl0 61,6 %
8x8 (671 G.L.) 1,0175xl0- 10,7 %
3x20 (679 G.L.) -11,1270xl0 1,05%
3x30 (1019 G.L.) -11,1297xl0 0,81%

(*) malha axb (1/8 cilindro):
(0,0 ~ Z ~ 5,175 in ; 0 ~ e S 900), elementos iguais
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