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La formulaci6n debil por elementos finitos del problema de transmi
s~on del calor con cambio de fase lleva a la resolucion de un sistema
de ecuaciones no lineales en las temperaturas en cada paso de tiempo.
Cuando el calor latente es comparativamente alto la elecci6n de una bue
na aproximaci6n a la matriz tangente es critica. En este trabajo se de=
riva una expresi6n para la matriz tangente exacta. Se desarrolla un me-
todo para calcularla y se analiza el comportamiento de los terminos que
la componen para los diferentes rangos de valores que pueden tomar los
parametros fisicos del sistema. Finalmente, se presentan ejemplos nume-
ricos.

Using weak formulations and finite elements to solve heat conduction
problems with phase change requires the resolution of a non-linear
system of equations in the nodal temperatures at each time step. The
choice of a good aproximation to the tangent matrix is critical when the
latent heat is comparatively large. In this work we derive an exact
expression for the tangent matrix. We develope a method to calculate this
matrix and analyze the behaviour of its terms for differents values of
the physical parameters of the system. Finally, several numerical
examples are shown.



Sea el problema de conduce ion del calor con cambio de fase [lJ ,
[2J y [3J:

• Cp(T) dT + hO} + L •
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~ = - kVT = flujo calorico.
k = conductibilidad termica. (3)
Q = generacion de calor por unidad de volumen, unidad de tiempo.
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Obtenemos las N ecuaciones pesando la ecuacion (1) con las N
funciones de forma N (x)\.I-

IN (.?S.) f ah + ~ • ~ - Q} dn = 0
n \.I 1at

Integrando por partes obtenemos, cuando no hay cambio de fase, la
formulacion debil del problema [4J, [5J:

h = I N (x) h (T(x» dn\.I n \.1- -



h ,f~ Y g~ representan fisicamente la entalpia nodal del nodo ~,
e~ flujo de conduccion al nodo ~ y el flujo externo aplicado al nodo
~ . Esta misma formulae ion sigue siendo valida en presencia de un cam-
bia de fase. Basta con agregar a la ecuacion 4 el balance 'de energia
en la interfase pesado convenientemente con la funcion N (x) . La ex-
presion para la entalpia nodal se convierte entonces en uHa integral de
una funcion discontinua sobre el elemento, en aquellos elementos por los
cuales pasa la interfase. Para efectuar esta integral en forma numerica
deben aplicarse tecnicas especiales de integracion [6], [7] y [8].

Una de las formas mas comunes de integrar temporalmente la ecua-
cion anterior es poner:
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Si conocemos el valor de las temperaturas nodales en
C10n (12) representa un conjunto de N ecuaciones con N
que son las temperaturas nodales en t + ~t , que se puede
en la forma:

t , la ecua-
incognitas
representar

Donde
G

T es el vector de temperaturas nodales de dimension
son mapeos:

La solucion habitual a este problema no lineal es: conociendo una
aproximacion xi al vector !(t + ~t) buscar una solucion mas aproxi-
mada xi+1 como:
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que representa un sistema lineal de ecuaciones de nxn que se puede re
solver si la matriz ~ es inversible.

Si bien la parte de la matriz tangente que corresponde a los flu-
jos de conduccion no presentaninguna dificultad, la parte de las ental
pias nodales encierra una irregularidad al ser h(T) discontinua en
T = T 1a temperatura de cambio de fase. Mas todavia separando las en-
talpi~s nodales en dos terminos:

Vemos que hSCF corresponde a la entalpia nodal de un problema,
eventualmente no lineal, pero sin cambio de fase y por 10 tanto no hay
problemas en el calculo de las derivadas: ah~CFfaTv' P~r 10 tanto el
problema reside en el calculo, si es que existe, de ahC faTlJ v

hCF= IN (x) L E (T - Tm) drllJ lJ-

ahCF dE aT(x)
= JNlJ L_lJ_ =

IN (x) L - ---- drl o (T - Tm) Nv(3Y drl
aT lJ- dT aTv v

donde c(T - Tm) es la funcion impulso de Dirac:
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Veamos que la influencia de la interfase en la matriz de masa es
equivalente al de una inercia concentrada de magnitud Lfl~1 por uni-
dad de longitud de la interfase dS. La interpretacion fisica de este
resultado se puede interpretar a 1a luz de la aproximacion "pastosa"



(mushy) es decir, suponiendo que el cambio de f~se se hace en un inter
valor de temperatura ~T (ver figura 1).

Obtenemos una variacion de cp con la temperatura co~,en 1a fi-
gura 2. La matriz ah~T/aT sera:
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Eller. termino es la matriz ahSCF/aT La segunda es
bucion que solo proviene de lare~ionll QAT llcuya temperatura
prendida en el intervalo: IT - T I < ~T/2 •m
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Los resultados numericos demuestran que la inclusion de este termi
no incrementa notablemente la convergencia a la solucion de la ecuacion
(13). Ademas el calculo debe hacerse solo en aquellos elementos por los
cuales pasa la interfase, 10 que implica que pata ~n problema de gtan-
des dimensiones (N)>I) el calculo de este termino es despreciable con
respecto al c&lculo de toda 1a ma~riz.
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Consideremos, por ejemplo una estructura muy simple de dos elemen-
tos lineales y tres nodos, estando las temperaturas de los extremos fi-
jos a Tl > 0 Y T3 < 0 • El sistema tiene por 10 tanto un solo grado
de libertad, la temperatura nodal T2 (ver figura 4).

En este caso la contribucion h~F es:

Vemos que h~F tiene dos pendientes, segun por que lado se hag a
tender T2 = 0 Esto se puede entender facilmente a la luz de la ex-
presion para la matriz tangente en la ecuacion (21) ya que en este ca-
so en que las temperaturas nodales son Tl ' 0 ,T3 esta expresioon
se transforma en:
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La eontribueion
nodo f2 son:

1 [ 2 CF~ T2 k- 1 P ep - T + h + 2 --
t.t 3 2 2 p
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Donde se ha supuesto a
plifiear) .
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Fo y Ste son los nGmeros adimensionales de Fourier y Stefan res
peetivamente. Si Ste» 1 la resoluei6n de la eeuaeion esta gobernada
por los dos terminos restantes lineales. Por otra parte si Fo» Ste-l
la resoluei6n esta gobernada por el Ultimo tErmino de eondueeion, debi-
do a que, por ejemplo, se ha elegido un paso de tiempo muy grande.

Enla figura 5 se observa el valor que toma g para un dado valor
de Ste y Fo.

Los resultados obtenidos en el ejemplo preeedente permiten expli-
ear el eomportamiento del algoritmo de resolueion de la eeuaeion IS,
euando el sistema tiene muehos mas grados de libertad. Efeetivamente,
eua~do no se ineluyeen la matriz de masa el tErmino debido al eambio
de fase el residuo ~= SJ - ~ . baja rapidamente a 0 en aquellos no-
dos que no estan eoneetados a un elemento por donde pasa la interfase,
mientras que en aquellos nodos que si estan coneetados a uh. tal ele-
mento, el residua se mantiene eomparativamente.,tlto y va J;lajandoen fo!:,
ma dpiea de un proeeso seeante, es d.cir II R1. I~;;;; C IIR111, a difere.!!.
cia de un proceso tangente donde II R1+111 •• ell R1/1 •

Esto es un claro indicio de que no se cuenta con la matriz tangen-
te sino eon una aproximaeion a 6sta. El cOmportamiento del residua en
los nodos cercanos a 1& interfa~e es similar al del nodo 2 de la estru£
tura simple analizadaanteriormente.



Es bien conocido el hecho de que dad a una funcion f(x) monotona
creciente:

es posible resolver la ecuacion f(x) = fo para todo f(a) < fo < f(b)
mediante el esquema iterativo (Atkinson, [10J):

Ix·i+1 _ x I ~ ( ) I i Io < max Y,a x - Xo

Si a = 1 para algUn par de valores xl ,x2 entonces el esquema
puede caer en una "trampa" (ver figura 6) 0 si la pendiente cerca de la
solucion es caso 2k entonces la convergencia puede ser muy pobre, co-
mo en el caso de la figura 7., Esto tambien puede pasar si la pendiente
es muy chica comparada con k (ver figura 8) 0 sea Y casi igual a 1.

En nuestro caso, si no incluimos la matriz debido al cambio de fa-
se dh2CF/dT2 estamos iterando con un k = 2(1/3 + Fo) El valor maxi
mo de la derivada en el intervale sera:

Como el termino debido al cambio de fase es monotone creciente
Y a es decir que no puede haber problemas del tipo de la figura 8 •

Entonces la condicion para que el esquema sea convergente para es-
te problema simple es:



A pesar de la simplicidad con que fue derivada esta con4ici6n de
convergencia, expresa los inconvenientes generales de problemas con mu-
chos mas ~odos. Si Ste: Stecrii (en este caso Stecrit ~ ~/4) el e~
quema sera convergente solo en e caso Fo > Fo. que 1mp11ca una co-
ta minima para el paso de tiempo t 0 un tamanW1~ximo para la malla.
Ademas el sistema se puede hacer inestable cuando la interfase pasa muy
cerca de un node y el gradiente de temperatura de un lade de la interfa
se es muy diferente que del otro lado, debido al factor que contiene -
las temperaturas en el denominador.

Todo esto ha llevado a implementar metodos Quasi-Newton 0 de line-
search para mejorar la convergencia. Sin embargo la inclusion del termi
no propuesto en este trabajo a la matriz de masa es relativamente poco
costoso, ya que solo exige la evaluacion de una matriz en aquellos ele-
mentos por dondepasa la interfase, e induce una convergencia cuadrati-
ca. Es de notar que, para obtener una convergencia cuadratica, la co-
rreccion a la matriz tangente debe hacerse en cada iteracion. Debe te-
nerse especial cuidado al implementar estrategias que actualizan la ma-
triz tangente solo si el residuo es mayor que una cota dada ya que si
bien el vector hBF es continuo, sus derivadas son discontinuas en
aquellos puntos en que algun nodo cambia de fase, como el punto T2 = 0
en la figura 5. Entonces si una vez que se redujo al residuo por debajo
de esta cota algun node cambia de fase, la matriz con la que se itera
puede pasar a ser sensiblemente diferente a la matriz tangente. Una es
trategia mejor seria actualizar la matriz tangente mientras el residuo-
es mayor que una cota dada 0 cuando algun nodo cambia de fase, hecho
que es bastante simple y rapido de verificar ya que solo hay que compa-
rar los signos de lastemperaturas nodales en dos iteraciones sucesivas
al actualizar el vector de temperaturas.

Se ha comprobado la efectividad de esta modificacion en un gran nu
mero de casos. En la figura 9 puede observarse un histograma donde se
compara la convergencia con y sin matriz de interfase para una estructu
ra simple que consiste en una barra de longitud 1, p cp ~ k = 1 , -
T ~ -1 • La barra esta inicialmente a T(X, 0) = 0 y a t ~ 0 imp one
mWs en un extrema T(O, t) = -2 • Se han hecho experiencias numericas -
para diferentes L(=Ste-1) y ~t(=Fo) • En la figura cada histograma
representa una experiencia para un dado ~t y L. Para cada paso de
tiempo se dibuja una columna vacia cuya altura representa el nUmero de
iteraciones necesarias para hacerconverger ese paso de tiempo a un re-
siduo R < 10-6 , donde el residuo normalizado R se define por:

Las sucesivas columnas en cada histograma corresponden a sucesivos
pasos de tiempo dentro de la misma experiencia. Las columnas truncadas
son pasos de tiempo'en los cuales la convergencia no se alcanzo dentro
de las primeras 30 iteraciones. Cuando el comportamientodel residuofue
tal que permitia predecir que la convergencia no se iba a producir ni
siquiera para un nUmero de iteraciones mayor que 30 (como en la figura
10.b) se Ie coloco un simbolo 00

En los histogramae oe oboetv~ que el c~pottamiento del esquema me
jora drasticamente con la adicion de la matriz de capacidad de la inter
fase. En las figuras 10 y 11 se observa ungrafico logaritmico del resT
duo para cada paso de tiempo. AlIi se puede observar claramente la con=
vergencia cuadratica del residuo con matriz de interfase.



Figura 9; Histograma comparativo del COII1portamientocon, y sin Matriz
"-

de Interfase.
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Concentremonos en el comportamiento del esquema iterativo sin ma-
triz de interfase, para L = 5 en la figura 9. AlIi vemos que para
t = 1 , 0.5, 0.2, 0.1 y 0.05 el esquema se detiene en t = 2.0, 1.5,
0.8, 0.4 y 0.2, (consideramos que el esquema se aetiene despues de
efectuar 30 iteraciones. Para obtener las columnas del histograma si-
guiente se inhabilito la detencion automatica del programa). Vemos que
al disminuir el paso de tiempo no mejoramos la convergencia sino que
por el contrario el proceso se detiene cada vez mas prematuramente. Es
to es sencillo de explicar a la luz de 10 discutido anteriormente para
la estructura simple de 3 nodos cuando no se incluye la matriz de in-
terfase, ya que ahi, se"demostro que la reduccion del paso de tiempo
no aumenta la convergencia sino que la empeora.

En cuando al costo adicional de la evaluacion, este es m~n~mo, ya
que solo necesita una integracion sobre los elementos por donde pasa
la interfase. Por ejemplo para'una estructura bidimensional de 100 ele
mentos, 121 nodos la evaluacion de la matriz requiere un tiempo de CPU
de 1/2 segundo cuando la interfase pasa por 18 elementos, frente a un
tiempo de evaluacion del residuo de 9 y 1/2 segundos, en promedio. Es-
to significa el 5% del costo de la evaluacion sin tener en cuenta la
resolucion del sistema lineal. Estos datos del costo'son para una es-
tructura con k y P cp constantes para la cual no hace falta recal-
cular la matriz de capacidad y de la matriz tangente en cada iteracion
ni modificarla como en los metodos quasi-Newton. Para los casos en que
no son constantes es de esperar una incidencia menor en el costo de eva
luacion. Por otra parte la reduccion en el nUmero de iteraciones nece~
sari as para resolver un dado problema fue de un 70% menos de iteracio-
nes para lograr la convergencia cuando se requeria un residuo normali-
zado menor que 10-6• Esta reduce ion aumenta a medida que se requiere
mas precision debido a la convergencia cuadratica del metodo tangente.
Ademas la inclusion de este termino amplio sensiblemente la gama de
problemas donde el proceso iterativo convirgio sin recurrir a algorit-
mos mas potentes, pero mas costosos, para obtener convergencia como el
metoda de carga incremental. Todos los datos sobre estadistica de tiem
po de CPU son tomados de ejemplos corridos en una VAX 11-780. -
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