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RESUMEN

Este trabajo fue sugerido por D.A. Tarzia, Math. Notae, 28 (1980/
81), 73-89. Se considera un material Q< R% conunafrontera I'=TjuTl;
regular y se supone que la temperatura de cambio de fase es 0°C. Se im
pone una temperatura b>0 sobre Tj; y un flujo de calor q>0 sobre
[y . Se demuestra que existe una constante gq; >0 de manera que para
q>q; se tiene un problema estacionario de Stefan a dos fases. El re-
sultado es verificado num@ricamente, usando MODULEF, con dos casos con
soluciones exactas.

ABSTRACT

This paper was suggested by D.A. Tarzia, Math. Notae, 28 (1980/
81), 73-89. We consider a material’ < R® with a regular boundary
T'=Tyul; and we suppose that the melting temperature is 0°C. We
impose a temperature b>0 on [; and a heat flux q>0 on Ty . We
prove there exists a constant qj >0 such that for q>q; we have a
two-phase steady-state Stefan problem. This result is verified numeri-~
cally, using MODULEF, with two cases with anmalytical solutions.
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I. INTRODUCCION

Se considera un material Q , dominio de RP (n=1,2,3 para las
aplicaciones), con una frontera ['=TjuTs (med (I'1)>0) suficientemen
te regular y se supone que la temperatura de cambio de fase es 0°C. So
bre la porcidn de frontera '} se tiene una temperatura constante
b >0 vy sobre la porcidén de frontera restante I'y se impone un flujo
de calor constante (saliente) q > 0. Considerando en § un problema
estacionario de conduccidn de calor, desde un punto de vista fisico,
se tienen las siguientes conclusiones:

i) Si q es pequefio entonces la temperatura en Q resultara positivay por
ende no existirid un cambio de fase del material. En este caso, el
problema resultard ser s8lo de conduccién para la fase 1fquida.

ii) 81 q es grande entonces la temperatura en § asumird valores
positivos y negativos, y por ende existird un cambio de fase del
material.

En este trabajo se encontrard para q una condicidn suficiente
para que exista en  un cambio de fase, es decir se demostrari que
existe qy > 0 de manera que para q > q] se tenga en ( un proble-
ma estacionario de Stefan a dos fases. Ademds, en dos ejemplos en los
cuales la condicidn suficiente es tambi&n necesaria (11, se calculari
numéricamente la constante q; a través de un proceso de simulacién
utilizando para ello el software MODULEF (M8dulos de Elementos Finitos).

II. FORMULACION MATEMATICA DEL PROBLEMA

Siguiendo [2] se estudia la temperatura 6 = 6(x) , definida pa-
ra xefl. El conjunto Q puede expresarse en la forma

Q=QluﬂzuL - (1)
donde
Ql={er/6(x)<0} . Qz={er/G(X)>0} (2)
L=1{xe / 68(x) =0} V

representan respectivamente la fase sflida, la fase liquida y la fron-
tera libre que las separa.

La temperatura © puede representarse en { de la siguiente ma-
nera: .

el(x)<0 , erl

8(x) = 0 , X%XeL 3)
62(x)>0 R erz

y satisface las siguientes condiciones:

A, =0 en Qi (i =1,2)

1 .
_ _ . ad 962
61 = 62 =0 . k1 el k2 o sobre L (4)
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92/F1 =b )
—kz_a_g_Z_ =q si G/I, >0
mn ‘o 2
-—kge_l = q si 5} <0
{ 1 3n 2 FZ

donde ki >0 (i=1,2) es la conductividad té&rmica de la fase i

(i=2:11quida, i=1: sdlida), b > 0 es la temperatura constante da-

da sobre I} y q >0 es el flujo de calor constante dado sobre Isp.
8i se realiza el cambio de funcidn inc8gnita

u =k, ot - k, 80 en @ (5)

+ - . e
donde © y © representan respectivamente la parte positiva y ne-
gativa de © , entonces el problema (4) se transforma en

Au =0 en D'(Q)

u/l"1=b Z k,b (6)

cuya formulacidn variacional estd dada por:

a(u, v-u) = —-q I (v=u) dy , ¥veK

r N
uek 2
donde:
Vv = Hl(Q) vV = V/vin = 01
= » o = Ve vrl— [
K={veV / v/r1=b°} , ®

a(u,v) = f VueVv dx .
2

Mis afin, la solucifn de (7) estd caracterizada por el siguiente proble
ma de minimo [3,4,5]:

J(u) < J(V) ) , ¥vek
¢
uek
donde:
I = % a(v,v) + q f vy . (10)
r
Observacidn 1 2
La transformacidn inversa de (5) est3 dada por:
1+ 1 - ' .
e—ku-—ku en (5 bis)

2 1
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III. PROPIEDADES

Sea u_ la finica solucién de la ecuacidn variacional (7) para
q>0 219

Propiedad 1

Se tiene la siguiente expresidn:

a(u;,u;) =q Ir uq dy (1D
2

i a . +
Demostracidn. Basta elegir v = ug eK en (7).
Observacién 2

De (l1) y del hecho que u; eVo , se deduce la equivalencia:

2

de la cual se obtiene que, para un dado valor de q , habrEen @ un
cambio de fase (ug & 60q toman valores positivos y negativos en )
si y solamente si la funcién u, toma valores negativos sobre la fron
tera T, ; dicho de otra forma, la funcién ug; comenzard a asumir va-
lores negativos sobre PZ . (Este hecho se tendrd en cuenta al reali-
zar la simulacién numérica para el cilculo del elemento qj).

u; 0 en Q <> u; #0 sobre T (12)

Propiedad 2

Si wuj = . es la solucidn de (7) para qj(i=1,2), entonces se
tienen las siguientes igualdades:

i) a(uz—ul, uz—ul) = (q1~q2) JF (uz—ul) dy ,

2 (13)

ii) a(u2~u2) - a(ul,ul) = a(u2+u1, uz—ul) = (q1+q2) Jr (ul—uz) dy
2

Demostracidn. Si se toma v=u, K en la ecuacidn variacional
correspondiente a u]; y v=u]eK “en la correspondiente a u, , lue-
go se suman y se restan ambas igualdades, entonces se obtienen (13 i}
y (13 ii) respectivamente.

Propiedad 3

Si uj Tug; esla solucidn de (7) para qj{(i=1,2), entonces se
tienen las sigulentes propiedades:

i) Si q; < q; entonces

a) u; £uy en R , b) I uy dy < f u, dy (14)
l“2 I‘2

ii) Ademds, las funciones q *u; y q* j u_dy son monStonas
estrictamente decrecientes, es decir: Fz 1
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a) up Suy o, Uy 2 u, en Q
9y <q; => {py [ u, dy <[ u, dy (15)
T FZ

Demostracidén. i) La condicidn (14 b) surge directamente de (13 i).
Para demostrar (14 a) se tendrd en cuenta la siguiente equivalencia:

u1 < u2
donde W= (uz—ul) .

en Q <> W=0 en & , (16)

Como WeV, , entonces si se utiliza v=up+WeK en la ecua-
cidn variacional correspondiente a u; y v=uj+WeK en la corres-
pondiente a u; y luego se suman ambas igualdades, se tiene:

0 < (ql-qz) JF W dy = a(uz—ul, W) = - a9 <0 n
2

es decir W=0 en Q.

ii) Para demostrar (15 a,b) se utilizan los siguientes resultados:

A u =u, en Q = q = 9, <] Ir (u2-u1) dy =0 (18)
2
(Bi) u, =u; en Q
(B) f (u2-u1) dy =0 = (19)
T (Bii) q, = q .
2 1 2

La condicién (A) resulta directamente de (13 i) y la condicidn (Bi) se
deduce de (13 i) y del hecho que uy-uj €V, . Teniendo en cuenta la hi
pStesis de (B), el resultado (Bi) y las ecuaciones variacionales co-
rrespondientes a u, y u;, se deduce:

(ql'qz) L" (v-ul) dy =0 , #¥veK. (20)
2

Tomando un elemento v eV, de manera que f v, dy # 0 y eligiendo
v=u, +vo eK, de (20) se deduce (Bii). l"2

Sea la funcidén f :ni*+:m , definida de la siguiente manera:
1
£ =J(u) =>a(u, u) + f u d 21)
(@ = Jw)) = 5 alug, up +q | g & (
2
Observacidn 3
Teniendo en cuenta (12), (15 b) y la funcidn £ , definida por
(21), para encontrar el elemento qj (de la Introduccidn) basta encon-
trar un valor q para el cual se tenga f(q) < 0. Se verd mis adelan
te que esta t&cnica puede alin mejorarse.

Propiedad 4 N

Pata todo ¢ >0 y h de manera que (q+h) > 0, se tienen
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las siguientes estimaciones:

. 1 llv, |l 1/2
i) ”F (uq+h - uq) ”v £ 0, - m Ened([‘z)] R (22)

[e]

. 1
ii) ”E(uq - uq+h)” 2 SCZ

c, v Il (23)
L (rz) 1 o )

donde Y, es el operador traza (lineal y continuo, definido sobre V)
y @ >0 es la constante de coercitividad sobre Vo de la forma bi-
lineal a , es decir:

a(v, v) 2 o | v ”‘2] s Fvev . (24)

Demostracidn. i) Teniendo en cuenta (24), (13 i) con q;=q+h y
492 =q , la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la continuidad de Y, se
obtiene (22). :

ii) Teniendo en cuenta (22) y la continuidad de Y, se deduce (23).
De (15 b) y (23) se deduce el siguiente:

Colorario 5
Para todo ¢ >0, h >0 se tiene:

0 < [ Uoih dy - f uq dy < C2 h , (25)
r, 4 r,

con lo cual la funcién gq - [ uq es continua .

Ty

Propiedad 6

La funcién f es derivable; mis alin, f' es continua y mondtona
estrictamente decreciente, estando dada por la siguiente expresién:

£f'(q) = f u_ dy (26)
T q
2
Demostracidén. De (13 ii),.se obtiene:-

@27

h 2 Ugtn 9Y

£(qth) - £(q) _ 1 u dy + =
2)p 9 r
2 2

La expresidn (26) se deduce de (25) y (27) .

Propiedad 7

Se tienen las siguientes expresiones:
; - ug .o
1) a(uq, uq) kob L' e 4Y - q r, U dy , ; (28)

1 .
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du .
ii) f <o dY = q med(T)) , ‘ (29)
r,
1i1) £(q) = k,b med(T,) q - 5 alug, u) (30)
. d B B
iv) -a-a l:a(uq, uq)] = 2 |:k2b med(I‘z) - II‘ u‘;l dy] =
2
C 2
=3 a (uq, uq) . 31

Demostracidn. Las expresiones (28) y (29) se obtienen multipli-
cando la ecuacifn diferencial de (6) por u; y 1 respectivamente,
integrando sobre  y utilizando la f&rmula de Green. La expresidn
(30) se deduce de (21), (28) y (29). La expresidén (31) se obtiene de-
rivando la (30) respecto de q vy utilizando (26).

Propiedad 8

Se tienen las siguientes expresiones:

i - 21

i) £f'(q) = k2b med(Pz) q a(uq, uq) , (32)
.. " _ 1

ii) f.(q) = - ;E a(uq, uq) <0 s ¥§ >0 . (33)

Demostracidn. La expresién (32) se deduce de (26), (28) y (29),
y la expresidn (33) se obtiene derivando la (32) respecto de q y
utilizando (31). .

Propiedad 9

Existe una constante C > 0 de manera que
2

a(uq, uq) =Cq (34)
Demostracidn. Sea la funcién real
1
Y == a ) 35
(qQ) q (uq, Y (35)
que satisface el siguiente problema de Cauchy:
1 1
Y' (@) = - £'(q) = Z alug, u) = L ¥ ,
. . (36)
+ 1im
Y(0) 4+0 2 k2b med(Fz) - IF uq d{] 0
La solucidn de (36) viene dada por:
Y(q) =Cq , con C >0 (constante) a3n

obteniéndose inmediatamente (34).°
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Observacidn 4
La constante C > 0 tiene la siguiente dimepsién fisica
V [c] =2 (38

donde [Longitud] = £ y n es la dimensidn del espacio R" en
cuestidn.

De (30) y la Propiedad 9 surge el:
Colorario 10
La funcién f , definida por (21), viene dada por:

f#a) = -5’ +k

5 b med(FZ) q . (39)

2
Teorema 11

Para todo q > q; el problema (7) es a dos fases, donde:
k,b
4h177¢

med(rz) . (40)

Demostracidn. Como f'(qj) = 0 , el resultado surge de (12) y
(26).

Propiedad 12

En el caso que por cuestiones de simetria se tenga que la funcidn
ug es constante sobre [, entonces la condicidn suficiente, dada por
el Teorema 11, es también necesaria para que el problema (7) sea a dos
fases. :

Demostracidn. Como uq/P2==const., la propiedad surge de la si-
guiente equivalencia:

fr‘ U dy = 0 <= uq/I‘Z =0 . . 41
2

Observacidn 5

Todo lo realizado en este trabajo sigue siendo afin vilido si la
frontera T del dominio acotado ! estd representada por la unidn de
tres porciones (I'= Ty u Ty uT3) que tienen las siguientes caracte-
risticas:

i) T; y T; tienen las mismas condiciones que las descriptas ante-
riormente,

ii) Fg es una pared impermeable al calor, es decir que se tiene
)

Tall3 =0 en (4, y por ende %:ll‘a =0 en (6) .
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Observacidn 6

Un problema andlogo al planteado en este trabajo pero para el ca-
so de evolucidn ha sido resuelto en [6] para un material semi-infinito
que inicialmente se encuentra en estado s6lido, a temperatura constan-
te, y que sobre el borde fijo x=0 recibe un flujo de calor de la
forma -ho/YT (hy > 0) .

IV. RESULTADOS NUMERICOS

A continuacidn se verdn los resultados numéricos obtenidos, usan-
do MODULEF [7,8], en dos casos para los cuales la Propiedad 12 es vd-
lida y ademis la solucidn es conocida explicitamente [1].

Ejemplo 1

Se consideran los siguientes datos:

n=2 , 2=, x)x0,y) ,

r

1 {0} x [0, y,] , FZ = {xo} x [0, yOJ , 42)

Ty

]

[o, xo] x {0} v [0, xo] X {yo} .

La solucidn de (6) 8 (7) estd dada por:

uq(x,y) =k,b-qx (43)
obteniéndose
2
a(uq, uq) =Cq s C= X, ¥, >
kab (44)
U T %

[o]

Los resultados numéricos, que a continuacidén se detallan, fueron
obtenidos realizando una simulacidn del problema (6) & (7), con los
siguientes datos:

x =1 {em) , Yo = 1 [cm] . b=25T¢L°]

(45)
cal é] (conductividad térmica

del agua).

0.0014 (

lk2 cm seg °

y utilizando la triangulacién siguiente [9,103:
100 cuadrados tipo Lagrange de grado 1,

(46)

121 vértices.
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q {——;al J . u/[‘2 (cte) [—————calej]
cm” se : cm se
0.0071 - 0.0188679
0.00705 - 0.00943398
0.007001 ~ 0.000188704
0.00700001 - 0.00000191009
0.007 - 0.0000000234828
0.0069999998 - 0.0000000234828
0.0069999995 - 0.0000000234828
0.0069999994 " + 0.000000627643
0.0069999993 + 0.000000627643
0.006999999 + 0.000000669955
0.00699999 + 0.00000707206
0.0069999 + 0.0000713957
0.006999 + 0.000714244
0.006998 + 0.00142851
0.00699 + 0.00714280

Se toma para q; el siguiente valor aproximado:
qlaprox = 0.00699999945 * 0.00000000005 “n
estando el valor exacto dado por:

4 exacto 0.007 (48)

El error cometido, por defecto, estd acotado por:

-10 cal
0 < 9] exacto ~ 41 aprox. <6-10 I:cmz seg:I (49)

Ejemplo 2
se consideran los siguientes datos:

n=2 , 0O<r <r

1 2
8 : corona circular de radios Iy T, ¥ centrada en (0,0);(
50)
r,: circunferencia de radio T, ¥ centro (0,0) ,

FZ : circunferencia de radio r, ¥ centro (0,0)

La solucidn de (6) 6 (7) estd dada por:

r 2 2,1/2
uq(x,y) = kzb -qr, log ;;- s, r=(x" +y9) / BGn
obteniéndose
2 2 r
a y=2¢C C =27 ri log I2 ,
(Uqguq q ’ 2 g T] (52)
m(T,) =2n r q, = Kab
= . -
2 »2 1 r, log r)




- 369 -

Los resultados numéricos, que a continuacidn se detallan, fueron
obtenidos realizando una simulacidn del problema (6) & (7), con los si
guientes datos:

r 1fem] , ©,=2[em] , b=257(f°C]

1 2

(53)
k

9 0.0014 t;rggéﬁqﬂ (conductividad térmica del agua).

Debido a la simetria del problema se lo resolvid para un cuarto
de corona circular (la correspondiente al primer cuadrante), teniendo
presente que en este caso aparece una porcidén de frontera F3 , dada
por:

F3 = {0} x [1,2] v 1,21 x {0} , (54)

y por lo tanto se modifican los valores de C vy med(FZ) en un factor
1/4, pero permaneciendo invariante la expresién de qj , que es el va-
lor que interesa.

La triangulacién utilizada en el nuevo dominio estuvo compuesta
de [9,101:

100 cuadriliteros (dos de sus lados son porciones de
circunferencias) tipo Lagrange de grado 1.

(55)
121 vértices
obteniéndose
_ cal - cal
1 ’:cmz seg:l u/I'2 (cte) cm seg]
0.004 + 0.00147440
0.005 + 0.0000930041
0.00505 + 0.0000239342
0.00506 + 0.0000101201
0.0050673 + 0.00000597593
0.0050674 - 0.000000102207
0.0050675 - 0.000000240374
0.0050677 - 0.000000516654
0.005068 - 0.000000931046
0.00507 - 0.00000369387
0.0051 -~ 0.0000451358
0.0052 - 0.000183276
0.00535 - 0.000390486
0.0055 - 0.000597696
0.006- - 0.00128840
queda para q, el siguiente valor aproximado:
dl aprox = 0.00506735 *+ 0.00000005 (56)
estando el valor exacto dado por:
= 59:907 = 4 00504943. )

9) exacto 2 log 2
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El error cometido, por exceso, estid acotado por:

-5 cal
0< 91 aprox. 91 exacto <2 10 [ 2 g]' (8
cm” se
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