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o equilibrio de uma estrutura unidimensional elastica e
por um sistema de equacoes diferenciais ordinarias (lineares
com condicoes de contorno (lineares ou n80) definidas em dois
Este trabalho apresenta uma tecnica numerica sistematica de
desses problemas conhecida como "metodo do tiro". Como exemplo
vido um problema envolvendo 0 equilibrio de um arco elastico
vel, submetido a grandes deformacoes.
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The equilibrium of an elastic rod is described by a two-point
boundary value problem (linear or not). In the present paper we
consider a numerical technique, known as "simple shooting method", for
solving those problems.

As an exemple, the method has been tested by applying it to a
problem involving large deformations of an elastic extensible arc.



AD loogo das duas ultimas decadas varios trabalhos import antes fo
r•• produzidos desenvolvendo teorias mecanicas nao lineares para estru
turas onidi.ensiooais ([1], [2], [3] e [4]). Um dos principais limitan
tes para a aplicacao efetiva dessas teorias tem sido a inexistencia de
tecnicas gerais de solucaa dos sistemas de equacoes diferenciais resul
tantes. Ea qualquer das teorias, para um corpo em equilibrio, chega-se
se.pre a u. sisteaa nao-linear de equacoes diferenciais ordinarias com
coodiCOes de contorno definidas em dois pontos.

Para u. sisteaa c~ as condicoes de contorno definidas somente no
ponto inicial do intervalo existe uma teoria de existencia e unicidade
be. desenvolvida, com tecnicas numericas simples para a aproximacao
desses probleaas (como os metodos de Runge-Kutta e outros [5]). Nestes
casos gerab.ente 0 problema possui uma unica soluCao a qual depende
das coodicOes iniciais. Para um caso geral, com condicoes arbitrarias,
e possivel ter •• is do que uma ou nenhuma solucao, nao existindo teo
ria de existencia que cubra todas as situacoes possiveis. Normalmente
saa probleaas de dificil soluCao.

Kste trabalho apresenta uma tecnica numer1ca simples de saluCaode
probleaas de valor de contorno, conhecida como metodo do tiro,comentan
do suas vantagens e limitacoes. A ideia basica do metoda e a de, quan
do for possivel, substituir as condicoes de contorno gerais de um pro
bleaa por condicoes iniciais equivalentes, resolvendo-o, entao, por urn
dos .etodos numericos conhecidos para a solucao de problemas de valor
inicial. Kssas coodicoes iniciais equivalentes sao obtidas por um pro
cesso iterativo que sera detalhadamente descrito. -

o .etodo do tiro e, em geral, mais barato, eficiente e preciso do
que 0 .etodo de ele.entos finitos ou diferencas finitas (existe um estu
do comparativo em [5]), sendo esta vantagem mais evidente no caso de
proble.as nao lineares.

Hmbora a teoria linear de estruturas unidimensionais seja adequa
da em muitos problemas praticos ela e incapaz de tratar casos onde este
jam envolvidas grandes deformacoes, como, por exemplo, na determinacao
do comportamento pOs-critico de estruturas flambadas [6].

Desta forma, problemas atuais como a deformacao elastica de Ii
nhas de transmissao [7], sistemas de cabos em estruturas submarinas(off
-shore) [8] e molas helicoidais, todos modelados por equacoesnao-linea
res, podem ser resolvidos de forma razoavelmente simples e barata. Ou
tros trabalhos recentes sobre grandes deformacoes em estruturas unidT
mensionais elasticas podem ser tambem resolvidos de forma alternativa
pelo metodo do tiro ([9], DO]).

Como exemplo de aplicacao apresenta-se nesse trabalho um problema
envolvendo 0 equilibrio de um semi-anel elastico, engastado em uma das
extremidades, e na outra solicitado por uma forca horizontal P. A estru
tura e considerada extensivel e nao sao feitas restricoes quanta ao ta
maoho das deformacoes. As equacoes de equilibrio utilizadas foram ba
seadas em ([10],[11]) e resultam num problema nao-linear de autovalor-
com condicoes de contorno definidas em dois pontos, resolvido pelo meta
do propos to. Para determinados valores da carga P foram encontradas ate
tres configuracoes de equilibrio. Os resultados sao apresentados grafi
~te. -



Para maior simplicidade, este trabalho tratara sempre com proble
mas de primeira ordem. Isto nao implicara em perda de generalidade ja
que um sistema de equacoes diferenciais ordinarias de ordem m pode se~
pre ser transformado num sistema de primeira ordem equivalente [12].

x £ [xa, xb] = I
I .•.Rn

existe uma teoria de existencia e unicidade bem desenvolvida.Os seguin
tes teoremas, apresentados sem provas [12], listam condicoes suficien
tes para existencia e unicidade da solucao:

Teorema 1 - Se f for continua em D .0 ux,Y)lxa ~ x ~ xb, Y £ Rn},
xa, xb finitos e existir uma constante L tal que

(condicao de Lipschitz), entao ¥ (xo' YO) £ D existe
uma funcao y(x) tal que:

Teorema 2 - Sbo a hipotese adicional de que a matriz jacobiana
V f(x, Y) = [dfi/d~] existe

r
e continua e de existir uma cons

tlnte k tal que II Vy f(x, y) I < k em D, entao existe uma unica
solucao y(x ; t) do vroblema de-valor inicial

Existem diversos metodos numericos conhecidos para a solucao de
problemas de valor inicial. Neste trabalho assume-se que 0 leitor este
ja familiarizado com eles, nao sendo discutidos os diversos aspectos de
sua implementacao. Para maiores detalhes sobre vantagens,limitacoes,pro
blemas de convergencia e precisao existe uma vasta bibliografia [5]. -

Um metoda bastante popular e 0 de Runge-Kutta de quarta ordem. Pa
ra a aproximacao da solucao do problema (l)utiliza-se 0 seguinte pr~
cedimento
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Os problemas de valor inicial sac um caso particular dos probl~
-mas de valor de contorno. Para um problema geral, com condicoes de con
tome arbitrarias, e possivel ter mais do que uma ou nenhuma solucao~
nao exist indo teoriade existencia que cubra todas as situacoes possi
veis. 0 metoda do tiro, que sera apresentado a seguir, e uma tecnica
numerica simples de solucao do problema:

X £ [xa, xb] = I ; Y : 1+ Rn -; f: I x Rn ..•.Rn r: Rn x Rn ..•.
Rn, onde se supoe a existencia de solucao (oes) e onde a funcao f sa
tisfaz as condicoes dos teoremas 1 e 2.

Resolver 0 problema (3) (satisfazendo as hipoteses acima) pelo me
todo do tiro e equivalente a encontrar um vetor t £ Rn de forma que,re
solvendo 0 problema de valor inicial (para 0 qual metodos numericos de
solucao sac conhecidos)

y(x»

t»
Ou seja, uma solucao de (2) e obtida encontrando-se um zero da

funcao

~ possivel utilizar diversos metodos para achar zeros de funcoes.
Assume-se tambem que 0 leitor esteja familiarizado corn eles, nao sendo
discutidos em profundidade ([5] , [3). Ern geral utiliza-se 0 metodo
de Newton ou urna de suas modificacoes. Na sua forma mais simples 0 me
todo de Newton se resume a escolher uma estimativa inicial t(O), resol
venda-se iterativamente

'V'G(t(i» Llt(O

t (i • 1) _ ti



ate que II G(ti) II < E, E dado. 0 indice i representa 0 numero da itera
~ao e VG e 0 gradiente da fun~ao G. Como, em geral, nao se tem uma ex
pressao analitica da fun~ao G, G(t) e obtida resolvendo-se numericame~
te (3), determinando-se y(Xb ; t) e substituindo em r(t, y(xb·; t»
= G(t). Desta forma, torna-se necessario 0 uso de uma expressao aproxi
mada para 0 gradiente de G em (5), perdendo-se, em geral, a converge~
cia (local )quadratica do Metodo de Newton ([5], [13]).

Usando-se 0 metodo de Newton tem-se 0 seguinte fluxograma para 0
metodo do tiro:

1) Escolher um vetor inicial t(O)

2) Determinar y(xb
cial:

y'(x) = f(x, y(x, t» ; y(xa)
3) Calcular G(t(i» = r(t(i), y(xb ; t(i»)

4) Verificar se G(t(i» < E

5) Calculo aproximado de VG(t(i» : V •• G(t(i~)=1.J
(i) (i) (i) (i) (i) (i) (0[G.(t1 ,t2 ,•.•t. + At., ••.t ) - G.(t1 ,••• ,t. ,•.• ,t )]/At.

1. J J n 1. J n J

6) Solu~ao do sistema: - G(t(i» = VG(t(i» At(i)
7) Calcular t(i+l) : t(i+l) = t(i) + At(i)

G. e t. sao, respectivamente, as i-esimas componentes dos vetores
G e t.1 1

a) Os teoremas 1 e 2 apresentam condicoes necessarias para gara~
tir a aplicabilidade do metodo de Newton:

Se 0 teorema 1 nao for satisfeito, nao e possivel garantir que
G(t) seja definidg ¥ t E Rn.(C~So G seja definida num aberton eRn (G : n c R ~ Rn) e t l)~npara algum i, 0 metoda falh~
ra.

Se 0 teorema 2 nao for satisfeito, nao e possivel, alem disso,
garantir a existencia de VG(t) ¥ tERn

b) Em todas as teorias mencionada~ e po~sivel mostrar que. na
maioria dos casos, as equacoes obtidas satisfazem condicoes
analogas as dos teoremas 1 e 2. Ou seja, para todo problema de
valor inicial a solucao existe, e unica e depende de uma manei
ra continuamente diferenciavel do valor inicial.



c) Como sera mostrado adiante, dependendo das condicoes de contor
no, e possivel fazer algumas simplificacoes no metodo apresen
tado. Para maiores detalhes ver [11]. -

Considera-se 0 equilibrio de um semi-anel elastico engastado em
uma das extremidades, e na outra solicitado por uma forca horizontal
P. A figura 1 mostra a estrutura na configuracao de referencia (um se
mi-circulo de raio R) e na configuracao deformada.s e 0 comprimento de
arco na configuracao deformada e S na de referencia. 8(S) e 0 angulo
que a tangente num ponto material S faz com a horizontal na configura
cao deformada.xl(S) e xi(S) caracterizam a posicao de um ponto relatI
vo a um eixo cartesiano fixo onde esta a extremidade engastada (S = 0) •
N(S) e 0 esforco normal Q(S) 0 esforco cortante e M(S) 0 momento fIe
tor

Nas equacoes seguintes A, I, E sao: a area da secao reta, 0 momen
to de inercia da secao reta e 0 modulo de elasticidade, os quais serao
considerados constantes. De ([lOl,[ll])tem-se que as equacoes que mode
lam 0 equilibrio da estrutura sao

dM _ ds P senedS = dS
de M 1
dS •••EI - i

11
=2

ds 1 _. P cos8
liS'" EA

dX2 •••ds sene
dS dS

dX1 ds
dS = dS
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Neste caso a teoria considera a extensibilidade e nao sac feitas
restricoes quanta ao tamanho das deformacoes A e I sao a area e 0 mo
mento de inercia da seCao reta. os quais serao consideradosconstante5:

Este problema nao linear de autovalor possui quatro condicoes de
contorno definidas no ponto inicial S=O do intervalo [0. nR] e apenas
uma no ponto final S = nR. Isto permitira uma simplificacao no metodo
apresentado respeitando as ideias basicas.'

iResolver este problema e equivalente a encontrar urn valor t £R de
forma que. resolvendo 0 seguinte problema de valor inicial:

dM _ ds P sene M(O)dS = = tdS
de M 1 e(o) n
dS = EI - R =2'
ds

1
P sene s(O) = 0dS • + ~

dX2 ds sene x2(0) 0d'S = dS
dX

t ds cose x
1
(0) = 0d'S = dS

o valor de M no ponto S = nR seja igual a zero (M (nR) = 0). Ou seja.
encontrar a(s) solucao(oes) do problema de valor de contorno apresent~
do e equivalente a encontrar o(s) zero(s) da funcao

Fixado um valor de p. 0 valor G(tO) de G para urn ponto t £ R e
obtido resolvendo-se numericamente 0 problema de valor inicia~ aprese~
tado. determinando-se 0 valor de M no ponto S = nR.

g importante observar que e possivel estudar 0 sinal de G e, den
tro de um intervalo real I (t £ I) garantir a determinacao de todas as
solucoes do problema de valor de contorno.

Neste caso (como G : R ~ R) pode ser mais interessante utilizar
o metodo da bissecao ou regula-falsi [13] no lugar do de Newton para
determinar o(s) zero(s) de G. ja que eles nao necessitam da determina
cao de derivadas de G.

Na apresentacao dos resultados todas as var1aveis do problema fo
ram adimensionalizadas. Em vez de P e M serao usados p/p* e M/M*. onde

'p~ = EI/R2 e M* • EI/R. As variaveis com dimensao de comprimento foram
divididas por L* = nR. No processo de adimensionalizacao surge um para
metro de extensibilidade definido por C = I/(AR2). -

A figura 2 mostra as curvas da carga P versus 0 momento no engas
te (5 = 0) para C = l.E-5. Fixado um valor de P/P*. cada ponto das cur
vas corresponde a uma solucao do problema. A partir deP/P* =.471 saa
encontradas tres solucoes dado um valor qualquer de p/P*. Cada solu
cao corresponde a uma configuracao de equilibrio. consequentemente a
modelo permite a existencia de mais de uma configuraCao de equilibrio
para alguns valores de p/P*.
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Figura 3

Usando a figura 2 como referencia e possivel tracar a sequencia
de configuracoes deformadas relativas a cada curva. Na figura 4 esta
dada a sequencia de configuracoes relativas a curva que se inicia em
p/p* = O. Na figura 5 esta dada a sequencia de configuracoes relativas
a. segunda curva.
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Com 0 material apresentado e possrvel a solucao numerica de pro
blemas de valor de contorno que modelam 0 equilibrio de estruturas unT
dimensionais elasticas. 0 metoda e bastante simples permitindo 0 estu
do de problemas nao-lineares, sendo particularmente eficiente em pr~
blemas de bifurcacao e nos Casos bnde ocorrem solucoes mUlt~plas.
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