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0 equilibrio de uma estrutura unidimensional elastica é modelado
por um sistema de equacdes diferenciais ordinarias (lineares ou nao)
com condigoes de contorno (lineares ou nao) definidas em dois pontos.
Este trabalho apresenta uma técnica numérica sistemitica de solugao
desses problemas conhecida como "método do tiro". Como exemplo é resol
vido um problema envolvendo o equilibrio de um arco elastico extensz
vel, submetido a grandes deformacoes.

ABSTRACT

The equilibrium of an elastic rod is described by a two-point
boundary value problem (linear or not). In the present paper we
consider a numerical technique, known as "simple shooting method", for
solving those problems.

As an exemple, the method has been tested by applying it to a
problem involving large deformations of an elastic extensible arc.




INTRODUGAO

Ao longo das duas ultimas décadas varios trabalhos importantes fo
ram produzidos desenvolvendo teorias mecanicas nio lineares para estru
turas unidimensionais ([1], [2], [3] e [4]). Um dos principais limitan
tes para a aplicacao efetiva dessas teorias tem sido a inexistencia de
técnicas gerais de solucido dos sistemas de equacoes diferenciais resul
tantes. Em qualquer das teorias, para um corpo em equilibrio, chega-se
Sempre a um sistema nao-linear de equacdes diferenciais ordinarias com
condigcoes de contorno definidas em dois pontos.

Para um sistema com as condigcdes de contorno definidas somente no
ponto imicial do intervalo existe uma teoria de existéncia e unicidade
bem desenvolvida, com técnicas numéricas simples para a aproximacao
desses problemas (como os métodos de Runge-Kutta e outros [5]). Nestes
_casos geralmente o problema possui uma dnica solugao a qual depende
das condicoes iniciais. Para um caso geral, com condi¢des arbitrarias,
€ possivel ter mais do que uma ou nenhuma solucao, nao existindo teo
ria de existencia que cubra todas as situacdes possiveis. Normalmente
sao problemas de dificil solucio.

Este trabalho apresenta uma técnica numérica simples de salucio de
problemas de valor de contorno, conhecida como método do tiro,comentan
do suas vantagens & limitacoes. A idéia basica do método & a de, quan
do for possivel, substituir as condigdes de contorno gerais de um pro
blema por condigoes iniciais equivalentes, resolvendo-o, entao, por um
dos metodos numericos conhecidos para a solucao de problemas de valor
inicial. Essas comdicOes iniciais equivalentes sio obtidas por um pro
cesso iterativo que sera detalhadamente descrito. -

O metodo do tiro é, em geral, mais barato, eficiente e preciso do
que o método de elementos finitos ou diferengas finitas (existe um estu
do comparativo em [5]), sendo esta vantagem mais evidente no caso de
problemas nao lineares.

Embora a teoria linear de estruturas unidimensionais seja adequa
da em muitos problemas praticos ela é incapaz de tratar casos onde este
jam envolvidas grandes deformacdes, como, por exemplo, ma determinacao
do comportamento pos—critico de estruturas flambadas [6].

Desta forma, problemas atuais como a deformacio elastica de 1i
nhas de transmissao [7], sistemas de cabos em estruturas submarinas(off
—-shore) [8] e molas helicoidais, todos modelados por equacoes ’nio-lineﬁ
res, podem ser resolvidos de forma razoavelmente simples e barata. Ou
tros trabalhos recentes sobre grandes deformacdoes em estruturas unidi
mensionais elasticas podem ser também resolvidos de forma alternativa
pelo metodo do tiro ([9], [i0]).

Como exemplo de aplicacao apresenta—se nesse trabalho um problema
envolvendo o equilibrio de um semi-anel elastico, engastado em uma das
extremidades, e na outra solicitado por uma forga horizontal P. A estru
tura e considerada extensivel e nio sic feitas restri¢coes quanto ao ta
manho das deformacoes. As equacoes de equilibrio utilizadas foram ba
seadas em ([10],[11]) e resultam num problema nao-linear de autovalor
com condicoes de contorno definidas em dois pontos, resolvido pelo méto
do proposto. Para determinados valores da carga P foram encontradas ate
tres configuracbes de equilibrio. Os resultados sio apresentados grafi
camente. . .




0 METODO DO TIRO

Para maior simplicidade, este trabalho tratara sempre com proble
mas de primeira ordem. Isto ndo implicara em perda de generalidade ja
que um sistema de equacdes diferenciais ordinarias de ordem m pode sem
pre ser transformado num sistema de primeira ordem equivalente [12].

Para problemas de valor inicial 3
y'(x) = £(x, y(x)) ; y(xa) = yA
X € [xa, xb] = I q

1)
y:I->R"

n n

f:IxXxR >R

/

existe uma teoria de existéncia e unicidade bem desenvolvida.Os seguin

tes teoremas, apresentados sem provas [12], listam condigdes suficien
tes para existencia e unicidade da solucdo:

. . n
Teorema 1 ~ Se f for continua em D = Kx,y)lxa <x<xb, yeRl},
xa, xb finitos e existir uma constante L tal que

“ £(x, y1) - £(x, y2)” <L " Y, - y2“-¥ (%, y1), (x,yz) €S

(condicao de Lipschitz), entio ¥-(x0, yo) € D existe exatamente
uma fun¢ao y(x) tal que:

a) y(x) é continua e continuamente diferenciivel ¥ x & [xa, xb]
b) y'(x) = £(x, y (x)) ¥ x £ [xa, xb]

c) y(xo) A

Teorema 2 - Sbo a hipdtese adicional de que a matriz jacobiana
V. f(x, y) = [Bfi/BYj] existe, e continua e de existir uma cons
tante k tal que. “ Yy f(x, y)“ < k em D, entao existe uma unica

solucao y(x ; t) do problema de valor inicial
vy = £(x, y(x ; t)) ; y(xa ; t) =t
que é continuamente diferenciavel ¥ t ¢ R".

Existem diversos métodos numéricos conhecidos para a solucao de
problemas de valor inicial. Neste trabalho assume-se que o leitor este
ja familiarizado com eles, n@o sendo discutidos os diversos aspectos de
sua implementacao. Para maiores detalhes sobre vantagens,limitagaes,prg
blemas de convergencia e precisio existe uma vasta bibliografia [5].

Um método bastante popular é o de Runge-Kutta de quarta ordem. Pa
ra a aproximacdo da solugao do problema (1) utiliza-se o seguinte pro
cedimento
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+ 2k, + k,)

(i+1) (i)
y ey 2 3 4

+ % (k1 + 2k
k = f(x(i), y(i))w
w, y(i) + %-k1)w

W, y(l) + %-kz)w

k, = f(x(i) +
k, = f(x(i) +

€ Nl—‘ NI"

k, = f(x(i) +w, y + k3)w (2)
onde

(xb - xa)/m

€
]

x =xa+ (d-NDw;;i=1,...,m
i) (i)
y =y
Os problemas de valor inicial s@o um caso particular dos proble
mas de valor de contorno. Para um problema geral, com condigoes de con
torno arbitrarias, & possivel ter mais do que uma ou nenhuma solucgao,
nao existindo teoria de existshcia que cubra todas as situacoes posqi
veis. O metodo do tiro, que serd apresentado a seguir, e uma técnica
numerica simples de solugio do problema:

y'(x) = f(x, y(x)) ; riy(xa), y(xb)) =0 3)

x € [xa, xb] =1 ;y:1~ R® 3 £:1xR+3R" HES 4 R x R* >

n - L e . - - -
R, onde se supoe a existencia de solucao (Ges) e onde a funcao f sa
tisfaz as condicoes dos teoremas 1 e 2.

Resolver o problema (3) (satisfazendo as hipéteses acima) pelo mé
todo do tiro e equivalente a encontrar um vetor t € RM de forma que,re
solvendo o problema de valor inicial (para o qual métodos numéricos de
solucao sao conhecidos)

y'(x) = f(x ; y(x)) ; y(xa) = ¢t &)
a condicao r(y(xa ; t), y(xb ; t)) = 0 seja satisfeita.

Ou seja, uma solucao de (2) é obtida encontrando-se um zero da
funcao

G : R* » g"
(4)
G(t) = r(t, y(xb ; t))

E possivel utilizar diversos métodos para achar zeros de funcoes.
Assume-se tambem que o leitor esteja familiarizado com eles, nio sendo
discutidos em profundidade ([5] , [3]). Em geral utiliza-se o método
de Newton ou uma de suas modificacoes. Na sua forma mais simples o meé
todo de Newton se resume a escolher uma estimativa inicial t(o), resQI
vendo-se iterativamente

_ G(t(i)) - VG(t(i)) ae (D)

@ L G i

(5)
. .
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até que ” G(tl)“ < €, € dado. O indice i representa o nimero da itera
cao e VG & o gradiente da fun¢do G. Como, em geral, nio se tem uma ex
pressao analitica da funcio G, G(t) & obtida resolvendo-se numericamen
te (3), determinando-se y(xb ; t) e substituindo em r(t, y(xb+; t)) =
= G(t). Desta forma, torna-se necessirio o uso de uma expressao aproxi
mada para o gradiente de G em (5), perdendo-se, em geral, a 'convergég
cia (local )quadratica do Método de Newton ({51, [13D).

Usando-se o método de Newton tem-se o seguinte fluxograma para o
método do tiro:

1) Escolher um vetor inicial t(o)
2) Determinar y(xb ; t(l)), resolvendo o problema de valor ini
cial:

y'(x) = £(x, y(x, t)) ; y(xa) = t(i)

3) Calcular G(t(i)) - r(t(i), y(xb ; t(i)))
4) Verificar se G(t(i)) < g
1) (i)

SIM - Para e imprime t e y(xb ; t°7)

Nao -+ Continua

[N

5) Calculo aproximado de VG(t(i)) : Vi' G(t( 2)

(CO N ¢))] (1) (1) (1) (i) i)
[Gi(t1 » ty ,...tj + Atj,...tn ) - Gi(t1 ,...,tj seensty )]/Atj

6) Solucao do sistema: - G(t(i)) = VG(t(i)) At(i)

7) Calcular t(i+1) : t(i+1) = t(i) + At(i)

8) Retomar a (2)

Gi e ti sao, respectivamente, as i-ésimas componentes dos vetores
Get.

Observacoes:

a) Os teoremas 1 e 2 apresentam condicdes necessirias para garan
tir a aplicabilidade do método de Newton:

Se o teorema 1 nao for satisfeito, ndo & possivel garantir que
G(t) seja definidg-¥ t_e R™, Cfso G seja definida num aberto
e R" (G : QcR? > RY) ¢ t(2 &{} para algum i, o método falha
ra.

Se o teorema 2 nao for satisfeito, nao & possivel, além disso,
garantir a existencia de VG(t) ¥ t ¢ R

b) Em todas as teorias mencionadas ¢ possivel mostrar que, na
maioria dos casos, as equacbes obtidas satisfazem condigoes
analogas as dos teoremas 1 e 2. Ou seja, para todo problema de
valor inicial a solugdo existe, € Unica e depende de uma manei
ra continuamente diferenciavel do valor inicial. -
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¢) Como sera mostrado adiante, dependendo das condigoes de contor
no, e possurel fazer algumas simplificacoes no método apresen
tado. Para maiores detalhes ver [11].

EXEMi’LO

Considera-se o equilibrio.de um semi-anel elastico engastado em
uma das extremidades, e na outra solicitado por uma for¢ca horizontal
P. A figura 1 mostra a estrutura na configuragao de referenc1a (um se
mi-circulo de raio R) e na configuracao deformada.s é o comprlmento de
arco na configuracao deformada e S na de referencia. 9(S) é o angulo
que a tangente num ponto material S faz com a horlzontal na configura
¢ao deformada. x,(8) e xz(S) caracterizam a posicao de um ponto relatl
vo a um eixo cartesiano fixo onde esta a extremidade engastada (S=0),
N(S) é o esforco normal Q(S) o esforco cortante e M(S) o momento fle
tor

Nas equagoes segulntes A, I, E sao: a area da secao reta, o momen
to de inércia da secao reta e o médulo de elasticidade, os quals serdo
considerados constantes. De ([10] [11])tem~se que as equacdes que mode
lam o equilibrio da estrutura sao

dM ds .
R = - Eg P senf H M(’HR) =0
dé M 1 m
3 TE R 3 800) =5
ds . P cosB
Ts—nl-—-ﬂ-—-— ; s(0) =0
9x2 _ds geng -;_xZ(O) =0
ds ds
dx
1 ds
© "3 cosb H x1(0) =0
Qs —@—@— CONFIGURACAO
N(S) DE REFERENCIA
. CONFIBURACAO
8(s: DEFORMADA
M(S . U
X2(S) 4 R
L E .
- - Figura 1
M(0) . b
) XI{S) .
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Neste caso a teoria considera a extensibilidade e nao sao feitas
restrigdes quanto ao tamanho das deformacoes A e I sao a drea e o mo
mento de inércia da se¢do reta, os quais ser3o considerados constantes.

N(S) = -P cosB8(S), Q(S) = P send(S)

Este problema nao linear de autovalor possui quatro condigbes de
contorno definidas no ponto inicial $S=0 do intervalo [0, TR] e apenas
uma no ponto final § = TR. Isto permitira uma simplificacdo no método
apresentado respeitando as idéias basicas.’

‘Resolver este problema é equivalente a encontrar um valor t €R de
forma que, resolvendo o seguinte problema de valor inicial:

g% = - g% P senb ; 3(0) =t
%:EM—I--IR- 3 8(0) = 3
%% =1 + B_%%EQ ;s s(0) =0
g;% = %% senb H XZ(O) =0
g;} = 2% cosf : x1(0) =0

o valor de M no ponto S = TR seja igual a zero (M (TR) = 0). Ou seja,
encontrar a(s) solucao(oes) do problema de valor de contorno apresenta
do e equivalente a encontrar o(s) zero(s) da funcao

G:R~>R; G(t) = M(TR ; t, P)

Fixado um valor de P, o valor G(t,) de G para um ponto t, € R &
obtido resolvendo-se numericamente o problema de valor inicia? apresen
tado, determinando-se o valor de M no ponto S = TR.

E importante observar que & possivel estudar o sinal de G e, den
tro de um intervalo real I (t € I) garantir a determinacio de todas as
solugoes do problema de valor de contorno.

Neste caso (como G : R > R) pode ser mais interessante utilizar
o metodo da bissecao ou regula-falsi [13]} no lugar do de Newton para
determinar o(s) zero(s) de G, ja que eles nao necessitam da determina
c¢ao de derivadas de G. -

Na apresentacao dos resultados todas as varidveis do problema fo
ram adimensionalizadas. Em vez de P e M serdo usados P/P* e M/M*, onde
‘P¥ = EI/R2 e M* = EI/R. As variaveis com dimensio de comprimento foram
divididas por L* = TR. No processo de adimensionalizacio surge um para
metro de extensibilidade definido por C = I/(AR2), -

A figura 2 mostra as curvas da carga P versus o momento no engas
te (5§ = 0) para ¢ = 1,E-5, Fixado um valor de P/P*, cada ponto das cur
vas corresponde a uma solucao do problema. A partir de P/P* = 471 sio
encontradas tres solugoes dado um valor qualquer de P/P*, Cada solu
cao corresponde a uma configuracdo de equilibrio, consequentemente o
modelo permite a existéncia de mais de uma configuracio de equilibrio
para alguns valores de P/P*,
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Figura 2

A figura 3 mostra as curvas da carga P versus Xy (WR) para C=1.E-5,
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Figura 3

Usando a figura 2 como referencia & possivel tracar a sequencia
de conilguragoes deformadas relativas a cada curva. Na flgura 4 esta
dada a sequencia de conf1guracoes relatlvas a curva que se inicia em
P/P* = 0. Na figura 5 esta dada a sequencxa de conflguracoes relativas
a segunda curva. -
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CONCLUSA0

Com o material apresentado é possivel a solugclo numérica de pro
blemas de valor de contorno que modelam o equilibrio de estruturas un1
dimensionais elasticas. O método é bastante simples permitindo o estu
do de problemas nao-llneares, sendo particularmente eficiente em ppg
blemas de bifurcacao e nos casos onde ocorrem solugdes maltiplas.




(1]

(2]

3]

[41

{51

[6]

7]

(8]

{91

[10]

[11]

112]

(13]

- 10 -
REFERENCIAS

De Silva, C., "A Nonlinear Theory of Elastic Directed Curves".,
Int. J. Eng. Sci., Vol. 4, 1966, pags. 411-422.

Kafadar, C.B., "On the Nonlinear Theory of Rods", Int. J. Eng.
Sci., Vol. 10, 1972, pags. 369-391.

Antman, S., "The theory of Rods", Handbuch der Physik, Vol. VIa/2,
Springer-Verlag, 1972.

Green, A.E., Naghdi, M. L, Werner, "On the Theory of Rods", Proc.
R. Soc. Lond., A.337, 1974, pags. 451-507.

Stoer, J., Bulirsh, R., "Introduction to Numerical Analysis",
Springer-Verlag, 1980.

Keller, H.B., Antman, S., "Numerical Solution of Bifurcation and
Nonlinear eigenvalue problems'.

Claren, R., Diana, G., "Mathematical Analysis of Transmition Line
Vibration", IEE trans. PAS-88(2), 1969, pags. 1741-1771.

Nordell, W.J., Meggit, D.J. "Undersea Suspended Cables Structures”,
ASCE J. Struc. Div., 107(ST6), 1981, pags. 1025-1040.

Tadjbaksh, I.G., Soibell, E., "Constant Twist Deformation of
Cables", Int. J. Eng. Sci., Vol. 21, 1983, pags. 263-268.

Pereira de Almeida, M., Sampaio, R., "Flambagem de barras exten
siveis". COBEM, 1983,

Costa Mattos, H.S., "Método do Tiro para Resolugao de Estruturas
Unidimensionais", Tese de Mestrado, Dep. Eng. Mec. PUC/RJ, 1984.

Coddington, E., Levinson, N., "Theory of Ordinary Differential
Equations, McGraw-Hill, 1955.

Ortega, J.M., Rheinboldt, W.C., "Iterative Solution of Nonlinear
Equations in Several Variables", Academic Press, 1970.




