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Estudo comparativo de deslocamentos horizontais extremes em por-
ticos pIanos, sob carga horizontal, analisados sob varias hipoteses,
com a tecnica do meio continuo e com 0 metodo discreto, e 0 que se a-
presenta.

Comparative study of the largest horizontal displacements of
plane frames, under the action of horizontal loading, .analysed with
several hypothesis, with the continuous medium technique and with the
discrete method, is presented.



Para fazer estudo comparativo, ainda que preliminar e para casos
particulares como os que aqui sao considerados, os autores utilizaram
diversas formula~oes desenvolvidas na Escola de Engenharia de Sao Car
los, principalmente pelo Prof. E. Mancini, ou existentes em outras
bibliografias, com 0 intuito de aquilatar a ordem de grandeza das dis
crepancias que ocorrerao quando porticos pIanos, com pilares em duas
prumadas e sob carga horizontal, sac analisados sob a luz de diversas
hipoteses sobre 0 seu comportamento cinematico.

Alem da utiliza~ao 4e formula~oes anteriormente obtidas, outras
foram desenvolvidas, principalmente com rela~ao ao calculo de porti-
cos com nos rigidos ou de dimensoes finitas, tanto para a analise dis
creta, como pela tecnica do meio continuo; tambem foi resolvida a e=
qua~ao diferencial, por via analitica, de porticos formados pela asso
cia~ao de paredes por meio de vigas, com deforma~oes axiais dos ele=
mentos verticais incluidas na formula~ao. Alem disso, foram elabora-
dos, ou adaptados, programas computacionais para todos os casos anali
sados.

As formula~oes utilizadas neste trabalho sac para:
A) COm tecnica do meio continuo:

AI) paredes associadas por vigas, com ou sem deforma~oes axiais
dos elementos verticais;

A2) porticos, com nos de dimensoes finitas (rigidos) ou nos pon-
tuais, semdeforma~oes axiais nos elementos verticais;

AJ) porticos, com nos pontuais, com deforma~oes axiais nos elemen-
tos verticais;

OBS.: 0 caso de porticos, com nos de dimensoes finitas, com deforma-
~oes axiais nos elementos verticais nao foi concluido a tempo
para inclusao neste trabalho.

B) Com emprego do processo dos deslocamentos, via analise
discreta:
Bl) pOrticos com nOs pontuais, com ou sem deforma~oes axiais dos e

lementos verticais;
B2) porticos com nos de dimensoes finitas (rigidos) com ousem de-

forma~oes axiais dos elementos verticais.
OBS.: Em todos os cas os as vigas, quando presentes, foram supestas

sem deforma~oes axiais.

A analise prendeu-se somente ao caso dos deslocamentos
tais, ao longo da altura, sendo aqui apresentados apenas os
mentos m8ximos (do topo).

horizon-
desloca-

Como nao ha, ainda, disponibilidade disseminada de parametros
que permitissem classificar os elementos verticais da estrutura glo-
bal (portico) como sendo pilares e nao paredes, ou vice-versa, 0 estu
do abrangeu casos, per exemplo, de estruturas analisadas tambem como
porticos (deform8veis essencialmente por for~a cortante horizontal)
embora 0 mOdulo de rigidez dos pilares fosse muito maior que 0 das vi



gas. Esse seria, e claro, 0 caso tipico de paredes associadas por vi-
gas, com comportamento em que a parcela da deforma~ao da estrutura por
momentos externos da carga horizontal nao seria desprezivel, como no
caso do portico tipico. £ claro que ao final do presente estudo, a
cuidadosa compara~ao dos resultados obtidos podera indicar alguma di-
retriz que permita poder separar 0 que e pilar de portico do que seja
parede associada por vigas.

£ fate conhecido que 0 comportamento, sob carga horizontal, da
estrutura global aqui denominada portico depende, essencialmente, da
rigidez relativa entre os elementos verticais e horizontais. Quando
as vigas tiverem rigidez muito maior que ados pilares, a deforma~ao
ocorrera com predominancia muito grande do efeito da for~a cortante,
enquanto que no caso contrario (paredes ligadas por vigas) , havera
deformabilidade com parcelas separaveis, devidas ao momenta fletor e
devidas a for~a cortante. (Esses esfor~os solicitantes se referem a a
~ao do carregamento externo sobre 0 portico).

Neste estudo cada uma das estruturas tera seus deslocamentos cal
culados admitindo-se, sucessivamente, que 0 seu comportamento fique
revelado por diferentes formula~oes, dependendo das hipoteses sobre
as quais tais formula~oes se baseiam.

As diferen~as nas hipoteses sao devidas a considera~ao ou nao de
nos pontuais, ou de dimensoes finitas e rigidos, ou da inclusao ou su
pressao das deforma~oes axiais dos elementos verticais. Alem disso, a
abordagem podera ser feita com os algoritmos da analise matricial de
estruturas ou com a chamada tecnica do meio continuo, neste caso com
uma hipotese adicional, que admite indeformabilidade axial de vigas e
substitue 0 meio de liga~ao discreta (vigas) entre elementos vert i-
cais por um meio continuo equivalente.

Aborda-se, pelo processo dos deslocamentos, a analise estatica,
restrita ao caso de pequenos deslocamentos e material suposto em regi
me elastico-linear, de porticos com caracteristicas indicadas na Fig:
1, submetidos a carga horizontal uniforme em toda a altura H.

Em seguida apresenta-se cada tipo de modelagem admitida, acompa-
nhada de breves resumos dos fundamentos teoricos respectivos.

Sao chamadas de porticos as estruturas predominantemente deforrna
veis por for~a cortante externa. Nessa situa~ao a elastica do conjun-
to, ja admitida a existencia do meio continuo equivalente, tem a for-
ma mostrada na Fig. 2. Isolado 0 elemento da Fig. 2.c e impostas as
condi~oes de equilibrio resultam:

dM
dz = - Q,

dQ
dz = - P
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A equa~ao (3) resolve 0 problema, quando se tem a condi~ao de
contorno u(o) • O.

111.1.1.1 - Portico com nos de dimensoes finitas e pilares sem
deforma~ao axial

Seja 0 caso de pe~a fletida por a~ao de recalque diferencial 5.
A pe~a tem duas partes rigidas, de extensao t/2 nas extremidades. Os
momentos fletores nas extremidades sac:

- Ii -tge = R,-t = e

R,
Men = 6 E k * e c -R,-t
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Em porticos regulares admite-se que, sob carga horizontal, os
pontos de momentos nulos se situam nos centros dos vaos de vigas e p~
lares.

Seja 0 caso da Fig. 5 onde se indica a distor~ao do andar por
$ (- du/dz) e a rota~ao do no por a.

Para vigas a = ac
Para pllares ; - a = ac

.1 = vcJodas vigas

h = vcJados pllares

Fi g. 5 - No de portico .distorcido
e ,.tido • e vizinhan~a
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III.1.1.Z - Portico com nos pontuais e pi1ares sem deforma~ao a-
xial

A rigidez s sera obtida com a substitui~ao de va10res nu10s para
t1 e tZ'

111.1.1.3 - Portico com nos pontuais, com deforma~oes axiais nos
elementos verticais

a a (Zkl4> - k28V) / (Zk1 + kZ)

4> - a = kZ (4) + 8V) / (2k1 + kZ)

hQ.-=M +M-Z AC -~D
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Supondo a for~a cortante nas vi gas distribuida uniformemente ao
longo da altura do andar (meio continuo) e com a conven~ao da Fig. 7



ESA V~. q

ESA V~ = Q/~ (Observe-se que e1/s1 = j)
ESB V~ - Q I ~

pz 2 2
ESA VA = n( -z + 3Hz - 3H )

pz 2 2
ESB VB • - 6~ ( - z + 3Hz - 3H )

Substituindo em >(12), integrando e impondo condi~oes de contorno
(supondo SA = SB):



222 2u(z) = pz (2H-z) /2s1 +pz (z -4Hz+6H) /12ESAi (13)

Com base nas hipoteses expressas par constancia de caracteristi-
cas geometricas e mecanicas na altura, por rigidez de vigas bem Menor
que a das paredes e engastamento perfeito na base, pode-se deduzir a
expressao de u(z).

111.2.1 - Paredes associadas por vigas, nao considerando e defor
ma~ao axial de paredes.

Com as hipoteses mencionadas, baseando-se, por exemp10, em COULL
e SUBEDI [5J, que apresentam a associa~ao de uma serie de paredes por
1inteis, pode-se particu1arizar, a partir de MANCINI [3], para 0 caso
de duas paredes iguais e chegar a seguinte equa~ao diferencia1 regente
do problema.

2
2 EJ u'" _ 3E [ (C1 + C2) ] 'w 2h JV b3 u =-Q =-p(H~z)

1

~de Jw e JV sac os mementos de inercia da parede e viga. respectiva-
mente.

A solu~ao geral, para carga uniforme e, por exemp10.
COELHO [6J

-kH -2kH-p (kH + 2e - kH e )
k4 j ( 1 + e-ZkH)

( -kH kH -2kH)p e - e
k4 j (1+ e-ZkH)

p (kH j.. e-kH)
k4j ( 1 + e-2kH)



111.2.2 - Paredes associadas por vigas. considerando a defotma~io
axial das paredes

Com as mesmas hipoteses do caso anterior e incluindo a
$ao axial das paredes. RAMALHO [7J. baseando-se em ALBIGESLSJ. deduziu a equa~ao diferencial que rege 0 problema

deforma-
e GOULET

com Mg sendo 0 momenta estatico da area da se~io transversal de uma pa
rede em rela~ao ao C.G. do conjuntoj jL = EJviga j j~ = EJpilar·· j2_e
jc = h+ j2 + R. MsE = EJ c = momento de inercia do conJ unto. em rela~ao
ao eixo que passa pelo C.G •• multiplicado por E.

A ~olu~ao da equa~io diferencial.deduzida para figurar neste tra-
balho. e:

uIV (H) -Q' (H)
•• jl +i2

Nao foi possivel incluir os resultados neste trabalho. em
para publica~ao.

111.3.1 - Porticos com nos pontuais, com ou sem deforma~oes a-
xiais dos elementos verticais

Foi desenvolvido programa especifico que impoe. conforme 0 caso,
a indeslocabilidade ou nao, dos nos na dire~ao vertical. (Casos do i-
tem Bl).

111.3.2 - Porticos com nos de dimensoes finitas (rigidos) com OU
sem deforma~oes axiais dos elementos verticais

Foi desenvolvido programa especifico. variante do qual da 0 caso
anterior, para levar em conta a conexio entre vigas e pilares atraves
da regiao comum a esses elementos) suposta rigida. (Casos do item B2).



FLEX
RIG
HCTN

DSCT
S/AX
C/AX

= Nos flexiveis;
Nos rigidos;
Tecnica do meio continuo;
Metodo discreto;
Sem deforma~oes axiais nos elementos verticais;
Com deforma~oes axiais nos elementos verticiais.

Foram consideradas vigas com se~oes transversais de 22x30, 22x50,
22x70, 22x90 e pilares de 22x70 e 22x90 (cm2). A analise tratou de ca

'sos com 10, 15 e 20 andares, sendo a distancia entre eixos de pilares
de 5m e a distancia entre pisos de 3m.

o valor da carga uniforme e p = 1,4/3600 tf/cm. Foi escolhido
esse valor, a partir de exemplos anteriormente desenvolvidos, com re-
du~ao adequada na sua grandeza, de modo a nao ultrapassar, no caso
mais deformavel, 0 limite H/500 (= l2cm) para os deslocamentos no to
po dos porticos, para nao violar hipoteses.

'No ambito dos limites das rela~oes entre rigidei de vi gas e r~g~
dez de pilares consideradas neste trabalho pode-se tecer os comenta~
rios e conclusoes que se apresentam em seguida.

Sao comparaveis, diretamente, por obedecerem hipoteses semelhan
tes, respectivamente os casos: 1 e 2; 3, 4 e 5; 6 e 7.

Nota-se que a tecnica do meio continuo para porticos forneceu re
sultados maiores do que os correspondentes valores obtidos com 0 meto
do discreto. Compare-se casos 1 e 2; 3 e 5; 6 e 7. Essa diferen~a di~
minui a medida que cresce a altura do portico. Por outro lado, a tec-
nica do meio continuo, para analises de paredes unidas por vigas da
resultados proximos dos correspondentes obtidos com 0 metoda discre-
to. Compare-se 4 e 5 (sem deforma~oes axiais nos pilares).

Para verificar a notavel diminui~ao dos deslocamentos (enrigeci-
mento da estrutura) devida a considera~ao dos nos rigidos, compare-se
colunas 2 e 5 (processo discreto) ou 1 e 3 (meio continuo); todos os
valores nessas colunas nao levam a influencia das deforma~oes axiais
dos pilares. Observa~ao analoga, sobre 0 citado enrigecimento, po-
de ser feita sobre os valores das colunas 7 e 8 onde, agora, em ambas
se consideram as deforma~oes axiais dos pilares.

A compara~ao entre as colunas 5 e 7 mostra 0 aumento dos desloca
mentos horizontais quando se leva em conta a deformabilidade axial
dos pilares, simultaneamente com a considera~ao de nos pontuais em re
la~ao aos nos rigidos. Tambem pode ser feita compara~ao sucessiva en~
tre colunas 5, 2 e 7.

Os' resultados das colunas 1 e 6, 2 e 7 mostram 0 efeito da consi
dera~ao das deforma~oes par for~a normal nos pilares; tanto no caso
da tecnica do meio continuo para porticos com nOs flexiveis, como no
caso do metoda discreto, ,as diferen~as observadas aumentam quando
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cresce a altura dos linteis (vigas) e, portanto, a for~a normal nos
pilares. Vale a pena registrar que as rela~oes entre valores das colu
nas 6 e 1 sao muito proximas das rela~oes correspondentes entre valo~
res das colunas 7 e 2. Alem disso, as diferen~as aumentam a medida
que aumenta a altura do portico.

Observa~ao importante diz respeito ao fato, confirmado pelos nu-
meros da tabela, da tecnica do meio continuo dar resultados bastante
bons, comparados com os do metodo discreto (sob hipoteses correspon-
dentes, ou analogas) desde que a rigidez das vigas seja maior do que
ados pilares. ~ 0 que se constata, para hv/hp igual ou maior do que
70/70, respectivamente, .comparando as colunas 1 e 2, 4 e 5, 6 e 7.

Como conclusoes, de ambito mais geral, parece que se pode afir-
mar, ou confirmar, que:

1) A tecnica do meio continuo para porticos, cornnos flexiveis,
fornecera bons resultados, comparados com os do metoda discreto, com
nos flexiveis, para casos de porticos de grande altura em rela~ao a
largura, com rigidez de vigas igual ou superior ados pilares, com de
forma~oes axiais dos pilares consideradas ou nao. Nos casos aqui con~
siderados, com H/~ = 12 e hv/hp = 70/70, 90/70 a discrepancia maxima
nos deslocamentos extremos foi de cerca de 5%. Compare-se colunas 1 ,
2 e 6, 7. Porem, no caso da tecnica do meio continuo para porticos
com nos rigidos as diferen~as ernrela~ao ao metoda discreto, corn nos
rigidos, sao rnaiores, mesmo para porticos de grande altura. Compare-
se 3 e 5, que correspondem aos casos ernque as deforrna~oes axiais dos
pilares nao foram consideradas. Neste estudo nao foi possivel incluir
os resultados correspondentes aos casos de porticos cornnos rigidos,
com deforma~oes axiais dos pilares levadas ern considera~ao. Seria ca-
so a comparar cornos das colunas 6 e 8.

2) A tecnica do meio continuo para paredes associadas por vi gas
mostrou resultados muito proximos aos calculados corn0 metoda discre-
to com nos rigidos, quando nao foram consideradas as deforma~oes a-
xiais dos pilares, independentemente da altura do portico; compare~se
colunas4 e 5.

Assim que for possivel concluir a formula~ao e a programa~ao cor
respondentes ao caso de paredes associadas por vigas, corndeforma~oes
axiais nos pilares, pela tecnica do meio continuo trataremos de compa
rar os resultados com os do metoda discreto, com nos rigidos, leva~
das em conta as deforma~oes axiais. Alem disso, e inten~ao dos auto-
res obter resultados com a discretiza~ao do-portico ernelementos fini
tos de chapas (estado plano de tensao).

~ bem provavel que urna analise mais detida dos resultados permi-
ta obter outras conclusoes ou observa~oes sobre os diversos casos con
siderados neste trabalho.
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