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Este trabalho apresenta urn modelo de analise nao linear
para egtruturas planas de concreto armado, atraves do meto-
do dos elementos finitos. Emprega-se urn elemento composto
de concreto e a~o, isoparametrico, retangular, com qua~ro
nos. 0 concreto antes da fissura~ao e suposto submetido a
estad~ plano de tens~es. 0 efeito da fissura~ao c da nao li
nearidade das rela~~es tens~es deforma~io dos materiais i
levado em conta atraves da modifica~ao da rnatriz de elasti-
cidade do elemento e da correspondente redistribui~ao de ten
s~es. Utiliza-se um modulo de cisalhamento variavel a fim
de simular 0 encaixe do agregado. 0 metodo de analise de
Newton-Raphson e usado, com as matrizes de rigidez rnodifica
das a cada itera~ao.

This work presents a model for non linear finite ele-
ment· analysis of reinforced concrete plane structures. A
four nodes concrete-steel composite, isoparametric, rectan-
gular element. is used. Before cracking, concrete is suppo-
sed to be into a plane stres~ state. The effects due to
cracking and non linearity of the materials stress-strain
relationships are taken into account by changing the elas-
ticity matrix elements and by using a stress transfer pro-
cess. A variable shear modulus is employed to take into account
aggregate interlocking. Newton-Raphson's method of analysis
i. u.ed. Stiffn~ss matric~s are modified at each iteration.



o mctodo dos elementos finitos tem sido muito empregado
no calculo e modelisa~io de todos os tipos de estrutura~ i~
elusive aquelas de Concreto Armado. ~o entanto, algumas ca-
racteristicas deste material como:

- composi~ao por dois outros materiais"de cornportamento
diferente e nao linear.

- carater mutavel devido a evolu~ao do estado de fissu-
ra~ao;

- existencia de deslisarnento e efeito de pino das arm.-
duras;

- retra~ao e deforma~ao lenta do concreto,

tornam tao complicada sua modelisa~ao que a simula~ao do
efeito de todas estas caracteristicas ao mesmo tempo, em urn
mesmo modelo, e ainda praticamente impossivel.

As leis de comportamento e os criterios de r~ptura do
concreto sob estados bidimensionais de tensaes sao comple-
xos e fun~ao de numerosos parametros cuja influencia nao es
ta ainda bem estabelecida. Ate 0 momento so se dispoemde re
sultados obtidos com uma rela~ao constante, ao longo do en=
saio, entre cargas aplicadas segundo duas dire~aes ortogo -
nais.

A evolu~io do est ado de fissura~io do concreto e certa-
mente urn dos principais fatores responsaveis pelo comporta-
Mento nao linear das estruturas de concreto armado. A redu-
~ao de rigidez devida a fissura~ao nao pode pois ser despre
zada. -

o encaixe dos agregados entre as fissuras e 0 efeito de
pino das armaduras sao responsaveis por uma parte considera
vel da resistencia ao esfor~o cortante. 0 deslizamento das
armaduras, devido a perda de aderencia nos nIveis de carga
elevados, tambem influenciam 0 comportamento da estrutura.
Todos estes fatores nao sao facilmente mensuraveis e so se
pode considera-los de modo aproximado.

_Enfim, a complexidade dos ienomenos de retra~ao e defor
ma~aQ lenta do concreto, as mudan~as de temperatura, a his-
toria do carregamento, etc, sao outros fatores que dificul
tam enormemente a obten~ao de modelos realistas para repre~
sentar as estruturas de concreto armado.

Este trabalho apresenta um modelo de analise de estrutu
ras planas de concreto armado atraves do metoda dos elemen=
tos finitos. Emprega-se 0 elemento isoparametrico quadrila-
teral de quatro nos e as barras de a~o contribuem para sua
rigidez. 0 concreto e suposto sob estado bidimensional de
tensaes. A fissura~ao e levada em conta atraves do zeramen-



to do modulo elastico se~undo a di~e~ao fissurada e da cor-
respondente redistribui~ao de tensoes. 0 emprego de urn modu
10 de cisalhamento variavel, fun~ao da abertura das fissu-
ras, tenta simular 0 encaixe dos agregados. A aderencia e
considerada perfeita e sao desprezados os efeitos dos feno-
menosdependentes do tempo.

Adotou-se para representar 0 concreto armado urn elemen-
to finito isoparametrico de quatro nos (fig. 1) de tal modo
que a rigidez do elemento seja devida a contribui~ao dos
dois materiais que 0 ~ompoem:

Um elemento finito e dito isoparametrico quando a fun -
~ao que aproxima os deslocamentos no interior do elemento e
a mesma que serve a def inir sua geometr ia. E Ie e definido em
urn sistema de coordenadas intr ins icas E;,n cuj a or igem e 0

centro do elemento.

A expressao da matriz de rigidez para 0 elemento isopa-
rametrico de quatro nos e a seguinte:

sendo h espessura do elemento, [B] a matriz que relaciona de
forma~oes .no interior do elemento aos deslocamentos nodais~
[n] a matriz de elasticidade e [J] a matriz jacobiana da
transforma~ao do sistema de coordenadas globaix x-y para 0
sistema intrlnsicoE;, n.

A matriz
ticidade [n]

(kc] e pois dada pela eq. 1, a matriz de elas-
sendo explicitada mais adiante.



Considerando-se que a barra de a~o e linear e so admite
deforma~oes axiais, pode-se exprimir sua rigidez em rela~ao
aos deslocamentos nodais do elemento:

sendo Es 0 modulo de elasticidade tangente do a~o, As a area
da se~ao transversal da barra, [Bs] a matriz que relaciona
deforma~oes no interior da barra aos deslocamentos nodais e
[Js] a matriz jacobiana da transforma~ao de eixos coordena
dos. (Quando a se aproxima de n/2 e conveniente exprimir-se
~sJ em fun~ao de sen a, 0 que nao apresenta dificuldade adi
cional).

A dedu~ao detalhada da expressao acima e a forma expli-
cita da matriz [Bs] podem ser encontradasem [lJ.

As integra is das equa~oes (1) e (2) nao saD
determinaveis, devendo-se portanto proceder a
numericas.

facilmente
integra~oes

Uma das maiores dificuldades ria modeliza~ao das estrutu
ras de concreto armado reside na ado~ao do modelo mais apro
priado para reproduzir 0 comportamento nao linear do concre
to submetido a estados bidimensionais de tensoes. Ensaios
experimentais mostraram que 0 concreto submetido i compres-
soes segundo duas dire£oes ortogonais apresenta rigidez e
resistencia i compressao mais elevadas que aquelas obtidas
com carregamentos uniaxiais. A fig. 2 mostra a envoltoria de
resistencia bidimensional obtida experimentalmente por Kupfer
[2]. Nela observa-s.e que se pode ter acrescimos de re
sistencia i comp~essao da ordem de 207..



Para se representar as curvas tensao-dcforrna~ao bidimen
sionais do concreto u~ilisa-se a expressao proposta por Liu
[3],' _para 0 caso de as duas tensoes principais serem d~
compressao. extendendo-se a mesma para os casos em que se
tern tra~ao-compressao e tra~ao-tra~ao. adaptando-se as con-
tantes presentes na equa~ao da curv~ is condi~oes de cont~r
no indicadas pelos ensaios experimentais. Tais curvas ten=
sao-deforma~ao sao dadas pela seguinte expressao:

A + BEo E

(I-va) (l+CE+DE2)

sendo o. E - tensao.e deforma~ao segundo cada urna das dire-
~oes principais; a - rela~ao entre a tensao principal orto-
gonal e aquela considerada; Eo. v ~ modulo elastico unia-
xial e coeficiente de P_oisson; A.B,C,D - constantes a serem
determinadas a partir das condi~oes de contorno observadas
nas curvas experimentais.

5e as duas tensoes principais forem de tra£ao, 0 compor
tamento do concreto e praticamente linear. Entao tern-se na
eq. 3: A-C-D=O e B-1.

5e as duas tensoes principais fo~em de compressao, cha-
.ando-se_de op, Ep a resist~ncia ulti!a bidimensional e a
deforma~ao correspondente, a observa~ao das curvas ,'obtiidas
experimentalmente permite dizer que:

A-G; B=l; C.(
(l-va)Esec

1 1-; D - ---,com Esec - Op/EP
Ep Ep2

5e uma tensao principal for de tra~ao e outra de com-
pressao tem-se tre~ casos, dependendo da rela~ao entre as
tensoes principais: a) quando a rela~io al/a2 $ -0,325 ob-
serva-se que 0 comportamento do concreto ~ quase linear. Po
de-se.usar entio a mesma equa~ao do caso em que se tern so
tra~io, ou seja A-C=D-O, B-1, sem que isto conduza a erros
apreciaveis. b) se -0,325 < al/q2 ~ -0,1 0 comportamento do
concreto ~ semelhante ao caso em que as tensoes principais
sao de compressao, a diferen~a de comportamento residindo
no fate que no ponto de resistencia maxima a tangente a cur
va nao e nula. Entao aqui se tem: A=D-O, B=l,

c _ ( Eo - 1)
(l-va)Esec

c) i medida que a re1a~ao crl/o2 se aproxima-de zero, 0 com-
portamento do concreto na dire£io comprimida se assemelha ca
da vezmais ao ~aso de compressao uniaxial. Entao, para s;
assegurar uma transi~ao gradual entre as curvas do caso b)
e aque1a uniaxial. condi~ao nescessaria para que a conver -
gencia na solu~ao numerica seja boa, introdui-se 0 parame-
tro l(~) ta~ que l(~) • l~lO~.As constantes da equa~ao da
curva tensao-deforma~ao para -0,1«1.1/02<0 serao pais: A- O.
B - ..1.

Eo
(
(I-va) E.ec



Esta mesma equa~ao se aplica tamb~m ~ dire~io tracionada .

. Hupfer, Hilsdorf ~ Rusch [3], assim como Liu, Nilson',
Slate e Tasuji; [4] e [5], estudaram 0 concreto sob estade.
bidimensional de tensoes, procurando modelizar seu compor-
tamento. Ficou patente que a resistcncia ultima bidimensio
n~l do c~ncreto (oPL e a deforma~io uJ t ima, c~rr,esponde (Ep)
sao fun~ao da rela~ao a entre as teTtsoesptilnclpals. Corn ba-
se nas envoltorias de resistencia e de deforma~io ultima
(fig. 3) as eXi!ressoes op(a) e cp(a) obtidas se acham ex
plicitadas ern Ll].

Para 0 modulo de elasticidade uniaxial do concreto em
compressio pode-se'adotar, na falta de ensaio que 0 d'ctermi
ne experimentalmente, uma das expressoes propostas pela IT
teratura ou codigos normativos. Q~anto ao coeficiente de
~oisson foi constatado que ele varia de acordo com 0 esta-
do de tensoes. Em [4J encontrou-se valores que vio de 0.16
a 0.22 para tra~ao axial e compressio uniaxial. Como ess~
varia~ao de v afeta pouco 0 comportamento dos modelos, por
simplicidade admitiu-se para ele urn valor constante e igual
a 0.2.
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Fig. 3 - Deforma~oes ultimas bidimensionais de concre-
t~ (~p) em fun~io da rela~ao entre tensoe·s.pri:t
clpalS.

Quando as duas tensoes principais sao de tra~ao ou uma
de t.ra~ao e outra de compressao COm 01/02 < -0.325, 0 concre
to ~ considerado como um material isotropic~ elastico, li~
near. Neste caso, a matriz [D] que relaciona tensoes a dp-
forma~oes ~ a" conhecida:



[~ .~.]
Para os outros estadOs de tensao 0 comportamento do con

creto e nao linear. Os modulos elasticos segundo as direc;oes:
principais nao sao mais constantes e sim funC;ao das deforma
c;oes existentes nestas direc;oes. Entao Liu DJ prop~s cons!
derar 0 concreto como urn material ortotropico, sendo as di-
rec;oes de ortotropia .as direc;oes principais. A matriz de
elasticidade, neste caso, toma a forma seguinte:

[AE./E2 >.V 0

][Dp] '" Xv >. 0

0 0 G

com >.
El

El/EZ-v Z

Como 0 modulo de cisalhamento do concreto ainda nao foi
bem definido experimentalmente, utilisa-se para 0 mesmo a
expressao abaixo:

ElEZ
El + EZ + Z\I·EZ

sendo El e EZ modulos de elasticidade tangente obtidos pela
deriva~ao ~a equaC;ao 3 apas a retirada do efeito do coefi-
ciente de Poisson, pois as direc;oes de orootropia 1 e Z sao
supostas independentes.

C~mo a formulac;ao do metodo dos deslocamentos se expri-
me dentro de um sistema de coordenadas cartesianas global e
a matriz [Dp].-anter.iormente indicada esta referenciada ao
sistema de eixos principais, e necessario se proceder itrans
posic;ao de eixos. A partir de {a} '"[TJ{ap} , 0 Indice p i~
dicando sistema de eixos ~rincipais~ chega-se fac~lmente. a
[D] '" [TJT [DpJ [TJ. sendo LT] a matru transformac;ao de Sl.S-

temas coordenados:

sen2e
con2e

-sene" cose

- Z sene cose~
Z sene: cose

cos2e- sen2e

". N • NS1~ula~ao da f1ssurac;ao

Quando dentro de um elem~nto a tensao £rincipal de maior
valor algebrico al e de trac;ao, a deformac;ao correspondente
e com~arad! ao valor limite crp 0 aual e func;ao da relac;ao



entre tensics principais. Se estc valor da dcforrna~io ~ su-
perado. 0 clemente c suposto fissurado com urna seric dc tis
sur as normais i dirc~io 1. 0 clernento torna-se portanto in-
capaz de resistir a csfo~~os nesta dire~io c a tcnsio i pos
ta i~ual a zero. Passa a existir entao um estado uniaxialde
tcn~oes na dire~io 2.

A incapacidade do clemente de recebcr tensics na dire-
~ao perpendicular is fissuras equivale a considerar nulo 0

modulo elastico nesta dire~io. A matriz de elasticidade em
rela~ao ao sistema de eixos principais passa a scr:

onde E2 e 0 modulo elastico tangente uniaxial segundo a di-
re~ao 2 e GF 0 modulo de cisalhamento do concreto fissurad~
gra~as ao qual e simulado 0 encaixe dos agregados. Na falta
de resultados experimentais adota-se a expressao sugerida
em [5J onde GF e expresso como fun~io decrescente da abertu
ra das fissuras:

sendo F uma constante que aqui foi 1=omada da ordem de a.lEo•
El. a deforma~io segundo a dire~io normal is fissuras e EC
o valor limite desta deforma~io a partir do qual 0 encaixe
dos agregados nao mais se faz sentir (esta e da ordem 4 a 5
por mil).

Quando urn elemento fissura. acontece uma pertuba~io na
estrutura. Como 0 elemento fissurado nao pode mais resistir
as tensoes normais i fissura,ocorre uma redistribui~ao in-
terna de tensoes afim de manter 0 equilibrio. Esta redis -
tribui~io de tensoes pode ser simulada atraves da aplica~io
de um carregamento nodal equivalente is tensoes que exis-
tiam dentro do elemento na dire~ao fissurada (tensoes excen
dentes). 0 qual e aplicado a estrutura com rigidez diminui~
da devido i fissura~ao. Segundo urn sistema de eixos xl, x2
que eram Os eixos principais antes da fissura~ao, 0 vetor
das tensoes excedentes de urn elemento que acaba de fissurare:

exc
1.2

{::} _. [T ] J~l}·.
Oxy exc l~



e 0 carregamento nodal equivalente pode ser obtido pela ex
pre$sao seguinte:

[BJ'I'{O} dVexc

As tensoes nos elementos fissurados sao obtidas a pa'rtir das
deforma~oes de. acordo com as express~es que seguem:

1
::} CTJ{O:}
tXy tl,2

Comportamento da armadura

o a~o e suposto ser submetido a estado uniaxial de ten-
soes. A rela~ao tensao-deforma~ao no caso dos a~os naturaise bem simples e conhecida. Para os a~os tratados, 0 trecho
nao linear do diagrama tensao-deforma~ao pode ser aproxima-
da pela rela~ao aqui indicada:

sendo fp ; 0.8 fy e fr ~ 1.1 fy, com fy sendo a tensao con-
vencional de escoamento, Eso 0 modulo de elasticidade ini-
cial, da ordem de 200.000 MPa.

Evidentemente, 0 modulo elastico da armadura no trecho
nao linear, para emprego na equa~ao (2) e variavel e obtido
por deriva~ao da expressao acima.

o modele desenvolvido utiliza 0 metoda de analise nao
linear incremental de Newton-Raphson. A matriz de rigidez e
modificada a cada itera~ao.

Considere-se determinado ponto "i" da analise. Uma pri-
meira aproxima~ao dos deslocamentos nodais e da~a por:

_1
[ltc] i-I (6R)i'



Como estas tensoes sac calculadas com a matriz de elas-
ticidade do passo anterior, sera necessario corrigi-Ias pa-
ra que obede~am a lei de comportamento do material corres -
pondente (eq.3) que, para 0 concreto, e fun~ao da rela~ao
entre tensoes principais. Entao, com a atual rela~ao a entre
terisoes principais calculam-se as tensoes limites olLIM e
02LlM do concreto, de acordo com a equa~ao 3, para as defo~
ma~oes £1 e £2'

Os m5du10s elis~icos EI e E2' obtidos por deriva~ao da
eq. 3, sao modificados em se uti1isando agora a rela~ao en-
tre tensoes principais corrigidas. Se bem que esta maneira
simplificada nao seja exata (na realidade dever-se-ia recal
cular novas tensoes limites com a re1a~ao o1LIM/02LIM acha~
da inicialmente e se repetir 0 procedimento), ela semos-
trou plenamente satisfat5ria.

As tensoes excedentes, para manuten~ao do equilibrio ,
sac aplicadas a estrutura atraves de urn carregamento nodal
equivalente:

Este carregamento, aplicado a estrutura com sua rigidez
modificada, vai dar novos increment os de deslocamento {hun}.
Volta-se pois ao item b) e 0 processo iterativo e repetido
ate a obten~ao de um vetor {Rn} de norma menor que um certo
valor limite desejado, como por exemplo I ou 2% da norma do
vetor das cargas. Obtida a convergencia, conserva-se a ma-
triz de rigidez 'incrementando-se 0 carregamento externo ere
come~ando 0 procedimento a partir de .a). Considera-se que a
ruptura acontece quando nao se consegue convergencia apas
um determinado n~mero de ltera~oes.



o modelo apresentado neste trabalho foi aplicado a duas
vigas isostaticas {ensaiadas experimentalmente em [6], de
3.~6 m de vio, cujas se~oes transversais estao indicadas na
figura 4. A malha de elementos finitos utilizada apresenta
va 250 elementos (tirado partido da simetria). A resisten-=-
cia caracteristica do concreto foi de 25.9 MPa para a viga
sem estribos e 24.08 HPa para aquela com estribos.

A figura 5 mostra as tensoes de cisalhamento ao longo
da altura da viga, proximo ao meio do vao e nas vizinhan ••as
da carga de ruptura. Pode-se notar que a parcela do esfor-
~o cortante absorvida pelo encaixe do agregado na regiao
fissurada e da ordem de 40%, 0 que e confirmado pela prati
ca.

A evolu~ao do estado de fissura~ao do modelo se deu de
maneira continua, aparecendo inicialmente as fissuras de
flexio, e a medida que crescia a carga, estas se inclina-
vam, comO na viga real.

A figura 6 mostra as curvas carga-desloeamento obtidas.
Observa-se que 0 modelo apro~ima bem os desloeamentos e a
earga de ruptura, no entanto, ele se mostra mais rigido que
a estrutura real nos niveis de carga elevados.
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