FORMULACION DEL PROBLEMA DE CONSOLIDACION NO LINEAL
POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Carlos Aguirre
Departamento de Obras Civiles. Facultad de Ingenieria.
Universidad Técnica Federico Santa Maria.
Valparaiso - Chile

Héctor Jensen
Departamento de Obras Civiles. Facultad de Ingenieria
Universidad Técnica Federico Santa Maria.
Valparaiso - Chile

Isaac Flores

RESUMEN

La estimacidén de las deformaciones en fundaciones bajo consolida-
cién primaria se resuelve usualmente mediante la teoria del flujo uni-
dimensional de Terzaghi.

Este trabajo, basado en la teorfa de Biot, presenta una formula-
cibn variacional que incorpora el problema de valores iniciales en el
funcional asociado, considerando la no-linealidad y dependencia tempo-
ral del problema.

Se muestran finalmente algunos resultados comparativos obtenidos
mediante este esquema de elementos finitos con otras scluciones del
mismo problema.

ABSTRACT

The settlement in foundations under primary consolidation is usua-
11y solved by mean of Terzaghi's one dimensional flow theory.

The problem is transient and non-linear type which makes appropia-
te to use a finite element algorithm tosole it . This work, based on
Biot's theory presents a variational approach wich include the initial
value problem in the associated functional considering non linear laws
and the temporal dependence of the problem.
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INTRODUCCION

El proceso de consolidacién identifica las deformaciones que ocu-
TTren en un suelo saturado, el cual al ser cargado origina un escurri-
miento del agua contenida en sus poros.

El fendmeno fue tratado por K. Terzaghi [1] quién establecis el
concepto de tensidn efectiva, considerando el suelo como un material
elastico-poroso saturado con agua, lo cual aplicd a un suelo lateral-
mente confinado sometido a una carga constante.

Un tratamiento mas general ha sido propuesto por Biot [2] quién
deriva para un modelo tridimensional las ecuaciones que rigen la con-
solidacidn.

Para representar en forma realista las propiedades del suelo se
requiere el uso de pardmetros medidos en Laboratorio, cuyo comporta-
miento es claramente no lineal.

El escurrimiento de agua se produce a medida que se disipa la
presidn de poros en el medio lo que introduce una dependencia tempo-
ral en el problema.

Un modelo matemdtico utilizado por varios autores es el propues-
to por Sandhu y Wilson [Z] que permite la formulacién del problema
mediante la optimizacidn de un funcional asociado a la ecuacién va-
riacional y; asumiendo un comportamiento lineal del suelo.

Se describe a continuaci6n con una formulacién equivalente a la
de Sandhu y Wilson una solucién del problema mediante elementos fini-
tos incorporando en las propiedades no lineales del suelo en la formu-
lacidn variacional. ) :

Se presenta finalmente algunos ejemplos procesados usando un
modelo bidimensional de deformaciones planas y se compara con re-
sultados reportados por otros autores.

FORMULACION PROBLEMA DE VALORES INICIALES Y DE CONTORNO

Sea un medio elastro-poroso saturado [3 -4-5] que cumple las
siguientes hipdtesis:

- El material es isotrdpico y homogéneo.

- las velocidades de escurrimiento y las deformaciones son
pequefas.

- El suelo estd saturado.

- El fluido es incompresible en comparacién al suelo.

- No hay reacciones quimicas, h

- No hay escurrimiento en el instante inicial.

- Es vdlida la ley de Darcy )

- los esfuerzos totales estidn relacionados con las deformaciones,
por medio de la ley generalizada de Hooke.
La formulacidn del problema de consolidacién esti basado en las

siguientes relaciones:
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Principio de los esfuerzos efectivos:

Tij =Tij +éij P . n
en que
T35 : Componentes del tensor de esfuerzos totales
Ty5 : Componentes del tensor de esfuerzos efectivos o
del sblido.
P : Presién hidrostitica o de poros
8;5 : Componentes del tensor Delta de Kronecker,

Ecuaciones de equilibrio:
?13,3 +fi = 0 (2)
en que

fi : Componentes del vector de fuerzas volumétri-
cas o de cuerpo.

Relacidén deformacién - Corrimientos :

Considerando teoria de pequefias deformaciones

SR CHP A T I T (3)
en que :

€15 : Componentes del tensor de deformaciones

uj : Componentes del vector de corrimientos

Relaciones constitutivas :
Tij = Cijeeties *Si5P )
en que : C;jcp : Componentes del tensor de elasticidad

Siendo el medio isotrdpico el tensor Cjjcg, estd definido en fun-
¢ién de dos pardmetros independientes; con 10 cual la relacién 4, se
puede expresar como :

;ij= 2u eij *Gij(le + P) (5)
en que :
u,A : Parimetros de Lamé

e : Deformacién volumétrica
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Ecuacifn de continuidad :,
3 (ug,1) = -kiP,34
3

en que:
ky =k

Y
donde : v

ki = Coeficiente de permeabilidad en direccién cartesiana

vw = Peso especifico ) .
Reemplazando 3 en 4 y &sta en 2 se obtiene un sistema dg ecuacio- -~
nes diferenciales para el campo de corrimientos u; y la presién de po-
ros P. Esto en notacidn operacional queda expresado por :
L(wy,P)=g enux (0, + = ¢))

enque : Qc R®: Dominio espacial
(0,42 ): Dominio temporal
. : Operador diferencial de 2°orden, definido
por

|1 Cimer 3 [cv RNE ] 3
l.= - JjmK 1K + 91 -
7 Txm (M) Txx skj

5e5i ) S

Ixi 9xm

j=1,2,3

< £ '

g {a} (8

f = (fi) : Componentes del vector de fuerzas volu-
métricas.

En esta formulacidn las variables de estado uy (x,t) y P (x,t)

estian definidos en Q x go,w) (6 clausura de 9), y deben verificar
condiciones de continuidad dadas por :

u; (x,t) e ¢! [ 2 x [0, ))

2

P (x,t) e c’”? [ ax [o,= )] en que

C""“‘gn x[0,+ao)] es el conjunto de las funciones cuya deri-
vada espacial de orden my m y un derivado temporal de orden n son con-
tinuas en los respectivos dominios. *

Las condiciones iniciales y de contorno estin definidas por :
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Deformacién volumétrica inicial :

ui,i (x,t=0) = 0 en 0 ’ (9)
Condiciones de borde :

G (ug) = Uy (x,t) en Taxo,+)

G2 (u;) = '-I"i (x,t) en T'.x[o,+»)

Gs (P) =P (x,t) en Ipx[o,+)

G, () =3p(x,t) en Lo, X[0*) (10)
en que:

0y Desplazamientos especificados

T; : Tensiones especificadas

P Presién de poros especificados

C-Jp : Flujo especificado

Fq UTy = I Ul'op = T Frontera regular de Q

Tanl, = I‘pn Top = ¢ Disjuntos

Gl = [Gji]
G = %C.jmkl [Gix -g; + 859 -g-;-] Ny
2 K ..
L j =1,2,3
G, = id ( Funcién identidad )
G, = --lgnn‘n 3

n o= (nj ) Vector normal exterior a la superficie T

Las condiciones de borde representadas por los operadores G,y G,

corresponden a las condiciones esenciales y las representadas por G:
y Gs corresponden a las condiciones naturales del modelo.
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FORMULACION VARIACIONAL

La segunda fila del operador L correspondiente a la formulacién
fuerte del problema desarrollado en el capitulo anterior, representa
la ecuacibn de continuidad. Esta ecuacién se puede resolver con res-
pecto - a la variable temporal por medio de la transformacifn lineal,

Transformada de Laplace..

Al reemplazar la condicién inicial de Deformacién Volum€trica
nula se obtiene :

ug,; (x,t) +g(t) *K; Py, =0 (11).
en que : |
* : Producto convolucién definido por
g(t) * KiP,i5 = [fg(t-1)ki P,55 (x,1) dr
g (t) : Funcién constante {igual a 1) '
Desde el punto de vista formal una condicién suficiente para
que la solucién de la ecuacién de continuidad tome la forma dada

por 11 es que 1a variacién de volumen por unidad de tiempo y la fun-
cidén P,;; sean de Orden Exponencial [6

La formulacién del problema queda ahora expresado mediante el
Operador L definido por :

1Cs 3 S 9 §; ) 3
- jmkL [ ik 9 + iR ] -
Z Xxm g 3 F"_J‘
L= ’
2 g* kpd?
a(l %2
i=1,2,3

y las condiciones del problema se refieren a condiciones de contorno
definidas por los operadores Gi, G2, Gs y Ga.

La Formulacién Variacional asociada al problema descrito ante-
riormente se obtiene através de la Formulacién Débil del Método de

Galerkin, minimizando la funcidn residuo con respecto a las formas
bilineales Bi(u,v) y B2(u,v) [7] definidas por

B: (u,v) = v = é usv dg

(13)
B (u,v) = <u,v> = [ uev dp
rr

I': Frontera de Q
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La minimizacién de la funcién residuo toma la forma :

<Liguy - 8y vy 2= <Hyyuy - hy, vy >y

enquel=(Ljy)  VvieU (Conjunto admisible )  (14)
usando : ' '

uy, =P

g8 = f

8 =0

B =6, i= 1,2,3

v, =Q : j= 1,2,3

Hij = Ggij ’ ’

Reemplazando los operadores f'ij» considerando el teorema de la

divergencia , las propiedades del producto convolucién y las propie-
dades de simetria del tensor Ci4c¢ la formulacién variacional aso-
ciada al problema queda definida por :

Sea u,PeC'? (2, (0, + )

rlz [cim Uae,2) o Vi4,9) " g'kﬁp’i*Q’i]'d" .

‘f] [fi.vi- Uy 4 « Q- ngi'i] dn'r/'l‘i.vi dr -J‘g.op'.er
_ P
VV,Q € C:l'l (ﬂx (0, + =) (15)
en que :
C%! (A (0, + » : Conjunto de funciones continuas en
la variable espacial y seccional--

mente continua en la variable tem-
poral.

C:"'(Qx(o' +'°)).‘ {uec? /ulrd =0 o u Irp =0}

Dado que los operadores idj son autoadjuntos la ecuacibn va-
riacional (15) tiene asociado un funcional definido por :
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J um= 17 [Cijce Uk, 2) * Ui,5) - BokPoy» Pys] 40

i

#fTu cwaP-f vu 1d-,T, ,u dF
9[1,1* i 1:], rtl'l

+fro g * ap « P dp
[o]
u,PeC% (2 x(0, + =) (16)

RESOLUCION NUMERICA

La resolucibn mmérica de la Formulacién Variacional del proble-
ma de consolidacidén através de la Ecuacién Variacional o equivalen-
temente através del funcional asociado, se realiza mediante un esque-
ma de Elementos Finitos.

Para este efecto se considera un subespacio C% ! del conjunto C%’
de dimensién finita en la variable espacial, &1 cual queda caracte-
rizado al definir la discretizacién espacial del dominio mediante
elementos finitos.

A nivel de cada elemento (iy,el Funcional toma la forma
Im(un,Pp)= % ém [Cijct Un(c,2) *Un(i,5) - € « kiPn,i » Pp,i] do,

+ / [hhi,i * Ph - fj « upy ] de A T; #up; dI

oy L
+ [ £ ox Op « Ph dr
up, Pye C;;’-l (2 x(0,2)) an
enque : Qpn : Dominio del Elemento mesimo
3fim - : Frontera de O

Aproximando las distintas funciones que definen el Funcional en
funcién de una base del subespacio C¥™! se tiene :

Up = [Nu] (Um(t)} ) uhi,i = {B}T{um(t)}
Pr = {N,IT (P, (t)} Pn,i = [Bp]{Pn(t)}

Gp {N;}T (B (1)}

Q
"




uy
Uy
Up
Up(c,2) = 4
Un

Uy,

LUn

en que :

(Nu]
{Np}
{B}T
(Bpl

(8.]
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(1,1)*1’
(2,2)
(3,2 ]
(1,2)
1,3
(2,3)

b-[B,] {up(t)?

= Nuij Elementos de la base del subespacio

= Npi C;"r" en la variable espacial
= v-{N,] v+ Operador divergencia

= [VNpi] ¥  Operador gradiente

= [a] [N] .
2.
dx [} o
o 3 o
Ty
0 o ?_
|a] = 3,
& 2. o
ay BX
2 o 3
az 3x
° 3 3
L % Ty |

{u, (t)} : Coordenadas Generalizadas correspondiente al valor de
los desplazamientos en los puntos nodales del elemen-
t0 mesxmo
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{Pm(t)) :Cocrdenadas Generalizadas correspondiente al valor de la
presibén de poros en los puntos nodales del elemento mesimo

{To()}, {opn(®)} : valores Interpolantes de la Tensién y Flujo en
el borde.

Reemplazando estas expresiones en el Funcional Jn y sumando
sobre todos los elementos se obtiene :

J (Um,Pm) =m§:':13[ (um(t)}Ts{ (Bu]® [D] [Bu)dam * {uy (t)}
m

-1 g* (P ()}T[[B,]T[K] [By]dRy * {Pn(t)}
2 Qm

+ {up ()3T f{B} {NpYdam * {Pm(t)}

Qm
- fum (01 [Na]T (£) dfp-{un(t)} * [[Ng]TNg] (Tp) do
Qm Ttm
+ g+ {Py(t))T 2 ﬂ{yp} {Np}*{opm} ar (19)
en que : No : Nimero de elementos de la discretizacién .
T.n : Frontera discretizada con condiciones de tensiones.
FGpm : Frontera discretizada con condiciones de Flujo.
D] : Matriz de constantes eldsticas

Ensamblando los distintos elementos con sus correspondientes grados
de libertad globales y definiendo :

(k1= ;? / {Bu]T D] [Bu] dm
m= Q(I'I
(Bp] T [K] [Bp] doim

N
(K= f (B} (Np)T dop
Q
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Ne _
{(T,} = ¢ [ [NG]T [Nyl (Tp} dr
m=1 rtm
Ne -
{T,} = £, [ {Ne} {(Ne)T {opy) dr (20)
m er

el funcional toma la forma :

J (U,P)= ’12' {U())T [Ki]x{U(e)}e % g * {P()}T [K,] = {P(1)}

+ (U(IT [Ky] *{P(t)) - {U(D)}T * (T, (1)}

- QUITHT, () }eg » (P(1)IT & {T,(2)} &)
en que {U(t)}:Vector de desplazamientos nodales en coordenadas glo-
bales.

{P(t)}:Vector de presién de poros nodales en coordenadas glo-
bales.

Una condicibn necesaria para los puntos estacionarios de este
funcional es que la primera variacién con respecto a los variables
de desplazamiento y de presi6n de poros sea nula, lo cual conduce
a las siguientes ecuaciones:

K. JU() 3+ [Ky] (P(t)} = (T, ()} + {T,(t)} (22)
KT (U(D)} -ga[K, ] {P(t)}=-g #{T,(1)} (23)

La ecuacién 22 representa la condicién de equilibrio en que
[Ka] {U(t)} y [Ks] {P(t)} representan los vectores de fuerzas no-
dales debida a las tensiones efectivas y presién de poros respecti-
vamente. Los vectores {T,(t)} y {T,(t)} representan los vectores
de fuerza debido a las fuerzas de volumen y tensiones de borde res-
pectivamente,

la ecuacidn 23 representa la ecuacién de continuidad en que
Ks]T (U(t)} y g [K2] {(P(t)} representan el flujo debido a la de-
ormacidn del suelo y a la presién de poros respectivamente. El
vector g+«{T,;(t)} representa el flujo debido a condiciones de borde.

La gcuacién de continuidad estd definida en base a la operacién
convolucién lo cual implicauna integracién temporal. Para estos
efectos se define el siguiente operador discreto sobre un intervalo
de tiempo At = [tp-1, tg]

fa = Af,q + L(fy) (24)
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en que :
t
fa= . (F(DdT = oAt £(ty) + (1-a)atE(ta-r)
n-
f(t): Funcién temporal
A=

1-0

o

L(fn) = ot £(t,) - gl-a)’ Acf(t,-2)
a

a = Parametro real.

El esquema descrito anteriormente es estable para o> 0.5. Este
pardmetro depende de la variaci6n funcional de f en el intérvalo At.
Desde el punto de vista de la exactitud del método se sugiere utili-
zar una variacidn logoritmica dentro del intervalo [8] en la forma :

£(1) = £(tn-1) + [£(tn) - £(tn-D)] Lp (141

Ln (1419) (25)
T t-th o<1< At
th-1 th-1

Con esta variacidn el pardmetro a queda definido por :

L 1 y To= At (26)
To n (1+7, - th-1

Dicho parimetro es mayor que 0.5 con lo cual se tiene un esque-
ma incondicionalmente estable,

Aplicando el operador A a la ecuacién 23 en un intérvalo At se
tiene :

(K,]T W(tn)} - a8 [K,] {P(ta)} = [K,]T {U(tn-1) }

+ (1-0)at [Ko] {P(th=1)} -0At{Ts(tn)}

- (1-0) At {T (t,_y)} (z7)

Combinando con la ecuacién 5.6, la ecuacién para el tiempo tp
estd definida por el sistema:

K] K] ] 0 Rie)

(K] -aatlK,] | (P(tw)) | {Fa(tp))
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en que:
{Fl (tn) }. {Tl (tn) }+ {TZ (tn) }

Fa(tn)}= [K,]T (U(ta-1)} + (1-a) &t [K,}{P(tn-1)} (28)
-aat { Ty(t )} - (1-a) At {T,(t,_q)}

Ecuacién que permite obtener la solucifn en el tiempo tn en fun-
cién de 1a solucidn en t,_y,

APLICACIONES

Las aplicaciones presentadas en este capitulo se refieren a pro-
blemas de Deformaciones Planas modeladas mediante la formulacién de-
finida en los capftulos anteriores. La no-linealidad del problema se
refiere a 1a relacién Tensidén Deformacién del suelo. Kondner | 9]
ha propuesto una relacidn del tipo :

O11-022 5 €n Cc
a'+b''en (29)
donde :

0y, : Esfuerzo principal mayor en el plano de deformacitn
022 : Esfuerzo principal menor en el plano de deformacién
€y, : Deformacién axial principal en el plano de deformacién
0c : Presidn de confinamiento
a' = O /E -
E : Modulo de elasticidad

(on -022)¢: Esfuerzo desviados en la falla
b' = 0c/ (Oy-033)

Para deformaciones pequefios la tangente de esta curva en el pun-
to €,,corresponde al Médulo de Elasticidad E a ese nivel de Deforma-
ci6én. De este modo, obtenida la solucién en el instante tn, se cal-
culan las deformaciones en cada elemento mediante la relacién (3).
Con esto y con la relacidn (5) se obtienen los esfuerzos correspon-
dientes, y de estos los esfuerzos principales en el plano de deforma-
cidén.A partir de ellos se calcula la deformacifn axial principal me-
diante la relacibén inversa de (S).

Con estos datos puede obtenerse el esfuerzo de confinamiento ted-
rico definido por:
Oc = _]r (s 1+ o22) (30)

y mediante la relacifn (29) el Mbdulo de Elasticidad para el siguien-
te paso en la iteracién.

En las siguientes figuras se muestran los resultados para dos
suelos: el primero es una arcilla arenosa normalmente consolidada y
el segundo el mismo suelo dividido por un estrato de arcilla altamen-
te consolidada de baja permeabilidad, ambos sometidos a una sobrecar-
ga uniforme. Las propiedades v parimetros de cada suelo se resumen
en el Cuadro !
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Las figuras 1 a 3 corresponden al primer suelo, en la primera se
muestra la variacién de la presiftn de los poros con la profundidad en
un plano vertical por el eje de simetria, apreciindose una diferen-
cia notable entre los anilisis lineales y los no-lineales para los es-
tratos superiores de este suelo. Esto se debe a la disminucifn en la
resistencia a 1a deformacién del suelo hacia la superficie cuando el
comportamiento es no lineal. Esto hace al agua soportar la mayor par-
te de la carga aplicada, lo que se traduce en un aumento de la pre-
sidn de poros por sobre los valores lineales, en iguales perfodos de

tiempo.

Al aumentar con la profundidad la resistencia a la deformaciémn
la presién de poros deberia ser menor en el caso no-lineal que en el
caso lineal, Esto no se aprecia en la figura 1, sin embargo, se pue-
de explicar por la influencia decreciente de la carga en los esfuer-
zos, a medida que aumenta la profundidad. De este modo el efecto de
una mayor resistencia a la deformacién, resulta poco significativo en
la presién de poros, y en general, solo se produce un retraso en la
disipacién de la presién de poros, respecto al andlisis lineal, pro-
vocado por los altos valores en los estratos superiores.

En la figura 2, se aprecia la influencia de la carga sobre la
presién de poros, para tres planos verticales. Se observa una clara
disminucién de la presién de poros al alejarse de la zona de aplica-
cién de 1la carga, la cual se reduce a un 50% de los valores en el eje
de simetria, para una distancia igual al ancho de la carga. Resulta
interesante observar la gran diferencia entre el anilisis lineal y
no-lineal en el eje de simetria, diferencia que se reduce prictica-
mente a cero a una distancia igual a 2 veces el ancho de la carga.
Esto indica, que el efecto es significativo s6lo en una zona cercana
a carga lo cual queda de manifiesto en la figura 3, donde se muestra
el progreso de los asentamientos en el tiempo. Las diferencias ma-
yores entre el andlisis lineal y el no-lineal, se producen como era
de esperarse en la zona de aplicacién de la carga.

Las figuras 4 y 5 corresponden al segundo caso indicéindose las
propiedades en el recuadro inferior de la fig. 4. Esta figura mues-
tra la evolucidn de las presiones de poros en el tiempo para un eje
vertical por el plano de simetria tanto para un anilisis lineal como
no-lineal,

Para el estrato II hay un retardo de la disipacibn de la presién
que aumenta con la profundidad, actuando como aislante para el estra-
to inferior, donde la disipacién es miy lenta.
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1

PROPIEDADES DE LOS SUELOS USADOS

ARCTLLA ARENCSA NORMAL

MENTE CONSOLIDADA

ARCILLA ALTAMENTE CONSOLI-
DADA DE BAJA PERMEABILIDAD

100 Kg/cm?
107 om/seq
1.9 gr/am®
0.35

0.50

0.0050
0.1667

340 Kg/cm?
10-9 cm/seg
2.0 gr/cm®
0.45

0.60
0,0039
0.1350

PRESION DE POROS NORMALIZADA [/9
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“ - lineal
}Q |///J / no-linea
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// / a! Superticie libro
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lineal ] 6 B E = 100 Kg/em
240 — 7] k - !')-7cm/:e3 o
af ¥ L35 4
f - ©
< . Fl}rg'?gm;\c-uble —f
300 , impe N I
Fig. 1.- Arcilla arenosa normalmente consolidada

S {0 N0 SO

.

Evolucidn temporal de las presiones de poros.
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PRESION DE' POROS NORMALIZADA: o/q ‘
00 01 0.2 03 04 05 06 07 08 09 10
0 :

30
t: 6 meses
: analisis lineal
40 - ;
analisis no-lineal
. .50

Fig.2.- Arcilla arenosa normalmente consolidada.
: Variaci6n de las presiones de poros en
diferentes planos verticales. '
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tuu-onalisis mo 1inesl

| 1

Fig.3.- Arcilla arenosa normalmente consolidada.
Asentamiento por consolidacién,
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PRESION DE POROS NORMALIZADA o/q
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ALCANCES FINALES

El procedimiento seguido asume una relacién esfuerzo-deformacifn
no lineal que permite variar en cada paso el mbdulo de elasticidad
del suelo, constante en cada intervalo de tiempo.

El modelo no considera la variacién del mSdulo de P&issm y de
la permeabilidad, supuestos ambos pequefios en ese rango.

La reducida informacién de anilisis no lineales del problema no
permite una calibracién del modelo, por lo cual se contempla compa-
rar los resultados con medidas directas en terreno.

Las ecuaciones desarrolladas permiten un anilisis tridimensional
del problema lo cual se incorporari a futuro para dar generalidad al
modelo.
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