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La estimaci6n de 1as defonnaciones en fundaciones bajo consolida-
cion primaria se resue1ve usualmente mediante la teoria del flujo uni-
dimensional de Terzaghi.

Este trabajo, basado en 1a teoria de Biot, presenta una formu1a-
cion variaciona1 que incorpora e1 problema de valores inicia1es en e1
funciona1 asociado, considerando la no-1inea1idad y dependencia tempo-
ral del problema.

Se muestran finalmente algunos resultados comparativos obtenidos
mediante este esquema de elementos finitos Con otras soluciones del
mismo problema.

The settlement in foundations under primary consolidation is usua-
lly solved by mean of Terzaghi' s one dimensional flow theory.

The problem is transient and non-linear type which makes appropia-
te to use a finite element a1goritlnn tosohie it. This work, based on
Biot's theory presents a variational approach wich include the initial
value problem in the associated functional considering non linear laws
and the temporal dependen<;;eof the problem.



El proceso de consolidaci6n identifica las deformaciones que ocu-
rren en un suelo saturado, el cual al ser cargado origina un escurri-
miento del agua contenida en sus poros. .

El fen6meno fue tratado por K. Terzaghi [lJ quien estableci6 el
concepto de tensi6n efectiva, considerando el suelo.como un material
elastico-poroso saturado con agua, 10 cual aplico a un suelo lateral-
mente confinado sometido a una carga constante.

Un tratamiento mas general ha side propuesto por Biot [2J quien
deriva para un modelo tridimensional las ecuaciones que rigen la con-
solidacion.

Para representar en forma realista las propiedades del suelo se
requiere el uso de parametros medidos en Laboratorio, cuyo comport a-
miento es claramente no lineal.

El escurrimiento de agua se produce a medida que se disipa la
presion de poros en el medio 10 que introduce una dependencia tempo-
ral en el problema.

Un modele matematico utilizado por varios autores es el propues-
to por Sandhu y Wilson ["ZJ que permite la fOI'lll..llaci6ndel problema
mediante la optimizaci6n de un funcional asociado a la ecuacion va-
riacional y; asumiendo un comportamiento lineal del suelo.

Se describe a continuaci6n con una fOI'lll..llacionequivalente a la
de S~1dhu y Wilson una soluci6n del problema mediante elementos fini-
tos incorporando en las propiedades no lineales del suelo en la foI'lll..l-
lacion variacional.

Se presenta finalmente algunos ejemplos procesados usando un
modelo bidimensional de de formaciones planas y se compara con re-
sultados reportados por otros autores.

FORMULACION PROBLEMA DE VALORES INICIALES Y DE CONTOOO

Sea un medio elastro-poroso saturado [.5 - 4-5J eiue cumple las
siguientes hip6tesis:

El material es isotr6pico y homogeneo.
Las velocidades de escurrimiento y las de formaciones son
pequefias.
El suelo esta saturado.
El fluido es incompresible en comparaclon al suelo.
No hay reacciones quimicas.
No hay escurrimiento en el instante inicial.
Es valida la ley de Darcy

- Los esfuerzos totales estan relacionados con las deformaciones,
por medio de la ley generalizada de Hooke. .
La fOI'lll..llaciondel problema de consolidaci6n esta basado en las
siguientes relaciones:



-Tij =Tij +Oij P

Componentes del tensor de esfuerzos efectivos 0
del 56lido.
Presion hidrostatica 0 de poros
Componentes del tensor Delta de Kronecker.

fi Componentes del vector de fuerzas volumetri-
cas 0 de cuerpo.

Relaci6n defonmaci6n - Corrimientos
Considerando teoria de pequefias defol1Daciones

E" = 1 (u. .+ u· .) •. U (i .)~J 7 ~.J J,~ ,J

E1j Componentes del tensor de defonmaciones
Ui Componentes del vector de corrimientos

Siendo el medio isotr6pico el tensor CijK£, esta definido en fun-
ci6n de dos parametros independientes; con 10 cual la relacion 4, se
puede expresar como :



Ecuaci6n de continuidad
a CUi,i) • -kiP,iia

en que:
ki = !...

Yw

ki = Coeficiente de permeabi1idad en direcci6n cartesiana
Yw = Peso especHico .. .Reemp1azando 3 en 4 y ~sta en 2 se.O?tlene un slstema d~ ecuaC10- ~

nes diferenciales para el campo de corrunlentos Ui Y 1a presl6n de po-
ros P. Esto en notaci6n operacional queda expresado por :

I. (lIi,P ) = g en II x (0, • co) (7)

11 c n3 :
(0, .••••):

I.

Oominio espacial
Oominio temporal
Operador diferencial de 2°orden, definido
por

En esta fonnulaci6n las variables de estado u1 (x,t) y P (x,t)
estan definidos en n x ro,+"') (n clausura de 11), y deben verificarcondiciones de continuidad dadas por :

ui (x,t) £C2,1(I1X [O,ao))

P (x, t) £: C 2,0 ( 11 x [0, co ) J en que

c"',n(n x[o,.co» es el conjunto de las funciones cuya deri-
vada espacial de orden m y m y un derivado temporal de orden n son con-tinuas en 105 respectivos dominios. •



Ui,i (X,t-O) •.0 en i'i
Condiciones de borde :

Gl (Ui) - ui (x,t) en rdx[o,+co)

G2 (ui) • 1i (x,t) en rtx[o,+co)

G, (P) • P (x,t) en rpx[o,+co)

G••(P) - Op(x,t) en fa X [O,-+<x»
p

Ui Desplazamientos especificados
Ti Tensiones especificadas
P Presi6n de poros espe~ificados

rd nr t • rp n r(1p •• $ Disjunto~

G1 - [l5jiJ
G2 • ~c~. (l5ilC a + ISH a ) 11m ]l;t ~

j 1,2,3

G, • id ( Punci6n identidad )

Las condiciones de borde representadas por los operadores G1y G,
oorresponden a las condiciones esenciales y las representadas por G2
y G ••corresponden a las condiciones naturales del oodelo.



La segunda fila del operador L correspondiente a la forRllaci&l
fuerte del problema desarrollado en el capitulo anterior, representa
la ecuaci6n de continuidad. Esta ecuaci6n se puede resolver con res-
pecto a la variable temporal por medio de la transformaci&l lineal,
Transformada de Laplace.,

Al reemplazar la condici6n inicial de Defonnaci6n Volun!trica
nula se obtiene :

Producto convoluci6n definido por

get) * KiP,ii • ~tg(t-T)ki P,ii (X,T) dT
Funci6n constante (i~1 a 1)

Desde el punto de vista formal una condici6n suficiente para
que la soluci6n de la ecuaci6n de continuidad tome la forma dada
por 11, es que la variaci6n de volumenrr unidad de tiempo y la fun-
ci6n P, ii sean de Orden Exponencial [6

La fQrmulaci6n del problema queda ahora expresado mediante el
Operador L definido por :

_ 1 CjmKt a [6iK .L + 6iR. a ]
"f' - a ~~," "xm X! "x..

a-5;j

q* !c£.
~2

y las condiciones del problema se refieren a condiciones de contorno
definidas por 105 operadores Gl, G2, G3Y G,.

La Formulaci6n Variacional asociada al problema descrito ante-
riormente se obtiene at raves de la Formulaci6n nebil del ~todo de
Galerkin, minimizando la funci6n residuo con respecto a las formas
bilineales B1CU,V)y B2CU,V) [7] definidas por

B (u,v) = <u,v> = !u*v drr r



en que L • ( Lij )

usando :

H" • G,
v, • Q
Hij • GZij _

Reemplazandolos operadores LiP considerando el teorema de la
divergencia , las propiedades del producto convoluci6n y las propie-
dades de simetr1a del tensor CijKl la formulaci6n variacional aso-
ciada al problemaqueda definidi por :

Sea u,P t CO,-I (1\ (0, + CD»)

~ [Cijd u(K,l) • v(i,j) - g. kiP'i· Q'i ] ds1 ••

'T/v,Q £ C:,Ol (Ox (0, + CD»)

Conjuntode funciones continuas en
18 variable espacial y seccional-
mente continua en la variable tem-
poral.

Dadoque 105 operadores Lt.j son autoadjuntos la ecuaci6n va-
riacional (15) tiene asociado un func:ional definido por :



La resoluci6n nurnerica de la Formulaci6n Variacional del proble-
ma de consolidaci6n atraves de la Ecuaci6n Variacional 0 equivalen-
temente at raves del funcional asociado. se realiza mediante un esque-
ma de Elementos Finitos.

Para este efecto se considera un subespacio ~.I del conjunto Co,·,
de dimension finita en la variable espacial, el cual queda caracte-
rizado al definir la discretizaci6n espacial del dominie mediante
elementos finitos.

+ J
S'n,

° .,uh, Ph £ Ch (~x(O,~)) (17)
Dominio del Elemento mesimo

Aproximando las distintas funciones que definen el Funcional en
funcion de una base del subespacio C~·I se tiene :

Uhi [NuJ {um(t)} uhi,i {B }T {um (t) }

Ph {N }T {Pm(t)} Ph,i • [Bp] {Pm(t)}p
-Ti [Nu] {Tm(t)}

Op {N }T {Opm(t)}p



Uh (1,1) I
uh (2,2) I
uh (3,2)

J
.= [BuJ {Um (t)}

uh (1,2)

uh (1,3)

uh (2,3)

{Np} Npi C~;l en la variable espacial

{B} T = 'V'[NuJ 'V' Operador divergencia
[Bp] = ['VNpiJ V Operador gradiente

[Bu] [ll] [NuJ a
ax 0 0

0 a 0
'CrY

0 0 a
con Illi = Oz

.L .L 0

Oy ax
a 0 aa; ax
0 a a

d; dY
Coordenadas Generalizadas correspondiente al valor de
105 de~lazamientos en 105 punt os nodales del elemen-
to mes:LPlO



{Pm(t)} :Coordenadas r~neralizadas correspandiente al valor de la
presi6n de poros en los puntos nodales del elemento mesimo

{Tm(t)}. {Opm(t)} : Valores Interpolantes de la Tensi6n y Flujo en
el borde.

Reemplazando estas expresiones en el Ftmcional Jm Y sumando
sobre todos los elementos se obtiene :

J(ulluPm) " ~e 1 {um(t)}T f [BuF [D] [Bu]dnm * {um (t)}
m= 1 '! n

m

-1. 9*{Pm(t)}Tf[Bp]T[K] [Bp]dnm * {Pm(t)}
2 nm

+ {Um (t)}T f {B} {Np}T dnm * {PI\\Ct)}
nm

T T T i: -- {Um (t)} * f [NuJ {f} dnm-{um(t)} * I[Nu] Nu] {Tm} dn
nm rtm

+ 9 * {Pm(t)}T - IfNp} {Np}T{~pm} dr (19)
°Pmen que: Ne NUmero de elementos de la discretizaci6n

ropm Frontera discretizada con condiciones de Flujo.

[n] Matriz de constantes elasticas
Ensamblando los distintos elementos can sus correspondientes grados

de libertad globales y definiendo :
Ne T

[K11" r I [Bu] [DI [Bu] dnm
m=1 Om

Ne[K21= r J [Bp]T [K] [Bp] dnm
m=1 Om

N
[K3]~=~~ f {B} {Np}T dnm

Om



Ne

{T2} •• I: f [Nul T [Nul rIm} dr
m=l rtm

Ne

{T, } •• I: f {Np} {Np}T {crPm} drm'" rpm

- {U(t) }T.{T 2 (t) }+g '" {p(t)}T '" {Tl (t)} (21)

en que W(t)}:Vector de desplazamientos"nodalcs en coordcnadas glo-
bales.

{P(t)}:Vector de presi6n de poros nodales en coordenadas glo-
bales.

Unacondici6n necesaria para los puntos estacionarios de este
funcional es que la primera variaci6n con respecto a los variables
de desplazamicnto y de presi6n de poros sea nula, 10 cual conduce
a las siguientes ecuaciones:

[K1]{U(t)}+ [K,] {P(t)} = {TI (t)} + {T2(t)}

[K,]T {U(t)} -g.[K2]{P(t)}oo-g .{T,(t)}

(22)

(23)

La ecuaci6n 22 representa la condici6n de equilibrio en que
[Kl] W(t)} Y [K,] {P(t)} representan los vectores de fuerzas no-
dales debida a las tensiones efectivas y presi6n de poros respecti-
vamente. Los vectores {T1(t)} y {T2(t)} representan los vectores
de fuerza debido a las fuerzas de volumeny tensiones de borde res-
pectivamente.

La ecuaci6n 23 ~resenta la ecuaci6n de continuidad en que
rK,]T {U(t)} Y g. [K2] {P(t)} representan el flujo debido a la de-
lonnaci6n del suel0 y a la presi6n de poros respectivamente. El
vector g*{T,(t)} representa el flujo debido a condiciones de borde.

La ecuaci6n de continuidad estii. definida en base a la operacion
convoluci6n 10 cual ~lica una integraci6n temporal. Para estos
efectos se define el siguiente operador discreto sobre un intervalo
de tiempo At •• [tn-l, tnJ



A= ~
a

L(fn) = a6t f(tn) - ~2 ~tf(tn-2)
a

El esquemadescrito anterionnente es estable para a> 0.5. Este
parametro depende de la variaci6n flUlcional de f en el int~rvalo ~t.
Desde el punta de vista de la exactitud del metoda se sugiere utili-
zar lUlavariaci6n 10goritmica dentro del interval0 ~l en la fonna :

fell = f(tn-1) + [f(tn) - f(tn-1) 1 Ln 11+:r1
Ln (1+10)

1 = !.:.!n::.l.
tn-1

• 10= ~t
tn-l

Dicho parametro es mayor que 0.5 con 10 cual se tiene lUl esque-
ma incondicionalmcnte estable.

Aplicando el operador A a la ecuaci6n 23 en lUl interval0 ~t se
tiene :

+ (1-a)~t [K21 {P(tn-1)} -a6t{T,(tn)}

- (1-a) ~t {T (tn_,)l

CClllbinandocon la ecuaci6n 5.6. 1a ecuaci6n para e1 tiempo tn
esta definida por e1 sistema:

(U(tn)}

{P(tn)}

{Fl (tn)}

{F2 (tn)}



{FI (tn)}- {T I (~)}+ {T 2 (tn)}

F2(tn)}- [K,P {U(tn-,H + (l-a) tit [K21{P(tn-l)} (28)

-at.t { Tj(t )} - (l-a) tit {T3(tn_,)}
Ecuaci6n que permite obtener la soluci6n en el tiempo tn en fun-

ci6n de la soluci6n en tn-l.

Las aplicaciones presentadas en este capitulo se refieren a pro-
blemas de Defonnaciones Planas modeladas mediante la fonnulaci6n de-
finida en los capitulos anteriores. La no-linealidad del problema se
refiere a la relaci6n Tensi6n Defonnaci6n del suelo. Kondner I 91
ha prolXJesto una relaci6n del tipo :

011-022.. £n
a'+b"£11

011 Esfuerzo principal mayor en el plano de defonnaci6n
022 Esfuerzo principal menor en el plano de deformaci6n
£11 Deformaci6n axial principal en el plano de defonnaci6n
Oc Presi6n de confinamiento
a' •• o~/EE ~~lo de elasticidad

(011-(22)f: Esfuerzo desviados en la falla
b' •• oel (011- (22)

Para deformaciones pequefios la tangente de esta curva en el pun-
to £llcorresponde al MOdulo de Elasticidad E a ese nivel de Deforma-
ci6n. De este modo, obtenida la soluci6n en el instante tn, se cal-
culan las deformaciones en cada elemento mediante la relaci6n (3).
Con esto y eon la relaei6n (5) se obtienen los esfuerzos correspon-
dientes, y de estos 105 esfuerzos principales en el plano de deforma-
ci6n.A partir de ellos se caleula la defonnaei6n axial principal me-
diante la relaci6n inversa de (5).

Con estos datos puede obtenerse el esfuerzo de eonfinamiento te6-
rico definido por:

Oe •• 1 (1+\1) 011 + (22) (30)
'1

y mediante la relaci6n (29) el MOdulo de Elasticidad para el siguien-
te paso en la iteraci6n.

En las siguientes figuras se nuestran los resultados para dos
suelos: el primero es una areilla arenosa normalmente consolidada yel ~egundo el mismo ~uelo dividido por un estrato de arcilla altamen-
te consolidada de baja permeabilidad, ambos sametidos a una sobreear-
ga unifonne. Las propiedades v parametros de cada suelo se resumen
en el Cuadro 1



Las figuras 1 a 3 corresponden al primer suelo, en la primera se
muestra la variacion de la presion de 105 por05 con la profundidad en
tm plano vertical por el eje de simetda, apreci4ndose una diferen-
cia notable entre 105 analisis lineales y 105 no-lineales para 105 es-
tratos superiores de este suelo. Esto se debe a 1a disminucion en la
resistencia a la defonnacion del 50010 hacia la superficie cuando el
camportamiento es no lineal. Esto hace a1 agua soportar 1a mayor par-
te de 1a carga aplicada, 10 que se traduce en tm al.lllentode 1a pre-
sion de poros por sobre 105 va10res lineales, en igua1es pedodos de
tiempo.

Al aumentar con 1a proftU1didad 1a resistencia a 1a deformaci6n
1a presion de poros deberla ser Menor en e1 caso no-lineal que en e1
caso lineal. Esto no se aprecia en 1a figura 1, sin embargo, se pue-
de explicar por 1a influencia decreciente de 1a carga en 105 esfuer-
zos, a medida que aumenta 1a proftmdidad. De este modo e1 efecto de
una mayor resistencia a 1a deformaci6n, resulta poco significativo en
1a presion de poros, y en general, solo se produce tm retraso en 1a
disipacion de 1a presion de poros, respecto a1 ana1isis lineal, pro-
vocado por 105 altos va10res en 105 estratos superiores.

En 1a figura 2, se aprecia 1a influencia de 1a carga sobre 1a
presion de poros, para tres pIanos vertica1es. Se observa una clara
disminuci6n de 1a presion de poros a1 a1ejarse de 1a zona de aplica-
cion de 1a carga, 1a cua1 se reduce a tm 50\ de 10s val ores en e1 eje
de simetr1a, para tma distancia igua1 a1 ancho de la carga. Resu1ta
interesante observar 1a gran diferencia entre e1 ani1isis lineal y
no-lineal en e1 eje de simetrla, diferencia que se reduce pr4ctica-
mente a cero a tma distancia igua1 a 2 veces e1 ancho de 1a carga.
Esto indica, que e1 efecto es significative solo en una zona cercana
a carga 10 cua1 queda de manifiesto en la figura 3, donde se muestra
el progreso de 105 asentamientos en el tiempo. Las diferencias ma-
yores entre el anilisis lineal y e1 no-lineal, se producen como era
de esperarse en 1a zona de ap1icacion de 1a carga.

Las figuras 4 y 5 corresponden a1 segtmdo caso indicfind05e 1as
propiedades en e1 recuadro inferior de 1a fig. 4. Esta figura mues-
tra 1a evo1ucion de 1as presiones de poros en e1 tiempo para tm eje
vertical por e1 plano de simetrla tanto para un ana1isis lineal como
no-lineal.

Para e1 estrato II hay un retardo de 1a disipacion de 1a presi6n
que aumenta con 1a profundidad, actuando como ais1ante para el estra-
to inferior, donde 1a disipaci6n es muy 1enta.



aJADRO

PROPIEDADES DE LOS SUEWS USAOOS

ARCILLA AREOC\5A NOJMbJ.
MENTE <DISOLI!lADI\

100 Kg/an2

10-7 an/seg
1.9 gr/an'
0.35
0.50
0.0050
0.1667

340 Kg/cm2

10-9 cm/seg
2.0 gr/cm'
0.45
0.60
0.0039
0.1350

ARCILLA ALTAME},'TE CONSOLI-
DADA DE BAJA PERMF.ABILIDAD
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I " i

't:OO.__~ J. _
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Fig. 1.- Arcilla arenosa normalmente consolidada

Evolucion temporal de las presiones de poros.



PRESION DE POROS NQRMl\LIZAM: o/q
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Fi~. 2. - Arcilla arenosa nonnalDmlte consolidada.
Variaci6n de 1as presiones de poros en
diferentes pIanos verticales.
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Fig.3.- Arci1la arenasa nonnalmente consolldada.
Asentamiento poT consolidacl6n.
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Fig.4 Arcilla arenosa normalmente consolidada dividida

por arcilla altamente consolidada de baja permea-
bilidad. Evoluci6n temporal de las presiones de
poros.
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Fig.S.- Arcilla arenosa normalmente consolidada dividida por
una arcilla altamente consolidada de baja permeabili-
dad. - Asentamiento per consolidaci6n.



E1 proced:iJniento seguido aSlllle una relaci6n esfuerzo-defonnaci&1
no lineal que penni te variar en cada paso e1 m6dulo de e1asticidad .
del suelo. constante en cada intervalo de tiempo.

E1 nxxle10no considera la variaci6n del m6du10~ Poisson Y de
1a penneabilidad. supuestos ambospequenos en ese rango.

La reducida infonnaci6n de analisis no lineales del problema no
pennite una calibraci6n del nxxle10. por 10 cua1 se contemp1a compa-
rar 105 resultados con medidas directas en terreno.

Las ecuaciones desarrolladas penniten tm analisis tridimensional
del problema 10 cua1 se incorporara a futuro para dar genera1idad al
nxxle10.
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