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RESUMEN

En este trabajo se analizan las propiedades relevantes de un méto
do de simulacidn por modelos de orden reducido usando aproximacidn po-
linomial directa: tipo de polinomios de interpolacidn y esquema de co-
locacidn. Los importantes resultados obtenidos muestran las propieda-
des requeridas para las funciones de interpolacidn y el esquema Sptimo
de colocacién.

ABSTRACT

In this paper are analyzed the most important properties of a Si-
mulation Method by reduced order models using direct polynomial approxi
mation: kind of interpolation polynomials and collocation schemes.Valua
ble results obtained shown the requirements for the interpolation func-
tions and for an optimal collocation scheme.
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INTRODUCCION

A pesar de los valiosos avances que se han logrado en los Gltimos
afios en simulacidn de procesos de separacidn (en especial de estado es
tacionario), existen ciertas aplicaciones (tales como sintesis, disefio,
control, optimizacifn en linea, etc.) donde miiltiples simulaciones son
requeridas y los métodos plato-a-plato dan consumos de tiempo computa-
cional excesivos. Por otra parte en este tipo de aplicaciomes la rigu-
rosidad de los métodos plato-a-plato no es necesaria y alguna pérdida
de exactitud es tolerable. Tradicionalmente se ha apelado a simplifica
ciones que transforman los modelos rigurosos en lineales, de los cua-
les se derivan técnicas tipo short-cut [13, [(2]. La principal desven
taja de este tipo de tratamiento es la considerable pérdida de informa
cibn originada por la transformacidén matemitica del modelo. Con el fin
de remediar este problema ha evolucionado la idea de que una columna
se separacidn puede ser aproximada como un Sistema distribuido en el
cual los perfiles de caudal y temperatura puedan ser representados co-
mo variables continuas a lo largo de la columna. Esta representacidn
del problema permite aproximar las variables de destado del problema
por polinomios de interpolacidn y sobre esta base numerosos métodos de
reduccidn han sido propuestos.

La mayor parte de las técnicas utilizan como paso previo a la ob-
tencidn del modelo reducido la formulacidn de ecuaciones diferemciales
parciales que representan el modelo distribuido de la columna. En [3]
se utiliza esta aproximacifn para obtener la respuesta de una columna
de destilacidn binaria a través del uso de la transformacidn de Laplace.
En [ 4]y [5] se muestra que muchos tipos de ecuaciones diferenciales pue
den ser obtenidos para un sistema por etapas. En [ 6] usa esta metodolo~
gia para obtener la respuesta aproximada de una columna de extraccidn
y mi3s recientemente en [ 7] se ha propuesto un método de colocacidn or-
togonal aplicable a um tipo especial de problema.

Como ha notado Cho [8] no es necesario desarrollar las ecuaciones
diferenciales parciales asociadas para aplicar el procedimiento de apro
ximacidn polinomial, mis alin resultaria mds conveniente aplicar directa
mente la aproximacidn polinomial. En este trabajo se generaliza el métg
do directo propuesto en [8], [9], [10], [11] con la intencidn de inves-
tigar dos aspectos fundamentales de la metodologia:

i) Propiedades de los polinomios de interpolacidn que permiten al
modelo reducido verificar los balances de materia en estado estaciona-
rio.

ii) Optimizacidn del esquema de colocacidn.
2. FUNDAMENTOS DE LA METODOLOGIA

Un detallado tratamiento de la metodologia de reduccidn por aproxi
macidn polinomial directa se da en [ 8], aqui la t&cnica se generaliza -
con el fin de estudiar aquellos aspectos sometidos a estudio. Conside-
ramos el balance de materia alrededor del j-&€simo plato cOmo se muestra
en la fig. 1:

dX,
M,
b T:l' (LX - Vv) 1 (LX—Vy)j (2.1)
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donde N es el nimero de platos de una columna de destilacidn binaria
isotérmica con M, L y V constantes (el caso mis general es tratado en
[8Jy [11]. El conjunto de ecuaciones (2.1) contiene N variables de
estado que deben ser determinadas para describir el perfil de concen-
traciones a lo largo de la columna. Con el fin de reducir la dimensio
nalidad del problema, aceptemos que el perfil de concentraciones X pue
de expresarse en funcidn de una Variable continua Z y del tiempo, se-
gin:

X=X (Z,t) (2.2)

donde 0 < Z <1, es una longitud adimensional; podemos aproximar X por:
n+l

X = Xn+1 = i=1 Pk(Z) xk(t) (2.3)

donde los P, (Z) son polinomios de interpolacibn, de cuyas caracte
risticas y propiedades depende en gran medida las cualidades de los mo
delos reducidos; (t) representa x evaluada en el punto Zk en fun-
cidn del tiempo. Reemplazando en (2?&}:

dx -
MG py = (K- V) (X = W), (2.4)

3j 1,2,...,N

donde AZ es la distancia entre platos. Un modelo reducido puede obte-
nerse asumiendo que (2.4) se cumple en n puntos arbitrarios Z y usan-
do dos condiciones extremas (condiciones de entrada de las co%rientes),
siendo n << N. La exactitud de la aproximacidn se ve mejorada si se se
lecciona a los puntos Zk como zeros de polinomios ortogonales [8ly [12]

Sustituyendo (2.3) en (2.4):

g ™2
Mae (I B @ xply ., - (2.5)
- i
n+2
B R I MR

Si los polinomios de interpolacidn satisfacen la propiedad (como por
ej. los polinomios de Lagrange):
n+2

L P (2) I, = Xj
SR S S P z, N (2.6)

El modelo reducido (2.5) puede escribirse en forma mis compacta:

dx . n+2
M Ezl— )Z=zj = isl [Pk (Zj - AZ) - Pk (Zj)](ka - Vyk) (2.7)

y llamando:

A = Pk(zj -AZ) - P

i 2, 2.8

k
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Z=0 2, distancia normalizada z=1
fig.1 fig. 2
con lo cual el modelo reducido:
dx. n+2
M ——JQ =T A. (Lx, -Vy) (2.9)
de z=z; k+l je TR Tk

3= 2,3,.., D¥2

Para este caso isotérmico, el modelo reducido se completa escribiendo
la forma reducida de la reduccidn de equilibrio. La condicidn de equi
librio en el j-ésimo plato es:

yj = K xj+1 (2.10)

donde K es la constante de equilibrio a la temperatura del sistema. A
partir de (2.6):

2
yj =KZI Pk (Zj + AZ) X (2.11)
k=1
o en forma compacta:
n+2
y. =1 B.. x (2.12)
j k=1 jk Tk

(2.9) y (2.12) constituyen el modelo reducido para una columna de des-
tilacidn binaria isotérmica con M, L y V constantes.

Como han notado Cho et.al [10] una de las desventajas de la meto-
dologia de aproximacidn polinomial directa es la dicontinuidad que se
presentan en los perfiles de caudales, concentracidn y temperatura an-
te el ingreso (o extraccidn) de corrientes mAsicas o energéticas (véa-

se fig.2).

Si bien varias alternativas son disponibles para remediar el pro-
blema {Uso de funciones"spline'como método de ajuste, {12)), la redefi
nicidn de variables que mantienen la continuidad a lo largo de la co-
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lumna {11], parece ser mas apropiado en este caso,

-f

Alimentacidn plato £

fig.3
Supongamos que la columna isot@rmica que se muestra en la fig.3
ingresa, en el plato f, una alimentacidn totalmente liquida con caudal

F, y composicidn Z,. Las ecuaciones que describen el comportamiento di
ngmico de la columna son:

dx.
—l - - - -
Mgt Mo Xyt Vi) - Wx -V oy (2138
3= 1,2,...,f=1
dx. :
. - _ _
Mo 3% @y %557 Y, Y51 ('1.1::j Fi2)) (2.13.b).
i=f

. - - -
Mj Ic (Ll xj—l vl.yj-l) (Li xj Vlyj) (2.13.¢)

J = f+1,...,N

las ecuaciones (2.13.c) pueden reescribirse como:

dx,
—i. - - -
M. % Ly %501 = Vy ¥50y - Fi2D
(lej - Vlyj - Fz) (2.14)

Definiendo una nueva variable tal que:

_ I Loxj - Voyj 581, =0, ...,f-1
3 L Lx, -V

S TASLE
en funcidn de esta nueva variable, las ecuaciones (2.13) pueden rees—
cribirse como: dx

. - s =
Mger= Ui Uy 0§ L, N (2.16)

SFZy Sty jr g, N (15)




- 214 -

es importante remarcar que U es una variable continua que no posee a-
bruptas variaciones como Lx o Vy a pesar del ingreso o extraccifn de
corrientes. Utilizando el Procedimiento de aproximacidn polinomial:el
modelo reducido puede escribirse en funcidn de U, como:

dx, m2
M, L =1 AL U, j=2,...,n¥2 (2.17)
j dt k=1 ik 'k

llamando nl a los puntos que est@n por encima de la alimentacidn:
Uk = Lo'xk - Vo Yy o k=1,2,...,nl
= Ll X - V1 Y ™ Flzl, k = nl+l,..., n+2
3. LOS POLINGMIOS DE INTERPOLACION Y EL BALANCE DE MATERIA

Como se muestra en [9] el método de reduccidn de modelo propuesto
en [7] no verifica la condicidn fisica del balance de materia en esta-
do estacionario, lo cual puede provocar severas dificultades, princi-
palmente en caso de sistemas fuertemente no~lineales.En esta seccidn
se muestran las propiedades de los polinomios de interpolacidn que los
hacen aptos para verificar el balance de materia. Si en (2.9) & (2.17)
se aplica la condicidn de estado estacionario:

ot2 )
i-] Ajk Uk =0 , §=2,...,0%2 (3.10
o en forma expandida:
n+2 ] )
kfz Ajk Uk + AJ..1 U1 =0 , j=2,...n2 (3.2)

como se sugiere en [8], las ecuaciones (3.1) & (3.2) pueden ser vistas
como (n+l) ecuaciones con (n+l) incdgnitas, que en forma compacta:

Bu+au =0 (3.3)
donde:

Y, A3 oo By a2 A U,

) Az -or Ay g A3 Uy
B =] . ) ’ g = . s g =] @

Avi2,2 Ani2,3 Boe2,ne2 A2l Une2

Cualquiera sea el tipo de polinomiosde interpolacidn debe existir
una P(Z), tal que:
n+2
z Pk z) = y(2z) , 0<2Z=xs1 (3.4)
j=1
derivando ec. (3.4):

2 P, (Z)
o ¢ P s ve , 002
k=1 z

"
(=

(3.5)
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evaluando (3.5) en un punto Zj cualquiera del intervalo 0 s 2 < 1:

n+2

r ah® =% (Z) . 5= 2,...,0¢2 (3.6)
k=1 dz 2=z I
3
pero segiin se muestra en Apéndice 1,
a @ - Ay 3.7
az ]
Z=Z.
3
con lo cual (3.6) puede escribirse:
B.l+as=y' (3.8)
donde:
T= 0 L,1,00,00, @ =@, v @), @]
= 3 9 ey £ l 2 2 L A t'+2)
Combinando (3.3) y (3.8):
Bu + (' -B. 1) u, =0 O 3.9)
B(g-1 u) +y v =0 (3.10)
pero la condicidn de estado estacionario exige que:
Ul = Ui , 1=2,3,...,0%2
6
U-18 =0 (3.11)
y de (3.10):
v’ U, =9
puesto que U1 + 0, y'' =0 (3.12)
de donde:
Y (Z) = CONSTANTE = , 02 <1
reemplazando en (3.4): )
n+2
I P(2)= CIE. 0<2z<1 (3.13)
k=1 ¥

y es obvio a partir de (3.13) que la propiedad buscada es que los poli
nomios puedan representar una funcidn constante o sea que posean el -
término independiente. Asi por ejemplo los polinomios de Lagrange Lk
satisfacen;

n+2

z Lk(Z) =1, 0<2<1

k=1
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y pPor lo tanto ser@n aptos para verificar el balance de materia de es-
tado estacionario.

4. ESQUEMA OPTIMO DE COLOCACION

Como se hace notar en [8]y [12] considerables mejoras pueden obte
nerse si los puntos de colocacién se eligen como zeros de polinomios
ortogonales. En esta Seccidn se analiza la forma "&ptima de colocacidn
tomdndo como base la familia bi-paramétrica de polinomios ortogonales
de Jacobi, cuya condicidn de ortogonalidad estd dada por:

1
(@,8) (a,B)
J b, @ B@ (-2%28a.c P 65 4. 1)

o 1

donde Gij es la delta de Kronecker y:

(a,B) (1 (a,B) (a B) a B8
ci - l pi (Z) Pi (z) 1-2)" z° az (4.2)

o]

Debido a la dimensionalidad del modelo reducido, identificamos dos per
files (véase fig. 4):

i) perfil exacto x(2)
ii) perfil aproximado por interpolacidn polinomial, xn+1(Z).

Si xn+1(Z) es una buena aproximacidn a X(Z) debe cumplirse:

1 1
J X 41 (2)d2Z ;J X (2) dz (4.3)
o o
0 con respecto a una funcidn de "peso" cualquiera, w(Z):
1 1
w(Z) xn+l(Z) dz = w (Z) X (z) 4dz
[+ o
Elegimos como w (Z):
8 a .
w(Z) = 2" (1-2) » (@ B)y> -1 (4.4)

El primer miembro de (4.3) puede expresarse como un producto escalar
de dos vectores en la siguiente forma [12]:

1 n+2 1
w(Z) LI (2) dz = X, Pk(Z) w(Z) dz 4.5
o]

k=1 o
Si P :
Jl w@) x, (@) &= y x (4,6)
o]
donde: cons c (e, B)
R , “-n

(xi)}
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1. l IlgT)_t-IlI
0.9
0.002
0.8 "l
a =]
0.7 8 =3 i
3 puntos de colocacidn
0.6 ° P
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1,0 -1 0 1 2 3 B
Z(distancia normalizada) .
fig.4 fig.5

El segundo miembro de 2.3 puede obtenerse a partir de informacidn adi-
cional, como por ejemplo el perfil completo en la columna para un caso
bajo estudio, en este caso:

i
‘N
[ w(Z2)X(Z) dz 2 £ w, xk(z) =1 (4.8)
[} k=0 *

Mamnnrhewuﬂ%dewcmmwmmqmtmmmcmo%ﬁwus
independientes: a,8 ¥ X,, k ='1,2,...,n+2. Si ademis especificamos que
los estan evaluados én 2. que son ceros de los polinomios de Jacobi;
qudan como variables del es&uema de colocacidn a y B que pueden determi
narse a partir de:

Min { yT x-1} (4.9.a)
sujeto a a > - 1 ' (4.9.b)
B>-1 (4.9.¢)

5. SISTEMAS IDEALES

Un sistema ideal compuesto de propano y N~Butano fue estudiado,
las condiciones para este ejemplo se dan en [9]. En la tabla I se com~
paran los perfiles “rigurosos" con lo obtenidos por el método reducido
con distintos esquemas de colocacidn; las columnas 32 y 4% correspon-
den a los resultados previamente obtenidos en [9]tomando a =8 = 1;las
columnas 52 y 62 corresponden a o = 1 y B = 3. Como se aprecia de la
tabla y de la fig. 5 existe muy poca sensibilidad del esquema de colo-
cacidn con a y solo una ligera sensibilidad con B. B* Sptimo parece
ser proximo a 3, lo cual podria interpretarse de la siguiente forma:
para un a dado el aumento de B permite ubicar mis puntos de colocacidn
hacia el final de la columna (1o cual es beneficiosc en este caso),no
obstante B no pude aumentar demasiade puesto que en ese caso la infor-
macidn de la parte superior de la columna no seria utilizada.

Estudios dinamicos con los modelos de orden reducido para este e-
jemplo han sido llevados a cabo con C.5.M.P.[13]. En la fig. 6 se mues
tran las respuestas a un escaldn en la alimentacidn liquida para 1la si
mulacidn rigurosa y de orden reducido con a=1yB=3.
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-~
:‘ S o ———

modelo reducido

modelo riguroso

B

0 4

fig. 6

8

Tiempo (min)

TABLA I. perfiles de estado estacionario del ejemplo 1.

modelo riguroso modelo reducido .

modelo reducido

[93* 9] dptimo
plato N2 X1 L X1 L X1 L
entrada 0.98 21.0 0.98 21.0 0.98 21.
1 0.95905 20.7436 0.97913 20.8192 0.97545 20
2 0.97738 20.7432 0.97853 20.7257 0.97934 20
3 0.97382 20.7422 0.97578 20.6993 0.96690 20
4 0.96634 20.7387 0.96716 20.7117 0.95068 20
5 0.95092 20.7268 0.95065 20.7265 0.9488 20
6 0.92039 20.6848 0.91994 20.6992 0.92000 20
7 0.86458 20.5516 0.87041 20.5772 0.8688 20
8 0.77577 20.2118 0.79615 20.3000 0.7814 20
9 0.66100 19.5843 0.69054 19.7989 0.6840 18
10 0.54632 18.9974 0.54627 18.9972 0.54630 18

* fuente de la informacidn

El ejemplo 2 consiste también
no pero, con una corriente de

.7832
.7393
.7298
7264
.7014
. 6899
.5701
. 2800
.6973
.9972

de una mezcla ideal de propano y N-buta-
alimentacidn intermedia en aproximadamen-
te la mitad de la columna. En este caso la dependencia con el nimero de
puntos de colocacidn y el esquema de colocacidn se hace mis apreciable,
fig. 7. Las condiciones de operacidn de este ejemplo se dan en [11]
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6. SISTEMAS NO IDEALES

El ejemplo en este caso consiste de 4 componentes (metanol, aceto
na, etanol y agua). El problema ha sido tomado de Holland [14] y con-~
siste en una columna de 40 platos con alimentacidn en los platos 5 y
20. Las condiciones de operacin para este ejemplo se dan en [11]. Las
figuras 8 y 9 muestran el comportamiento de los modelos reducidos y ri
gurosos, y en la tabla II se reportan los tiempos de CPU para algunas
corridas de estos tres ejemplos.

250 | 2 1.0 |
o TN g | l-metanol
t ¢ - =1
H \0 0.8 2-acetona
200 4 ,, - A
' Q \
y a 0.6 J\
150 ] ] -
= N0 ]
¥ ol
[ -
100 4 ! * 0.2 -
- .
2
T T T T 0 1 T Ul L) L]
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.2 0.4 0,6 0.8 1.0
fig. 8 fig. 9

Tabla II. Comparacidn de tiempos de CPU (ejemplo 3)

perturbacidn Tiempo simulado modelo modelo
riguroso reducido
1 wol/min 30 minutos de ope- 50 min 4 min

racidn de la columna
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7. Conclusiones

Sin intentar ser un sustituto de la simulacibn rigurosa plato-a-
plato, la metodologia de simulacidn reducida permite hoy una utiliza-
cién mas efectiva y econdmica del computador en sintesis, disefio, con-
trol, etc. Los tiempos de C.P.U. muestran una drdstica reduccidn del
consumo que avalan su potencialidad. No obstante, y debido a la diseri
minacidn de la cantidad de informacién disponible, no es posible mejo
rar indefinidamente la calidad de los modelos reducidos. Los esfuerzos
se orientan hoy a una optimizacidn del uso de la informacidn reducida,
1a cual puede hacerse buscando grupos de funciones de interpolacidn
mds flexible y esquemas de colocacidn estratégicamente elegidos. Asi
por ejemplo el uso de polinomios de interpolacifn inversos parece pre-
sentar ventajas que seridn presentadas en una futura publicacidn.
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- Apéndice I: expresidn 3.7

Un modelo de parametros distribuido para la columna regida por las
ecuaciones (2.1) y (2.10) puede obtenerse de la siguiente forma, £9l:
se asume que X e y son variables continuas de la variable espacial Z,
de forma tal que una aproximacidn de primer orden del tipo (I.1) y (1.2)
puede escribirse:

A (1.2)

) 2
j-1 yj 32 AZ (1.2)

siendo AZ la "altura de una etapa'". Reemplazando en (2.1) y (2.10),se
obtiene el modelo de pardmetro distribuido:

y

Ax _y &y . 8x
M Tt v 32 L 32 (1.3)
y=Kx+ %—%— AZ (1.4)

donde M es el holdup por unidad de longitud de columna, M = M. /AZ. To-
mando L y V como constantes, estado estacionario y recordando- que:

n+2

x(Z,t) = 5 Pk(Z) xk(t)
k=1 .
(I.3) puede escribirse para un dado Zj:
3 n+2 3Pk
0=V t5ggag "L L (57 ) X () (1.5)
j k=1 j
G%%%—O se obtiene de (l.4); despreciando los té&rminos
Z=Zj de 22 orden en adelante:
g+2 3Pk
O A U T (1.6)
n+2 BPk
= i=l (L x, (t) - Vyk) ( 37 )Z=Zj (1.7)

y comparando con 2.9 para estado estacionario:

BPk

Ak Gz ) 2=z, (1.8)




