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Se propone un estudio comparativo de distintas tecnicas numericas
aplicadas a la solucion de problemas transitorios en el procesamiento
de polrmeros reactivos. Fundamentalmente se analiza el flujo contrnuo
a traves de un tubo cilrndrico con una polimerizacion termorrgida. Los
metodos comparados son: diferencias finitas, colocacion ortogonal, ele
mentos finitos, diferecias finitas con un metodo de integracion semi--
implrcito y diferencias finitas con grilla adaptable. El objetivo fi-
nal es optimizar la simulaci5n reduciendo a su vez el tiempo de comp~
to.

We propose a comparative study of different numerical technics
applied to the solution of transitory problems in reactive polymers's
processing. Fundamentally we analize the continuous flow through a
cilindric tube with a thermoset polymerization. The methods compared
are: finite differences, orthogonal collocation, finite elements, fi-
nite differences with a semi-implicit integration method and finite
differences with an adaptable grid. The purpose is to optimize the
solution and decrease the computation's time.



En la fabricacion de articulos plasticos ha tornado gran import~
cia el procesamiento de polimeros reactivos, en especial el moldeo
por inyeccion reactiva (RIM).

El interes de nuestra investigacion radica en el analisis del
flujo continuo a traves de un tuba cilindrico con una polimerizacion
termorigida.

Lipshitz, Castro y Macosko (1) desarrollaron un modele matemati-
co para este problema basado en ecuaciones de balances, que luego re-
solvieron utilizando el metodo de diferencias finitas. Los resultados
asi obtenidos se cotejaron con datos experimentales, observandose que
105 valores de presion resultantes de la simulacion se alejan de 105
valores empiricos, a partir del momento en que la mezcla polimerizan-
te alcanza el punto de gelado.

Lo que se propone en este trabajo es resolver el modele matema-
tico mencionado utilizando 105 metodos de diferencias finitas, colo-
cacion ortogonal, elementos finitos, diferencias finitas can un meto
do de integracion semi-implicito, y diferencias finitas con grilla -
adaptable.

Se lleva a cabo una evaluacion de las ventajas y desventajas de
los metodos mencionados, con el fin de mejorar la simulacion cen-
trando la atencion en la zona donde se alcanza el punta de gelado, y
ademas se analiza la capacidad de cada metoda para resolver el proble
ma utilizando el menor nGmero de puntos posibles, de modo de minimi--
zar el tiempo de computo.

Trabajaremos con un modele matematico·para describir el flujo a
traves de un tuba de una mezcla polimerizante, desarrollado por
Lipshitz, Castro y Macosko (1)

Las ecuaciones resultantes de 105 balances molar y de energia
son respectivamente:
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donde G, Gz Y Gzm son el nGmero de gelado, ~l nGmero de Graetz y el
numero Graetz para transferencia de masa.

A partir de 105 balances de masa y de momenta lineal, y tenien-
do en cuenta la condicion de no des1itamiento, surge 1& siguiente ex-
presion para la velocidad:
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La caida de presion total a tray's del tubo puede ser obtenida
mediante la expresion
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C* • 0
(ac*Or*) • 0
(ac*/ar*) • 0

T* • 0
(aT*/ar*) • 0
T* • (Tw-To)/6 Tad

Para mejores detalles acerca de este modele matematico, referir-
searl).

3.0 SOLUCION NUMERICA
El modelo presentado anteriormente fue resuelto utilizando los

metodas de diferencias finitas, colocacion ortogonal. elementos fin!
tos y diferencias finitas con grilla afaptable. con el objeto de com-
parar los resultados numericos y el tiempo de computos. Presentamos a
continuacion la solucion numerica en cada uno de los casos mencionado~

Fueron resup.ltas las ecuaciones (1) y (2) utilizando diferencias
hacia adelante en la direccion axial y diferenciacentralen]adireccion
radial.

Para el calculo de 18 velocidad, se reescribio la ecuacion (3)
como sigue:
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Las integrales que aparecen en (9) fueron resueltas mediante la
regla del trapecio, que tambien fue utilizada en la obtenci6n de la
carda de presion, a partir de la expresion (4).

La integracion respecto del tiempo se llevo a cabo, en primer lu
gar, mediante el metoda de Euler y posteriormente se aplico un metoda
semi-imp11cito de direcciones altemadas.

Con el fin de obtener valores ~e conversion y temperatura, fue-
ron resueltas las ecuaciones (1) y (2) utilizando el metodo de coloca
cion ortogonal en la direccion radial y diferencias finitas en la di~
reccion axial. En 10 que respecta a colocacion ortogonal, se siguie-
ron los lineamientos indicados por Finlayson (2}. La ecuacion resulta
entonces:
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donde AR Y BR son las matrices que intervienen en el calculo de las
derivadas primera y segunda respectivamente, y NR Y NZ son el nGmero
de puntos interiores utilizados en las direcciones radial y axial
respectivamente.

Las condiciones de borde (7) y (8) pueden se~ escritas como
sigue:

Las ecuaciones (11) y (12) constituyen, para cada i, un sistema
de dos ecuaciones lineales, de donde pueden ser despejados los valo-
res de C!1 y ct NR+2, que posteriormente se introducen en (10). De e~
ta manera se co~sigue expresar 1a solucion en cualquier punto de la
grilla, en funci5n de los puntos interiores de colocacion.

La ecuaci6n (2) se trabaja en forma aniioga, iaa condiciones de
borde (7) y (8) se combinan en una sola:



En (1) Y (2) surge La neceaidad de conocer los valores de la velo
cidad, loa cuales pueden .er obtenidos a partir de la ecuacion (3). -

En dicha ecuacion aparecen dos integrales, que fueron resueltas
utilizando el metodo de cuadratura Gaussiana. Para ello debio reali-
zarse un cambio de escala en la integral del numerador, debido a que
au intervalo de integracion no ea el intervalo unitario. De esta man~
ra se tiene, para cada &i:

r 3
",l2.~'2 _.d~~ ~---

, d -" - )_. 'I<
'iAli-:, (15)__ ,_

"V -,.,((" .1)
9 kat ~i I I I<

donde rk son los punt os de colocacion Y Wk son los pesos correspon-
dientes. El cociente entre (14) Y (15) determina la velocidad en un
punto de coordenadas (zt,r!).

Para obtener la carda de presion, se resolvio la ecuacion (4),
donde es necesario realizar dos integrales numericas, una de las cua-
1es acaba de ser analizada. En la restante, la variable de integracion
toma valores sobre el eje axial. Debido a que en esa direccion se tra-
baja con diferencias finitas con base igualmente espaciada, no puede
aplicarse cuadratura Gaussiana. En consecuencia, dicha integral fue
resuelta por medio de la regIa del trapecio, tal como se hizo en el
caso de diferencias finitas.

Fueron resueltas las ecuaciones (1) y (2) utilizando el metoda
de elementos finitos en la direccion radial y diferencias finitas en
la direccion axial. En 10 que respecta a elementos finitos, se aplico
e1 criterio de Galerkin, siguiendo las ideas de Huebner (3).

E1 nGmero de nodos utilizados en cada elemento fue 2 para el pri
mer elemento y 3 para los restantes. Por este motive se presenta e1 -
analisis en dos pasos.
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donde N~I) son las funciones de interpolacion en el elemento I, y Ck
son los valores de la conversion en el primer y segundo node del ele-
mento para k • 1 y 2, respectivamente.

Aplicando el criterio de Galerkin a la ecuaci5n (1) resulta:

Analizamos cada termino en particular, para arribar a una ecua-
cion matricial.
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integracion por partes. Definiendo
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Teniendo en cuenta 1a aproximacion a 1a derivada primera par dif~
rencias finitas, se tiene:

(I) (rl (I) II) )(1)

plil" J N1 rJj I'VI£ df
~I

la expresion anterior se escribe como v~ ~ D

Mediante un analisis ana logo al realizado en el caso del R~imer
elemento, es posible calcular las funciones de interpolacion ~l~).
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La ecuacion (1) tiene una exnresi5n analoga a la ecuacion (24).

Las condiciones de borde (10) y (11) son utilizadas al ensamblar
la ecuacion (33) con aquellas que surgen a partir del 2° elemento, p~
ra ic2,3, •.••NE, siendo NE el numero de elementos con que se trabaja.
Luego de ensamblar dichas ecuaciones, se obtiene un sistema del tipo

donde A es una matriz de dimension (2NE) x (2NE), C es un vector que
contiene los valores de la conversion en los 2NE nodos. y B es un vec
tOT de dimension 2NE.

Un analisis analogo debe realizarse para resolver la temperatura,
y en este caso la dimension de la matriz del sistema final sera (2NE-
1)x(2NE-1) •

3.4 ADI: metoda de integracion semi-implicito de direcciones
alternadas

Este metoda apro~ima la soltici6n de un problema del tipo dy/dt •
f(t,y), con y = y(z,r). considerando dos etapas entre dos tiempos con
secutivos. Esto es, dado un paso de integracion h y un determinado -
tiempo tk, se obtiene un valor correspondierite tk + h/2, resolviendo
el problema en forma implicita en una direccion, por-ejemplo r. y en
forma explicita en La direccion restante.

El paso siguiente consiste en considerar una aproximacLon impli-
cita en z y explicita en r obteniendose asi un valor de y correspon-
diente al tiempo tk+l'

De est a forma se obtiene, en cad a caso, un sistema de ecuaciones
cuya matriz es tridiagonal.

Este metodo no presenta problemas de estabilidad, y en consecuen
cia admite pasos de integracion grandes,lo que se refleja en una no-=-
table disminucion en el tiempo de _computos.

Con el objeto de disminuir el tiempo de computos, se resolvio
el problema mediante diferencias finitas. pero con una gr111a varia-
ble. La idea es comenzar con un determinado nUmero de puntos, y luego
de una cantidad de iteraciones establecida, refinar la grilla cerca
de la pared, reduciendo a la mitad la distancia entre dos puntos con-
secutivos. As!, la zona de grilla.refinada se va trasladando bacia
el centro del reactor. y toma la forma siguiente:

.
-.



Es claro, observando la figura anterior, que en la zona donde se
produce el cambio en La grilla, debe aplicarse una formula para a -
proximar las derivadas que considere una base no igualmente espacia-
da, opuestamente a 10 que se hace en los puntos restantes. La aproxi-
macion obtenida para la derivada segunda es del orden de h, mientras
que si se considera base igualmente espaciada, tal aproximacion es
del orden de h2•

Las integrales (3) y (4) fueron resueltas como suma de dos inte-
grales, una de ellas considerando La variable de integracion entre 0
y el punto donde cambia la grilla, y la restante entre dicho punto y
1.

La integracion respecto del tiempo fue realizada mediante un me-
todo semi-implicito de direcciones alternadas.

Con anterioridad a la aplicacion de los ~todos de colocacion or
togonal y diferencias finitas en forma conjunta, se resolvio el proble
ma utilizando colocacion ortogonal en ambas direcciones, sin conseguir
se resultados satisfactorios. Esto se debe a que en la direccion axial
no hay dispersion. Aunque fisicamente no afecta agregar alas ecuacio
nes el termino de dispersiOn, no se soluciona el problema, ya que ese
coeficiente es muy pequeno comparado con el coeficiente del termino
convectivo.

Un analisis especial requiere el calculo de la velocidad, el cual
presenta dificultades numericas, debido a que despues de transcurrido
cierto periodo de tiempo, la mezcla polimerizante se solidifica desde
la pared del reactor bacia el centro del mismo, 0 sea, alcanza el pun
to de gelado. Esto se traduce en un cambio brusco en la viscosidad -
(Fig. 1).
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Can el objeto de analizar los resultados que surgen de los ·progra
mas desarrollad08, se utilizo un grafico para la ca!da de presiOn, de=
bido a LipBhitz, Castro y Macosko, donde aparecen 188 curvas correspo~
dientes a datos experimentales y a simulaciones realizadas mediante el
metoda de diferenciaB finitas. Puede observarse en dicho grafico (Fig.
2J que lOB problemas aparecen, en la simulacion, a partir del cuarto
minuto de reaccion, tiempo en el cual S8 alcanza el punta de gelado.

En la figura 2 se muestran, ademas, los resultados correspondien-
tes a distintos casas analizados.
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Fig. 2

El numero de puntas utilizados, los diferentes pasos de integra-
cion y el tiempo de computos insumido se presentan en la Tabla 1.

Metoda M N llt tipo de com. par min. de
reaccion

OiL fin. 6 21 1.D-4 4.66 min.
Col. ortog. 6 8 1.D-4 2.45 min.

Elem. fin. 6 6 e1, 1.D-4 30. min.
Dif. fin. ADI 6 21 2.D-2 0.09 min.

Grilla adap. 6 11 2.D-3 1.47 min.

N: nUmero de puntos en la direccion radial.
M: nGmero de puntas en la direcci6n axial.

De los resultados obtenid08 surge claramente que el metoda de
elementos finitos no es conveniente en este caso, ya que insume mucho
tiempo de cOmputos y el dominio no tiene una forma irregular que jus-
tifique su aplicaci6n.



Evidentemente el metoda que mejor aproxima la solucion es c"l,ll'''
c~on ortogonal combinado con diferencias finitas, que ademas permilv
trabajar con pocos puntos.

En 10 que respecta a la integracion respecto del tiempo, sin ,h"l"
ADI ofrece gran des ventajas ya que asegura estabilidad, admite pas",.;
de integracion grandes, y solo requiere manejo de matrices tridia~on,!
les. Todo esto se refleja en una notable disminucion en el ticmpo de
computos. .

A continuacion se muestran, en las figuras 3, 4 y 5 respectiva-
mente, los perfiles de conversion, temperatura y veloddad.

I
II _

~:_--------------z·



C* conversion de la reaccion
k conductividad termica
k* velocidad de reaccion adimensional
L longitud del reactor
n orden de reaccion
~p* incremento de presion adimensional
r* radio adimensional
To temperatura inicial dei material
Tw temperatura en la pared
T* temperatura adimensional
v~ velocidad adimensional
z* direccion transversal adimensional.
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