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RESUMEN

Se realiza un analisis unidimensional del movimiento de un flui-
do Newtoniano através de una placa porosa, limitada por dos superfi-
cies paralelas e impermeables. Inicialmente, el fluido estid distri-
buido heterogéneamente en el medio poroso y, por efecto de gradientes
de concentracion, surge un movimiento cuya tendencia es la uniformi-
zacién de la distribicién del fluido. Este fendmeno es modelado ba-~
sdndose en la Teoria Continua de Mezclas, donde el sélido (que compo~
ne la matriz porosa) y el fluido se tratan como constituyentes conti-
nuos de une cierta mezcla. El movimiento esti gobernado por un siste
ma no lineal y no homogéneo de ecuaciones diferenciales hiperbolicas,
y necesita de métodos numéricos para su solucién aproximada. Utiliza
mos en este trabajo el método de Glimm~Chorin, asociado a una factorz
zacién para la parte no homogénea del sistema.

ABSTRACT

It is modelled the unidimensional motion of a Newtonian fluid
through a porous slab bounded by two impermeable walls. Initially at
time zero, is given an initial distribution of fluid at rest in the
slab, one wants to determine the motion of the fluid for subsequent
times due to concentration gradients. A model based on Mixture
theory is used. The two constituents being a rigid solid (porous
slab) and a newtonian fluid. The motion of the mixture is described
by a nonlinear hyperbolic non-homogeneous system of equations. The
system is solved numerically using a factorization of the operator
into two parts, one of which is solved by the Glimm~Chorin method and
the other by a standard method of finite-differences. Some typical
results are presented and the transient solution approach the known
equilibrium solution.
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1. INTRODUGAO

Suponhamos uma placa porosa infinita, limitada por duas superfi-
cies impermeaveis paralelas, como mostra a figura 1
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Figura 1 - Esquema do Problema em Estudo

Se, em um certo instante, o fluido no interior desta placanido es
tiver emequilibrio, esperamos que surjam forgas, cuja tendencia seria
levar o fluido ao estado de equilibrio.

No caso do meio poroso ser homogéneo e isotropico e nao existi-
rem forgas de corpo externas, o equilibrio é atingido quando a distri
buicao de fluido nao depender da posicao e a velocidade for nula. As
sim sendo, se num certo instante existir uma distribuicao de fluido
nao constante, esperamos que aparecam forcas as quais atuarao no sen-
tido de busca do equilibrio.

Neste trabalho desejamos simular o movimento de um fluido Newto-
niano através de um arranjo como o da figura 1, supondo que este pos-
sui, no instante inicial, velocidade nula e distribui¢do nao constan-
te.

Neste movimento serao considerzdos dois tipos de forca de inte-
racao, sendo o primeiro uma forc¢a de atrito e o segundo uma forca por
efeito de gradientes de concentracao de fluido.

Serao considerados também os termos de inércia, na equagao da
quantidade de movimento, sendo com isto possivel a simulacao de fend-
menos que nao poderiam ser descritos pela equacdo da difusdao classi-
ca. No caso do termo que representa a forca de atrito ser muito gram
de, pode ser constatado que a solucdo se aproximard daquela que seria
obtida com a equagao da difusao classica.

A anilise do fenOmeno se restringira as equacdes da continuidade
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e do momentum linear. As equacdes do momento angular e da energia se
rao supostas satisfeitas através de certas hipéteses, impostas por
conveniencia. Estas hipdteses sdo a simetria dos tensores parciais
de tensao e a existéncia de uma fonte externa de calor que equilibre
a equacao da energia. ‘

0 fluido e o sélido (que compée a matriz porosa) serao .tratados
como constituintes continuos de uma mistura bindria. Estes constitu-
intes, dotados de cinemitica independente, ocuparido  simultaneamente
toda a regiao de mistura, tendo sua interacao levada em conta nas
equagoes da dinamica. .

Por simplicidade suporemos a placa porosa em repouso e formada
por um material poroso homogéneo, isotropico e rigido. Com estas hi-
poteses fixaremos nossa aten¢ao nas equacdes da continuidade e da
quantidade de movimento apenas para o fluido.

2. EQUACGES DE BALANCO E EQUACOES CONSTITUTIVAS
Admitindo que tewos uma mistura continua bindria, vamos postular

as equacces da continuidade e da quantidade de movimento como abaixo

1]

3p.
i . .
T d1v(pizi) =0 i=1,2 (¢
Bgi
Pil5c + (srad v | = div T, vm +0,b ial,2 (2)
onde o indice "i" se refere ao i-8simo constituinte. Nas equacoes

(1) e (2), "pi" é a densidade do comstituinte "i" na mistura (relacao
local entre a massa do constituinte "i" e o respectivo volume de mis-

tura), "vi" é a velocidade do constituinte "i", "mi" a forga, por
unidade de volume, exercida pelos demais constituintes da mistura so
bre "i", "T{" o tensor parcial de tensdo referente a "i" e "b" uma

forca de campo externa por unidade de massa.

Nas equacdes acima supds-se a auséncia total de reacées quimi-
cas. Com isto a massa de cada constituinte & preservada, o que garan
te que a massa da mistura também o é. Para que o balanco de quantida
de de movimento seja satisfeito Para a mistura ¢é preciso que (no ca-
80 de misturas binarias)

91 = -92 (3)

LTy
('

que "m;" representa uma forca interna i mistura.

Supondo o constituinte sélide rigido, precisamos nos preocupar
apenas com as equagoes para o constituinte fluido. Estas podem ser
expressas na seguinte notacao

g
a—t + dlv(pf\_rf) = 0 (4)

335
Pe | = + (grad !f)zf = div T, +m b (s)

+ Of_

£
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onde o indice "f" se refere ao fluido.

Antes de discutirmos as equagOes constitutivas, vamos definir a
funcao "E", da seguinte forma
. P
= (6)
Ept
f
sendo "p*" o maior valor que "pf" pode atingir uum certo meio poroso
homogeneo.
Por simplicidade suporemos que nao existem forcas de campo exter
nas e que o tensor "Tg" é um maltiplo de identidade, proporcional ao
quadrado de "E". Assim [2}

T, = —c2€’1 &)

A razao do surgimento do termo "£2" & fato de que, quando inte-
grado sobre uma certa superficie de mistura, a aplicacdo de "Tf" so-
bre a normal a esta superficie fornece a solicitacdo devida ao flui-
do, que "ocupa" apenas uma parcela, proporcional a "£", desta superfi
cie. Além disso, por efeito dos poros, uma camada de fluido nao inte
rage diretamente com a camada vizinha, tendo com esta um contato pro-
porcional a concentragao de fluido.

Para a forga de interacao "mf", consideraremos a seguinte rela-
cao constitutiva

me = -ctgzzf - cafgradg (8)

Esta relacao é sugerida pelas leis de Darcy (19 termo) e de Fick (29
termo) e é uma primeira aproximacao, linear em "zf" e em "gradt",

Supondo "c*", "¢," e "c3" constantes e combinando as equagoes
acima, ficamos com
& .
Tt dxv(i\_rf) =0 (9)
3!£
£ T (grad !f)!é] = —c grad(§?) - clizgf (10)
onde
2ca4C3
pr
<}
cy = Eg (12)

3. MODELO UNIDIMENSIONAL

Suponhamos agora que as fungdes "E™ e "v¢' dependem apenas da
variavel espacial "x" e do tempo "t" e que "v¢" possui componente nao
nula na direcdo "x". Assim sendo, o nosso sistema de equacdes pode

ser escrito como
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IS 3
5—{ + —a—g (EV) = 0 (13)
ov v | AEH 2
g [5? + v 5;1 = -c == - affv (14)
onde "v" & a componente "x" de ' 'v¢'". Este sistema pode ainda ser rees
crito como
3% . 3 -
3¢ * 3% (6v) = 0 (15)
2 (Ev) + 2 (EvZ4cE?) = - 8%y (16)
ot X !

onde as fun¢Ges incégnitas sio o campo de velocidades "v(x,t)" e a con
centracao de fluido "£(x,t)".

Desejamos resolver este sistema de equacoes diferenciais sujeito
as seguintes condigdes iniciais

£(x,0) = Eo(x) 0<x<L an
v(x,0) = vo(x) O<x<L (18)
e as seguintes condi¢oes de contorno .
v(0,t) = 0 t>0 (19)
v(L,t) = 0 t>0 (20)

que representam o efeito das superficies impermedveis.

Vamos passar agora a buscar uma aproximagdo para a solucdo do SlS
tema de equagoes, sujeito as condicdes impostas.

4. SOLUCAO APROXIMADA DO PROBLEMA

Buscaremos agora uma aproximagido para a solugdo de (15)/(16) su-
jeitas a (17),(18),(19) e (20).

Neste trabalho optamos por tratar o problema segundo as seguintes
etapas:

4.1. O Problema de Riemann Associado

0 Problema de Riemann associado pode ser dado por

% . a_ax (Ev) = 0 ¢3))
3 (Ev) + = (Ev +ct?) = 0 (22)

sujeito a
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£(x,0) = g, x<0(23) £(x,0) = £ x > 0 (24)

v(x,0) = v, x <0 (25) vwv(x,0) =v

L R
A solucado de (21)/(22) sujeitas a (23),(24),(25) e (26), sera o passo
inicial para montarmos uma aproximacao para o nosso problema origi-
nal.

x > 0 (26)

Por conveniéncia, seja o fluxo "G" definido como
G = &v (27)

Podemos entao reescrever o sistema de equacdes da seguinte forma

s [E o 17,[€] [° -
2 . S, 2 = 28
®lo| |- & F[™{e| |0

Pode ser provado que se "E" e "G" sao solucOes generalizadas de
(28) entao estas s6 dependem da razao "x/t".

Os autovalores da matriz "A", que aparece em (28), sao (em ordem
crescente).

A = g -VIE (29) X\ ..% + VIEE (30)

Se "Ai" é um autovalor de "A" entao

-A; d§ + dG =0 1)

o que leva a
Ry (£,G) = g + /BCE = constante i=l (32)
R2(£,G) = g - V/BcE = constante i=2 (33)

"Ry (£,G)" e "R2(£,G)" sao chamados respectivamente de Primeiro
e Segundo Invariantes de Riemann e a regiao do plano onde "R;" & cons

tante é chamada Regido de Rarefacdo-1 e, onde "R," é constante é cha-
mada Regiao de Rarefacao-2.

Para a existéncia de cada uma destas regices de rarefacao & pre-
. . . - 113 ]
ciso que o respectivo autovalor seja uma funcido crescente de ''X/t’.

. .- r .r

Vejamos agora quais sdo ps istagos (£°,6") que podem ser conecta
dos a um certo estado fixo (£7,6*) (a esquerda) por uma Rarefacao-1l.
Para este caso temos que

b p———— r —
Y W e W (34)
£l ef

0s estados (£7,67) que podem ser ligados a (EQ,GQ) por uma Rare-
facao-2 se relacionam com este por




3
- V/8cet 9; - /Bt (35)

£

Até aqui estudamos solucoes continuas de (28) e vimos como rela-
cionar estados ligados através deste tipo de solucao. Pode acontecer,
no entanto, de (28) nao possuir solugao continua.

Neste caso sera preciso estender o espaco de solugoes, admitindo tam-
bem solugoes continuas por partes.

Consideremos entao as solugSes constantes por partes. Para tra-
balharmos com estas solugdes, recorremos a forma integral original que
gerou (28). Com esta obtemos as seguintes condigoes de salto

[G] _ [G%/E+cE?] _

T < 6] s (36)

onde "s" é a velocidade de propagacio da descontinuidade ou choque.

De (36) temos que um estado constante a direita (Er,Gr) e um esta
do constante a esquerda (EQ,GQ), ligados por um choque, devem satisfa-
zer a seguinte relacao

L

r
%:%t\/c(gl-t:r)z[ir+%} (37
£ £ 13 £

Vamos permitir que dois estados sejam candidatos a serem ligados

por um choque (descontinuidade) somente se estes nao puderem ser liga-
dos por uma rarefagao.

Um estado a esquerda (EQ,GQ) sera ligado a um estado a direita
(ET,GY), por um Choque-1, quando, além de satisfazer (37), satisfizer

s<MESEh (68 METE) < s < MERD  (39)
e por um Choque-2 quando, além de satisfazer (37), satisfizer
s> LELED G anEheh < s <aeheh G
As desigualdades acima sao chamadas "Condicoes de Entropia"e im-
pedem a ocorréncia do chamado "Choque de Rarefacao" onde estados que

poderiam ser ligados por rarefacbes sao ligados por choques.

D»is estados (Er,Gr) e (Ek,cl) ligados por um Choque, neste pro
blema, devem satisfazer (37) (com o sinal +).

Podemos passar agora a solucdo de (28) sujeita as seguintes condi
coes iniciais

£(x,0) = EL = constante x < 0 (42)
£(x,0) = CR = constante x > 0 (43)
G(x,0) = GL = constante” x < 0 (44)

G(x,0) = GR = constante x > 0 (45)
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A técnica de solucdo consiste em se buscar um estado intermedia-
rio (£*,6*), que seja ligado a (£L,GL) por uma Rarefacdo-1 ou Choque-
-l e a (ER,GR) por uma Rarefacao-2 ou Choque-2.

As possiveis solucoes estao esquematizadas na tabela 1, com as
respectivas condigoes para sua ocorrencia.
0 TIPO DE SOLUGAC E SE
Rarefacdo 1 - Rarefacdo 2 EL > g* e ER > E*
Rarefacao 1 - Choque 2 EL > £* > ER
Choque 1 ~ Rarefagao 2 EL < Ex < ER
Choque 1 - Choque 2 &L < E* e ER < £
Tabela 1 - Os Tipos de Solugdo e as CondigcOes para suas ocorrén

cias (deve ser observado que, no primeiro caso, pode ndo existir solu

¢cao).

Para se determinar o estado (£E*,G*) é preciso assumir um tipo de

solugao.
da tabela sao satisfeitas.

4.2. 0 Metodo de Glimm-Chorin

Vamos supor agora que (28) esta sujeita a condigdes

quaisquer, dadas por

£(x,0) = Eo(x)

G(x,0) = Go(x)

Depois de determinado (E*,G*) verifica-se se as
A solugado, se existir, é udnica.

¥x

¥x

condigoes

iniciais

(46)

47)

A idéia do método de Glimm—Chorin é aproximar as condigdes (46) e
(47) por funcdes em forma de escada, com degraus de mesma largura, da

‘seguinte forma

n

€o(x)

L1

Go(x)

onde "Ax" ¢ a

Ei = Eo(xi + BAx)

Gi = GO(xi + B4x)

aleatoriamente, no intervalo (~1/2, 1/2).

X.

1

largura de cada degrau e "9"

Através de (47) e (49) montamos, para

tivos, um Problema de Riemann.

®s

um

cada

Ax
+ 2X

2

Ax
X < X, + =
i 2

LAY

X < x; (48)

(49)

numero, escolhido

dois degraus consecu-
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V fe

Figura 2 - O Problema de Riemann "i".

Para que as caracteristicas nao se interceptem, o avango no tem-

po "At", para cada passo do método, deve satisfazer a condigao de
Courant-Friedrichs-Lewy [3].

At S (50)
lxlm
onde "lXIMAX" € o valor absoluto da maior velocidade de propagacao,

ou seja, o maximo valor em mddulo dos autovalores do sistema. Escolhe
mos o maior valor possivel, satisfazendo (50), assim

Ax

At = (51)
2 M yax

A solucao obtida depois de cada avango no tempo ndo sera mais em
forma de degraus. Assim, a cada avanco, precisaremos de uma nova esco
lha aleatoria para a construcao da nova condigcao inicial em forma de
escada, que nos permitira evoluir de um tempo "t " até "t_ ", pelo mé

todo de Glimm-Chorin. o+l ?
t:

0ax| | | X ;
f ] 1 '

'..L- S e - Lbaa [y, [ WY
] 1 ' [}
] ) ! 1
1 ! | '
I : [} ]
|
( \ | 1| Ata
' : ! :
!
] ' 1 !
! t

xl-l x|-! x|- xl xn! xl#l X

Figura 3 - Um Passo do Método de Glimm-Chorin.
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4.3. Sistemas Nao-Homogéneos

Até aqui tratamos da solugdo de (28) sujeita a uma condicdo ini-
¢ial qualquer. Nesta situacdo o sistema de equacoes representava o
movimento do fluido sem levar em conta as forgas de atrito entre este
e 0 meio poroso, ou seja, tinhamos "cy=0".

Vamos estudar agora a situacao em que "c;#0". Neste caso o nos-
so sistema passa a ser dado por

E.X.0 (52)
2
gg .ai [-GE— + c§ ) = -c1£G (53)

Para a solucao do sistema acima faremos uma fatoracdo como € mos
trado abaixo

3E 3G
(A) 5-6 + 3’-‘- = 0 (54)
gf [GE ez] =0 (55)
.0 (56)
(B)
-g—ct- = -CI,EG (57)

Dada uma condicao inicial, evoluimos de "t "

de (A), pelo método de Glimm-Chorin. Obtida a solucdo em il ",
transformamos esta numa fungao degrau e evoluimos, no mesmo t"
através de (B). As fungdes obtidas serao usadas como condigae  ini-
cial e o procedimento sera repetido quantas vezes for desejado.

até "tp.1", atraves

Suponhamos entao que €n+l e Gn+1" sejam as fungdes degrau,
obtidas de (A), para "t,,1". Assim sendo, as funcoes "En+1' e "Gp "

serao dadas por

6n+1 = En+1 (58)
Gn+1 = Gn+1 exp (-cy En+1 Atn) (59)

onde
At = thel T % (60)

As equacoes (58) e (59) devem ser aplicadas a cada degrau (ou se
ja a cada ponto "x" do dominio).

4.4, Condicoes de Contorno

Neste trabalho imporemos, sobre as paredes impermeaveis, veloci-

dade nula. Isto em termos do fluxo "G" é equivalente a
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G(0,t) = 0 t>0 (61)

G(L,t) = 0 t>0 (62)

Estas condxcoes serao aproximadas numencamente através da hlpote

se de que o primeiro e o ultimo degraus considerados posssuirao velocl

dade nula. Esta condigdo sera tao mais precisa quanto menor for a lar
gura de cada degrau.

5. FORMULACAO ADIMENSIONAL

Antes de passarmos a apresentacao de resultados é conveniente es—

crever o problema numa forma adimensional. Uma maneira de se fazer is

to é introduzir as seguintes definigdes

+ X

x =7 (63)
e . e (64)
el = %3‘-:1—' (65)
u = 7"5 (66)
B == Eu (67
Assim sendo temos que

e (v € - ctes (69)

sujeito as seguintes condigGes
£G",0) = £ (") 0<x"<1 (70)
ux",0) = uy %) 0<x*<1 (71)
u(0,t*) = u(@,tH =0 t*>0 (72)

6. ALGUNS RESULTADOS

A titulo de exemplo vamos apresentar alguns resultados para o pro
blema, sujeito as seguintes condlcoes iniciais [4]

£(x*,0) = 0,5 0<x*<1/4 (73)
£(x*,0) = 0,1 1/4<xt <1 (74)
u(x+,0) =0 0<xt<1 (75)

que, para "E", é esquematizada na figura 4.
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A existéncia de superficies impermedveis em "x'=0" e "x*=1" fara
com que, no equilibrio, tenhamos uma distribuicdo de fluido "£", inde
pendente de "x*", dada por

lim &(x‘,t+) = j} e(x*,thHaxt (76)
0

tt+ oo

o que é uma forte ferramenta para a checagem de resultados.

T.

0.3

X

x*t

Figura 4 - A Condicao Inicial.

O problema sera resolvido para duas situacdes fisicas distintas.

A primeira, ideal, onde suporemos que "c¢i" é nulo e a segunda onde

"c¥=20". No primeiro caso, pela auséncia de forcas de atrito devidas

a "ci", a dissipagao de energia cinética sera muito lenta, enquanto

que no segundo ela sera mais rapida. Isto pode ser facilmente observa

do pelas figuras seguintes onde sao plotados graficos de "E(x+,eH)T
n "

versus "x ", para varios "t*", indicados no quadro.

Em todas as situacoes foram considerados vinte degraus e se cons-
tatou, para este problema, que o aspecto da solucao nao era alterado
com o aumento do nimero de degraus.

Um fatc muito importante de ser notado nas figuras apresentadas é
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FIGURA 5 - A Fracao de Fluido £ versus x
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s.eve .’ | 348
-\_—'ﬁ-—-q_ﬂ
*
X x*
3.083 g 4.022
4 x*
FIGURA 5 - A Fracao de Fluido £ versus x+, com cl=0.
o.08 ‘g 1Loet
r'.‘_—h_‘;
p
" ‘0
o.408 ? 2172
x* x*
1.008 ’ [ £.680
x! x*
1.45¢ 1; 3.700
b
x* x*

FIGURA 6 - A Fracao de Fluido £ versus x+, com c1=20.
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a influencia dos termos de inércia, considerados na equagdo da quanti
dade de movxmento. Esta 1nf1uenc1a pode ser sentida, principalmente,
no efeito de "reflexao" com "actmulo" de fluido quando a frente de on
da toca uma das paredes impermeéve1s. Este tipo de fenomeno nao pode
ria ser previsto pela equacdo da difusido classica, que nido considera
a inércia do fluido.

Deve ser notado também que o efeito, acima mencionado, vai se

tornando menos perceptivel a medida que aumentamos "ci".
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