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Se realiza un analisis unidimensional del movimiento de un flui-
do Newtoniano atraves de una placa porosa, limitada por dos superfi-
cies paralelas e impermeables. Inicialmente, el fluido esta distri-
buido heterogeneamente en el medio poroso Y. por efecto de gradientes
de concentracion, surge un movimiento cuya tendencia es la uniformi-
zacion de la distribucion del fluido. Este fenomeno es modelado ba-
sandose en la Teoria Continua de Mezclas, donde el solido (que compo-
ne la matriz porosa) y el fluido se tratan como constituyentes conti-
nuos de une cierta mezcla. EI movimiento esta gobernado por un siste
ma no lineal y no homogeneo de ecuaciones diferenciales hiperbolicas~
y necesita de metodos numericos para su solucion aproximada. Utiliza
mos en este trabajo el metodo de Glimm-Chorin, asociado a una factorT
zacion para la parte no homogenea del sistema.

It is modelled the unidimensional motion of a Newtonian fluid
through a porous slab bounded by two impermeable walls. Initially at
time zero, is given an initial distribution of fluid at rest in the
slab, one wants to determine the motion of the fluid for subsequent
times due to concentration gradients. A model based on Mixture
theory is used. The two constituents being a rigid solid (porous
slab) and a newtonian fluid. The motion of the mixture is described
by a nonlinear hyperbolic non-homogeneous system of equations. The
systam is solved numerically using a factorization of the operator
into two parts, one of which is solve~ by the Glimm-Chorin method and
the other by a standard method of finite-differences. Some typical
results are presented and the transient solution approach the known
equilibrium solution.



Suponhamos uma placa porosa infinita, limitada por duas superfi-
cies impermeaveis paralelas, como mostra a figura 1
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Se, em um certo instante, 0 fluido no interior desta placanao es

tiver em equilibrio, esperamos que surjam foreas, cuja tendencia seria
levar 0 fluido ao estado de equilibrio.

No caso do meio poroso ser homogeneo e isotropico e nao existi-
rem foreas de corpo externas, ° equilibrio e atingido quando a distri
buieao de fluido nao depender da posieao e a velocidade for nula. As
sim sendo, se num certo instante existir uma distribuieao de fluido
nao constante, esperamos que apareeam foreas as quais atuarao no sen-
tido de busca do equilibrio.

Neste trabalho desejamos simular 0 movimento de um fluido Newto-
niano atraves de um arranjo como 0 da figura 1, supondo que este pos-
sui, no instante inicial, velocidade nula e distribuieao nao cons tan-
te.

Neste movimento serao considerados dois tipos de forea de inte-
racao, sendo 0 primeiro uma forea de atrito e 0 segundo uma fore a por
efeito de gradientes de concentracao de fluido.

Serao considerados tambem os termos de inercia, na equaeao da
quantidade de movimento, sendo com isto possivel a simulaeao de feno-
menos que nao poderiam ser descritos pela equaeao da difusao class i-
ea. No easo do t~rmo que t~pt@s@nta a for~a de atrito ser muito gran
de, pode ser constatado que a solucao se aproximara daquela que seria
obtida com a equaeao da difusao classica.



e do momentum linear. As equacoes do momento angular e da energia se
rao supostas satisfeitas atraves de certas hipoteses, impostas por
conveniencia. Estas hipoteses sao a simetria dos tensores parciais
de tensao e a existencia de uma fonte externa de calor que equilibre
a equacao da energia.

o fluido e 0 solido (que compoe a matriz porosa)
como constituintes continuos de uma mistura binaria.
intes, dotados de cinematica independente, ocuparao
toda a regiao de mistura, tendo sua interacao levada
equacoes da dinamica.

serao tratados
Estes constitu-
simultaneamente

em conta nas

Por simplicidade suporemos a placa porosa em repouso e formada
por urnmaterial poroso homogeneo, isotropico e rigido. Com estas hi-
poteses fixaremos nossa atencao nas equacoes da continuidade e da
quantidade de movimento apenas para 0 fluido.

Admitindo que temos uma mistura continua binaria, vamos postular
as equacoes da continuidade e da quantidade de movimento como abaixo
[lJ

dp.
~t1 + div(p.v.) • 0
" 1-1

onde 0 indice "i" se refere ao i-esimo constituinte. Nas equacoes
(1) e (2), "Pi" e a densidade do constituinte "i" na mistura (relacao
local entre a massa do constituinte "i" e 0 respectivo volume de mis-
tura), "!.i" e a velocidade do constituinte "i", "mi" a forca, por
unidade de volume, exercida pelos demais constituintes da mistura so
bre "i", "Ti" 0 tenso'r parcial de tensao referente a "i" e "b" uma
forca de campo externa por unidade de massa.

Nas equacoes acima supas-se a ausencia total de reacoes qU1m1-
cas. Com isto a massa de cada constituinte e preservada, 0 que garan
te que a massa da mistura tambem 0 e. Para que 0 balanco de quantida
de de movimento seja satisfeito para a mistura e preciso que (no ca=
so de misturas binarias)

Supondo 0 constituinte solido rigido, precisamos nos preocupar
apenas com as equacoes para 0 constituinte fluido. Estas podem ser
expressas na seguinte notacao

dPf
:fit + div(Pf~f) = 0

Pf [~d:::: + (grad :!f):!f] •.div !f + ~f + Pf~



Antes de discutirmos as equacoes constitutivas, vamos definir a
funcao "f;", da seguinte forma

Pf
f; • ~ (6)

f
sendo_"p~" 0 maior valor que "Pf" pode atingir Hum certo meio poroso
homogeneo.

Por simp1icidade suporemos que nao existem forcas de campo exter
nas e que 0 tensor "Tf" e um mu1tip10 de identidade, proporciona1 ao
quadrado de "f;". Assim [2]

A razao do surgimento do termo "f;2" e fato de que, quando inte-
grade sobre uma certa superficie de mistura, a ap1icacao de "Tf" so-
bre a normal a esta superficie fornece a solicitacao devida ao f1ui-
do, que "ocupa" apenas uma parce1a, proporciona1 a "f;", desta superfi
cie. A1em disso, por efeito dos poros, uma camada de f1uido nao inte
rage diretamente com a camada vizinha, tendo com esta um contato pro=
porciona1 a concentracao de f1uido.

Para a forca de interacao "~f'" consideraremos a seguinte re1a-
cao constitutiva

Esta re1acao e sugerida pe1as leis de Darcy (19 termo) e de Fick (29
termo) e e urna primeira aproximacao, linear em "~f" e em "gradf;",

Supondo "c*", "e2" e "C3" constantes e combinando as
acima, ficamos ~om

~; + div( f;~f) • 0

f;[~~: + (grad ~f)~~ • -c grad(f;2) - clf;2!f

2C2+C3
C • ~ (11)

f
c*

1
(12)Cl = P*f

Suponhamos agora
var iave1 espac ia1 "x"
nu1a na direcao "x".
ser eserito como

que as funcoes
e do tempo "t"
Assim sendo, 0

"f;" e
e que
nosso

"~f" dependem apenas ~a
"vf" possui eomponente nao
sIstema de equacoes pode



~ + l... (~v) • 0at ;lx

~D~+ v ~~J= -c a~~2) - Cl~2v

onde "v" e a componente "x" de "~f'" Este sistema pode -ainda ser rees
crito como

onde as fun<;oes incognitas sao 0 campo de velocidades "v(x,t)" e a con
centra<;ao de fluido "~(x,t)".

Desejamos resolver este sistema de equacoes diferenciais sujeito
as seguintes condicoes iniciais

(17)

(18)

(19)

(20)

Vamos passar agora a buscar uma aproximacao para a solucao do sis
tema de equa<;oes, sujeito as condicoes impostas.

Buscaremos agora uma aproximacao para a soluCao de (15)/(16) su-
jeitas a (17),(18),(19) e (20).

Neste traba1ho optamos por tratar 0 problema segundo as seguintes
etapas;

el~ 3at + elx (~v) ,. 0



A soluCao de (21)/(22) sujeitas a (23).(24).(25) e (26). sera 0 pas so
inicial para montarmos uma aproximacao para 0 nosso problema origi-
nal.

Pode ser provado que se "s" e "G" sac solucoes generalizadas de
(28) entao estas so dependem da razao "x/t".

Os autovalores da matriz ••6.••• que aparece em (28). sao (em ordem
crescente).

Rl (s.G) • ~ + I~ • constante i~l

R2 (E;.GT ~ ~ - I~ • constante i=2

"Rl(S,G)" e "R2(E;.G)" sao chamados respectivamente de Primeiro
e Segundo Invariantes de Riemann e a regiao do plano onde "Rl" e cons
tante e chamada Regiao de Rarefacao-l e. onde "R2" e constante e cha::
mada Regiao de Rarefacao-2.

Para a existe~cia de cada uma destas reg~oes de rarefaca~ e v,re-
ciso que 0 respectlvo autovalor seja uma funcao crescente de x/t.

Vejamos agora quais sac v,s ~stados (sr.Gr) que podem ser conecta
dos a urn certo estado fixo (E; '.G ) (a esquerda) por uma Rarefacao-l~
Para este caso temos que

G
Y

+ /8c~R. = G
r

+ I8ctr (34)
f,;R. E. r

Os estados (E;r,Gr) que podem ser ligados a (sR..GR.)por uma Rare-
facao-2 se relacionam com este por



Ate aqui estudamos solucoes contfnuas'de (28) e vimos como rela-
cionar estados ligados atraves deste tipo de soluCao. Pode acontecer,
no entanto, de (28) nao possuir solucao contfnua.

Neste caso sera preciso estender 0 espaco de solucoes, admitindo tam-
bem solucoes contfnuas por partes.

Consideremos entao as solucoes constantes por partes. Para tra-
balharmos com estas solucoes, recorremos a forma integral original que
gerou (28). Com esta obtemos as seguintes condicoes de saIto

[G)
TIT

onde "s" e a velocidade de propagaCao da descontinuidade ou choque.

De (36) ternos que um estado constante a direita (~r,Gr) e um esta
do constante a esquerda (~£,G£), ligados por urn choque, devern satisfa=
zer a seguinte relacao

Vamos permitir que dois estados sejam candidatos a serern ligados
por urn choque (descontinuidade) somente se estes nao puderem ser liga-
dos por urna rarefaCao.

Urn estado a esquerda (~£,G£) sera ligado a um estado a direita
(~r,Gr), por um Choque-l, quando, alem de satisfazer (37), satisfizer

As desigualdades acima sao chamadas "Condic(;es de Entropia"e im-
pedern a ocorrencia do chamado "Choque de Rarefacao" onde estados que
poderiam ser ligados por rarefacoes sao ligados por choques.

. r r £ £D?lS estados (~ ,G ) e (~ ,G ) ligados por um Choque,
blema, devern satisfazer (37) (com 0 sinal +).

Podernos passar agora a Solucao de (28) sujeita as seguintes condi
coes iniciais

~(x,O) ~ SL ~ constante x < ° (42)

~(x,O) • SR constante x > ° (43)

G(x,O) • GL • constante" x < ° (44)

G(x,O) • GR • constante x > 0 (45)



A tecnica de solucao consiste em se buscar um estado intermedia-
rio (~·,G·), que seja 1igado a (~L,GL) por uma Rarefacao-l ou Choque-
-1 e a (~R,Ga) por uma Rarefacao-2 ou Choque-2.

As possiveis solucoes estao esquematizadas na tabe1a I, com as
respectivas condicoes para sua ocorrencia.

0 TIPO DE SOLUCAO t SE

Rarefacao 1 - Rarefacao 2 ~L > f;. e f;R > 1;.

Rarefacao 1 - Choque 2 f;L > f;* > f;R
Choque 1 - Rarefacao 2 ~L < f;* < f;R
Choque 1 - Choque 2 f;L < f;* e f;R < E,*

Tabela 1 - Os Tipos de Solucao e as Condicoes para suas ocorren
cias (deve ser observado que, no primeiro caso, pode nao existir solu
cao).

Para se determinar 0 estado (f;*,G*) e preciso assumir um tipo de
solucao. Depois de determinado (f;*,G*>'verifica-se se as condicoes
da tabela sac satisfeitas. A soluCao, se existir, e unica.

Vamos supor agora que (28) esta sujeita a condicoes
quaisquer, dadas por

A ideia do metoda de Glimm-Chorin e aproximar as condicoes (46) e
(47) por funcoes em forma de escada, com degraus de mesma largura, da

'seguinte forma
/).x :;; <

/).xx. -T x x. +T1 1

/).X :;; <
/).xx. -T x x. +T1 1

oode "/).x"e a largura de cada degrau e "8" e um numero,
aleatoriamente, no intervalo (-1/2, 1/2).

Atraves de (47) e (49) montamos, para cada dois degraus consecu-
tivos, um Problema de Riemann.



Para que as caracteristicas nao se interceptem, 0 avanco no tem-
po "lit", para cada passe do metodo, deve satisfazer a condicao de
Courant-Friedrichs-Lewy [3].

onde "P.I "e 0 valor absoluto da maior velocidade
ou seja, ~ximo valor em modulo dos autovalores do
mos 0 maior valor possivel, satisfazendo (50). assim

de propagacao.
sistema. Escolhe

A solucao obtida depois de cada avanco no tempo nao sera mais em
forma de degraus. Assim, a cada avanco, precisaremos de uma nova esco
lha aleatoria para a construcao da nova condicao inicial em forma de
escada, qu~ nos pe~mitira evoluir de um tempo "tn" ate "tn+l". pelo m,!
todo de G11mm-Chor1n.

t
I AxI
I

I
I _t •••-1---
I
I
I
I
I 11tnI
I
I
I
I
I

XI_1 XI.' XI_I XI X,., XI.' X



Ate aqui tratamos da solu,ao de (28) sUJe~ta a uma condicao ini-
cia1 qua1quer. Nesta situa,ao 0 sistema de equacoes representava 0
movimento do f1uido sem 1evar em conta as for,as de atrito entre este
e 0 meio poroso, ou seja, tInhamos "Cl-O".

Vamos estudar agora a situa,ao em que "Cl"'O". Neste caso 0 nos-
so sistema passa a ser dado por

a~ + aG _ 0 (52)
at ax

aG a (G2 2)- + - - + c~at ax ~

Para a solu,ao do sistema acima faremos uma fatoracao como e mos
trado abaixo

aG a (G2 2)- + - - + c~at ax ~
a~at. 0

Dada uma condicao inicia1, evo1uImos de "tn" ate "tn+1'" atraves
de (A), pe10 metoda de Glimm-Chorin. Obtida a solucao em tIt +1'"
transformamos esta numa funcao degrau e evo1uImos, no mesmo fiL'>t",
atraves de' (B). As funcoes obtidas serao usadas como condicao ini-
cial e 0 procedimento sera repetido quantas vezes for desejado.

Suponhamos entao que "~n+1" e "Gn+l" sejam as funcoes degrau,
obtidas de (A), para "tn+l". Assim sendo, as funcoes "t:n+1" e "Gn+1"
serao dadas por

As equacoes (58) e (59) devem ser aplicadas a cada degrau (ou se
ja a cada ponto "x" do domInio).

Neste trabalho imporemos, sobre as paredes impermeaveis, veloci-
dade nula. lsto em termos do f1uxo "G" e equivalente a



G(O,t) • 0
G(L,t> • 0

(61)

(62)

Estas eondicoes serao aproximadas numerieamente atraves da hipote
se de que 0 primeiro e 0 ultimo degraus considerados posssuirao veloeT
dade nula. Esta eondicao sera tao mais precisa quanto Menor for alar
gura de eada degrau.

Antes de passarmos a apresentacao de resultados e eonveniente es-
crever 0 problema numa forma adimensional. Uma maneira de se fazer is
to e introduzir as seguintes definicoes

ei .~
yc

GB • 7C • E;u

A titulo de exemplo vamos apresentar alguns resultados para 0 pr~
blema, sujeito as seguintes eondicoes iniciais [4]

E;(x+,O) 0,5 0<x+<l/4 (73)

t,;(x+,O) 0,1 1/4<x+<1 (74)

u(x+,O) 0 O<x+< (75)

que, para "E;", e esquematizada na figura 4.



A existencia de superficies
com que, no equilibrio, tenhamos
pendente de "x+", dada por

. ++ [+++11m ~(x ,t ). ~(x ,t )dx
t++oo 0

impermeaveis em "x+.O" e "x+.l" fara
uma distribuicao de Huido "~", inde

~O.S +- --,

o problema sera resolvido para duas situacoes fisicas distintas.
A primeira, ideal, onde suporemos que "ct" e nulo e a segunda onde
"c+=20". No primeiro caso, pela ausencia de foreas de atrito devidas
a ~ct", a dissipaeao de energia cinetica sera muito lenta, enquanto
que no segundo ela sera mais rapida. lsto pode ser facilmente observa
do pelas figuras seguintes onde sao plotados graficos de "~(x+,t+)~
versus "x+", para varios "t+", indicados no quadro.

Em todas as situaeoes foram considerados vinte d~graus e se cons-
tatou, para este problema, que 0 aspecto da solucao nao era alterado
com 0 aumento do numero de degraus.
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a influencia dos termos de inercia, considerados na equacao da quanti
dade de movimento. Esta influencia pode ser sentida, principalmente:
no efeito de "reflexao" com "acumulo" de fluido quando a frente de on
da toca uma das paredes impermeaveis. Este tipo de fenomeno nao pode
ria ser previsto pela equacao da difusao classica, que nao considera
a inercia do fluido.

Deve ser notado tambem que 0 efeito, acima mencionado, vai se
tornando menos perceptivel a medida que aumentamos "ct".
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