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Neste trabalho apresentamos programas para geracao de matrizes de
rigidez de elementos finitos e solucao de problemas de flexao pelo meta
do de Pitz, baseados em uma linouagem simbolica de desenvolvimento re~
cente, 0 PASCAL-MP (INPE BRASIL). A linguagem PASCAL-MP e um compilador
PASCAL com facilidades para manipulacao algebrica de polinomios. Elemen
tos da implementacao computacional sao mostrados para ilustrar os proce
dimentos adotados e as facilidades da linguagem utilizada. Espera-se -
com isto ilustrar 0 potencial de uso do PASCAL·MP e extrapolar futuras
aplicacoes de linguagensde manipulacao simbolica em mecanica dos soli.
dos •

Programs for the generation of finite element stiffness matrices
and for the soll/tion of flexural problems by the Ritz Method, based on
a recently developed symbolic manipulation system, PASCAL-MP, are
presented. The PASCAL-MP is a PASCALcompilerwith special commands for
symbolic manipulations of polynomials. Elements of the computational
implementation are presented in order to illustrate the procedures
adopted and the processimg facilities utilized. In this waY,we expect
to show the potencial use of the PASCAL-·IP and to extrapolate future
applications of symbolic manipulation systems in solid mechanics.



As primeiras aplicacoes da manipulacao da manipulacao algebrica
computacional em mecanica dos solidos. foram feitas em meados da decada
de 70 com os trabalhos de NOOR. JENSEN. ANDERSEN [1]. entre outros •

o desenvolvimento de uma serie de sistemas gerais para manipula-
cao algebrica. tais como ALTRAN. MACSYMA. REDUCE. [1] • premitiu gran -
des simplificacoes nos tediosos desenvolvimentos algebricos necessarios
no metodo dos elementos finitos e outras tecnicas de solucao em mecani-
ca dos solidos. Ainda. a manipulacao simbolica permitiu estabelecer uma
importante ligacao entre a analise e os calculos numericos. facilitando
a parametrizacao dos problemas.

Entretanto. os sistemas disponlveis nao se mostram indicados pa-
ra uso generalizado em mecanica dos solidos em virtude da falta de pa -
dronizacao nas aplicacoes. do alto custo de maquina e da propria falta
de portabilidade dos sistemas.

No Brasil. alguns sistemas para manipulacao simbolica computacio-
nal ja se encontram em uso • e se iniciam desenvolvimentos nacionais, •
Entre estes. destaca-se a linguagem PASCAL-MP para manipulacao de poli-
nomios de mUltiplas variaveis. sue acreditamos poder. futuramente. apre
sentar as caracterlsticas desejaveis para linguagens desse tipo. -

Os objetivos principais deste trabalho sac apresentar a linguagem
PASCAL-MP como ferramenta de desenvolvimento de solucoes em mecanica
dos solidos e mostrar vantagens de utilizacao do sistema e sua potencia
1idade para outras apl icacoes. -

As aplicacoes consideradas neste trabalho sac: Aplicacoes do mete
do de Ritz na solucao do problema de flexao de uma viga engastada de T
nercia variavel; e geracao de matriz de rigidez do elemento triangular-
de deformacao constante (CST) pela formulacao de elementos finitos •

Para cada urn dos exemplos. a formulacao matematica e fornecida •
juntamente com elementos da implementacao computacional e analise das
principais vantagens no uso do sistema proposto.

A linguagem PASCAL-MP [2] e composta de urn subconjunto da lingua-
gem PASCAL. acrescido de comandos especiais para manipulacao algebrica
de polinamios de multiplas variaveis. e apresenta dois modos de opera -
cao : modo algebrico e modo numerico. Os comandos padrao da linguagem
sac executados no modo numerico. enquanto que os comandos especiais sac
executados no modo algebrico.

Alem dos tipos de variaveis da linguagem. 0 PASCAL-MP possui 0 ti
po POLl para 0 tratamento algebrico de polinOmios. -

Os polinomios podem ser definidos na forma de expressoes polinomi
ais em funcao 'de suas variaveis. usando os operadores aritmeticos. sen
do que os coeficientes literais saQ tratados como variaveis. Por exem 7
plot para definir 0 polinomio 6+3x+2y+2x2+5xy • usaremos a declaracao':
P:_ 6+3*x+2*y+2*x**2+5*x*y • sendo que P e do tipo POLl e x e y do tipo
~1L.



As operacoes aritmeticas no modo algebrico tern a mesma notacao
que no modo numerico (*, + • - , ** ) • com excecao da operacao de
divisao. que e uma funcao. no modo algebrico. Expressoes com variaveis
saD sempre executadas em modo numerico. ao passo que expressoes com po
linomios sao executadas em modo algebrico, nao se permitindo a mistura
de tipos •

As operacoes do modo algebrico sao realizadas com 0 polinomio de
finido na forma de fracao racional e portanto • operacoes de divisao -
saD sempre mantidas implTcitas. Por exemplo, sejam A, B. C. 0 polino -
mios na forma usual, e definindo P1: = A/B e P2: = C/O, entao :

P1 A/C A * 0 AD
P3 : = 1'2" = m = "B' t = 'Bt

As funcoes para manipulacao de polinomios sao MMC, CERI, INTI
INTO, DIVI, DEN, NUM, EVAL, COEF, IVAR.

A seguir, descreveremos as funcoes utilizadas nesse trabalho:
OERI(P,x) - retorna urn polinomio gue e 0 resultado da derivacao do p~

linomio P em relacao a variavel x.
INTI(P,x,c) - retorna urn polinomio que e 0 resultado da integracao in

definida do polinomio P ern relacao a variavel x, com cons
tante de integracao c. -

INTD(P,x,Ll,L2) - retorna urn eolinomio que e 0 resultado da integracao
definida do polinomio P em relacao a variavel x, com limi-
te inferior de integracao L1 e limite superior de integra-
cao L2. Neste, caso, as variaveis L1 e L2 sao substituidas
por seus valores quando no calculo da integral •

- retorna 0 nu~rador da fracao polinomial P.NUM(P)
DEN(P)
DIVI(P)

- retorna 0 denominador da fracao polinomial P.
- retorna uma fracao polinomial cujo numerador e 0 quociente

da divisao de NUM(P) por DEN(P) e cujo denominador e 0 res
to dessa divisao • -

IVAR(P,x) - retorna urn polinamio que e 0 polinomio P em funcao apenas
da variavel x, tendo sido substituidas as outras variaveis
de P pelos respectivos valores numericos atuais •

COEF(P,x,e,) - retorna 0 valor do coeficiente do termo do polinamio P
cujo expoente da variavel x e "e". P deve estar definido a
penas em funcao de x • -

EVAL(P) - retorna 0 valor numerico do polinomio P apos substituir to
das as variaveis pelos seus valores numericos atuais. -

Para a impressao de polinomios usa-se 0 procedimento PWRITE (P),
que imprime 0 polinamio P.

o PASCAL-MP, entretanto, nao permite a estruturacao por ARRAY e
RECORD com polinomios •



Formulacao Matematica
o problema de uma viga engastada de inercia variavel submetida a

urn carregamento distribuido qualquer ( figura 1) • e regido pelo se
guinte funcional :

E d2vI = ~ I [1( axr )2_qV] dx

que representa a energia potencial total considerando apenas deforma-
coes por flexao •

Fig.1 Viga Engastada
Este problema pode ser resolvido pelo Metodo de Ritz [3]. onde

se supoe uma solucao aproximada da forma :

para r fixe e it 1
Apos a substitutcaDde vi no funcional Ida expressao (1). e exe-

cutadas as operacoes de derivacao e integracao. obtem-se 0 funcional
em funcio dos coeficientes Ai. A solucao do problema e encontrada
tornando-se estacionario 0 valor do funcional. resultando m seguintesistema de @quaco@s algebricas lineares : .

31 0]'X-
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Resolvido este sistema de equacoes por um metodo numerico conve-
niente (eliminacio de Gauss). obtem-se os coeficientes Ai' que se-
riam substituidos na expressio (2) para dar a solucio aproximada.

Neste exemplo consideramos os parametros da viga como abaixo:
Carga q(x) • q • 1.2 tf/m
Altura h(x) • ho + ht,x/L. sendo ho • 70 cm e ht • 40 cm
Comprimento L • 3 m
Base b • 20 cm
lmplementacio Computacional
Ha sequencia apresentamos a programacio em PASCAL·MP ( programa

VIGA) para a solucio do problema especificado com i • 1. 2. 3. 4. Co
mo resultados calcula-se 0 valor de vi( deslocamento) e sua derivada -
v'i ( rotacio) na abscissa x • L • be~ como 0 valor do momenta fletor
e Torca cortante em ambos os extremos ,(ver figura 2) • -
00100 PROGRAM VIGA(INPUT,QUTPUT);
00200 TYPE MATRIZ= ARRAY [1••4,1 ••G] OF REAL;
00300 VETOR ~ ARRAY [1••4] OF R~AL;
00400 VAR V,PI,INER,a,PA,PX,TX,T POLl;
00500 E,L,X,HL,HO,VN,IX REAL;
00600 LIM,I,J,K INTEGER
00700 A VETOR ;
00800 B,H,DI,VF,DFV,D2FV,DJFU POLl;
00900 c MATRIZ
01000
OllOO
01200
01300
')1400
01500
01600
01700
01800
0IQ()O
02000
O?1.00
02200
023(1)
02400
02500
02.'>00

03100
03200
o:no()
03400
03500

03700
o~woo

PROCEDURE GAUSS ( VAR xtVETOR; A: ~iATRtZ;
VAR I,J,K:INTEGER;

S'J :REAL;
PROCEDURE TROCALINHA(K:INTEGER>;
VAR L:I:HEGf.·:;;:;

T:REAU
BEGIN

FOR L:-K+l TO N-l DO
IF A[K,Kl < A[L.KJ

THEN
FOR J:=K TO N+l DO

BEGIN
T:=t"r:_"l] ;
ACl.JJ :,-~[K,JJ;
An,,·J] :",T;

El~IH
F~JC; t;:HROCALIIIHf,,;t)

"',;F en i~ (*GAlI~:;S*)
FOr..: ~;: '" 1 Tn tl DO

BEGIN
IF ATK. t:J =-0

THEN
TROCAL I tlHA ( 1<I :

r:=-A[K,KJ ;
FOR J:~K+t TO H+\ no

!~[K..J] :,-A[\( •.n /1;



03900
04000
041.00
04200
04100
04400
04~00
04,',;;0
t) 47r;(l
0480,)
049·)0
05000
05100
05200
O':.~OO
05400
0550'')
05600
05700
05800
05900
06000
06100
01-200
06300
06400
01.:,500
06600
06700
Ob800
06900
07000

07100
07200
07300
07400
07500
07600
07700
078·)0
07900
CI8 0'-; (i

081.00
08200

FOR I:=K+1 TO M no
FOR J:~K+t TO Ntl DO

A [ 1 , J J l =-. ':'\ [ r •. J :I -,~ [ r • 1<] .::.0, [: :;, I"]
END; (*LOOP K *)

XCNJ:=ACN,Ntll; .
I :"'tH
~OR K l~l TO N-t DO

BEGIN
r: -1--1,;
5:=--0;
FOR Jl~rtl ra N DO

Sl.S+A[I,JJ *XCJJ
XCIJ :=ACI.N+1J -g;

END;
END;

PROCEDURE CALCULAFUNC;
Ct; DE-DUCAO ALGEBRICA (10 FUrJCIONAI. ,;;-;
VAR DX,FX.IFX,PE.Kl POLl;
BEGIN

PEl- E;
I(1 l'" 1/2;
DX:'" DERI(V,X)
DX:~ DER[CDX.XI ;
D;<: '" \):~*OX ;
FXl= INER*DX - n*v;
IFX:= INTD(FX,X,O·LII
PI l= PE*KU:IF:O
PWfHTE(PI> ;
J.JF;: I TEl.N;

END;

BEGIN (* PRnORAMA PRINCIPAL *1
LIM:'=4 ;
F'A: '''-A[ I J •
PXl"-X;
TX::::.X ; T::::;1./J. ...~ (;i:[;~I:~Tf:'I.T7·tiCCE:;:;':·;
L:••.3;
HO:~O.7; HL:KO.4;
H :~, 111.../1.:1: -: +H() ;
B:;;:..O.2'
!i"F;;' ~:;. :::::~H:~~!\::::;}c-:-;
E :,.! ,0;
~J:.:q);;



OS]()O
')8400
()85(iO

O:'37{)(I

08GOO
08?GO

O<;~400
C·9~300

()t:.J700
t)9800
09900
toOoo
t{)1.00
10200
t O:jOO
l(HOO
10500
to,!:.OO
t0700
l0800
t 091JO
11000
11100
t1:'00
11:)()O
t t 40",

t t .!)C;()

1. 1.7')0
11800
1 l ~-'Ct)
120C,{)
!.:2 t ')(i

12300
124()O
12500
1. :--/);"10
1270<)

FOR I :.,., 1. TO l fM DC
BEGIN

TX:"TX*PX;
V :~V~?ASrx ; (I PA:~ArI] *)
WRITELN;WRIT[~~'
WRTTELH(' POLINOMIO ~PROXIHADO V:');
WRITEUH
PWPITE (V,:
t.mITELNamT.T1:;~Li"{ 'FIHJCIONt.;1 PI ');
C,:1LCULf~1Fl,j.~C;
FDR ";:"'1 H' I DO

BEGIN
DI:·DERI(PI,~lJ]j;
In: :,-IVAf"([I1 ,A);
FOR 1<:"'1 TO I [10

C[J,1<1:,-COEFC[lI,ACKJ,1.);
C[J,I+1J:"'COEF (OI,A,O);

ENtH ClI: J ~)
ClAUS::; CA, C , I ) ,
VF : =- I VAR CI.) • ;( ) ;

WRITEC'FUNCAO [I~SLOCAH~NTO');
PWFn TE I I"lf) ;

WRITEUH
X:"'U
•.•.'14 :"EVAL (\,.'F) ;
WRITELN('~ESLOCAMENTO NO EXTREMO ',UN);
DVF:=-DEPleUF,Xl'
D2VF:"DERI(DVF,X);
D3VF:·OERICD?VP,X);
I)N: ·"'EVAl ( D\,'F) ,
WRITElNI'ROTACAO ~O EXTREHO',VN);
){:;.OJ
IX: ,-E'.lf;U INER) ;
VH:-EVAL(D~YF'*E*JX;
WRITEUH'1iOHENTfI Hf FNG~STld'IENTO' .VI~);
UN::-EVAl(D3VF)*~*JX'
WRITElNC'CORTANTE NO ENGASTF'.vN))
10·-U
IX: ,-"'VAL (I,,'f.:F \;
\,'N: '-Eut~L.:I?VF) :t;F;}.:: >;
WRITEUH 'NOi-,FNTO "'\1 EXlF:HOO' ,VIJ);
VN:'--EVAL(D1VF)*E~IX;
WRJTEUH 'cnrn,"<rJTE tJO EX l'F! Ui 11','·X', ;

END;
E1HH



No programa VIlA inicialmente definimos os tipos de variaveis. Os
blocos seguintes contem os "procedures" GAUSS e CALCULP.FUNC; 0 procedu
re~ GAUSS resolve 0 sistema de equacio de equacoes resultantes e 0 pro
cedure CALCULAFUNC obtem a expressio polinomial do Funcional I (eq.1T,
on de as variaveis polinomiais V. INER. Q. sio respectivamente a funcio
deslocamento • inercia e a carga da viga. Note~se que para a definicio
do polinomio PI do funcional. foi necessaria a copia das variaveis nu--
mericas • neste caso E/2 e Q. para variaveis polinomiais. uma vez que
o PASCAL-MP nio permite a mistura de variaveis algebricas e numericas.

De acordo com a funcio INTO. as variaveis do limite da integral
definida. foram substituldas por seus valores numericos e 0 polinomio
PI e agora uma funcio dos coeficientes Aj•

o proximo bloco apos os "procedures" representa 0 programa prin-
cipal. 0 trecho inicial do programa contem a definicao das variaveis
necessarias • 0 polinomio PA representa 0 coeficiente generico Ai que
sera usado no desenvolvimento do polinomio V.

o trecho seguinte gera a solucio do problema • para cada nova a
proximacao da funcao deslocamento. control ado pelo laco da variavel 17

Inicialmente gera-se a funcao deslocamento em funcio dos coefici
entes incognitos Ai e da funcio de menor grau gerada anteriormente. ar
mazenando-a em V. tm seguida da9se a montagem do sistema de equacoes ~
de acordo com a equacio (3). A matriz dos coeficientes resultante e nu
merica e a solucio do sistema e obtida pelo procedure GAUSS. A funcio-
solucao para 0 deslocamento e 0 resultado do polinomio V. on de os coe-
ficientes incognitos sao substituidos pelos seus val ores obtidos na so
lucio do sistema. fornecendo a funcio final aproximada • -

o trecho final correspondente ao pos-processamento onde calculam
se a rotacio e deslocamento em x = L • e os esforcos nos extremos. a
partir do polinOmio V.

Procuramos com um exemplo. explorar a caracteristica unica do
PASCAL-MP de combinar os modos numericos e algebricos em urnmesmo pro
grama. e a aceitacio de coeficientes reais para polinomios • Com isso~
conseguiu~e reduzir 0 algebrismo necessario para a implementacio do me
todo de Ritz e ao mesmo tempo obter num unico programa • a solucio pa
ra diversas funcoes de aproximacio. -



Formulacao Matematica
A geracao da matriz de rigidez do elemento triangular (fig.3) de

deformacao constante (CST) e feita seguindo-se a sistematica establ!le-
cida do metodo dos elementos finitos [4] • Assim, a matriz de rigidez
do elemento e dada pelas equacoes abaixo , considerando a ordenacao
dos nos conforme a figura 3 •

Fig.3 E'e~nto Finito CST
Adotando-se a formulacao em coordenadas naturais , I." 1.2'. 13 te

remos para as funcoes de forma ~esse elemento :

A relacao entre as coordenadas cartesianas e coordenadas naturais
e dada por :
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R.1 •• ( x2'Y3 - x3Y2) + x (Y2 - Y3) + .Y (x3 - x2)
R.2 • ( x3yl - Y3xl) + x (Y3-'Yl) + Y (xl - x3) (9)

R.3 •• ( x1Y2 - Ylxl) + x (Y1 - Y2) + Y (x2 - xl)

onde xi ' Yi sac as coordenadas dos nos do elemento.
Os elementos da matriz B sac expressos por

3 dNi dR.iN. .• I: -
lX j.l dR.j R.x

3 aN. aR.jN ••• I: _J
lY j ••l aR.j R.y

Para 0 estado plano de tensoes temos os elementos nao nulos
matriz 0 como :

d11 •• E/(l. - va )

d12 •• c!21 =\} E/(l - \}2)

d •• _E_
33 2(1+\})

onde E e 0 modulo de Young e\}o coeficiente de Poissou •
A integracao sobre a area dbelemento (A) e feita em coordenadas

naturais , utilizando-se a formula:
f R.r R.s g,t dA = r! s! t! (2A)

A 1 2 3 (r+s+t+2!)
Como resultado, ter-se-a a matriz de rigidez em funcao apenas

das coordenadas de seus nos, e das propriedades mecanicas •

Implementacao Computacional
o programa CST objetiva deduzir simbolicamente a matriz da rlgl

dez do elemento CST, em funcao apenas das coordenadas carte?ianas de
valores numericos em funcao de coordenadas fornecidas (ver fig.4).

Inicialmente procedur€CALFORMA, define as funcoes de forma como
polinomios, em coordenadas naturais. As coordenadas naturais formam um
arranjo de 3 variaveis reais • L.

ProcedureCALDERI, realiza a derivacao das funcoes de forma, utili
zando as expressoes (10). Os coeficienteS·ClR.i e aR.i sac constantes -

ax ay



001.00
OO?OO
0030n
00400
00500
00600
00700
ON100
00900
01.000
Ol10\)
01.200
01:500

_.01.400
01500
01600
01700
0180.0
0:1. 9()t)

O?000
02100
02200
02300
02400
02500
02600
02700
02800
02900
03000
01100
03200
03300
03400
03500
03600
03700
0:~800
0390C
04000
04100
04200
04~OO
044Gn
04500
040·)()

PROGRAM CSTIINPUT,OUTPUT)
TYPE UrTOR~ ARRAY [1,.3] QF REAL

MATRIZ- ~RRAY [1 .•~,1. •• 6] nF REAL

VAR Nl,N2,N~,PC1.!PC2.PC3.BJI,DJK,BKL: POL Ii
L ,<. y. Tt1 ,n::. f13 ~'ETO"";
N1X,N2X,N~X.N1Y,N?Y,N1Y POLl;
C,MK HATRi7;
A.E,NI : RfAL
NNE, NGL, NI')I ..E, I. LL, ,J, K. ORn INTEG,';:;:;
KIL,KINToIhIL : POLIO

PROCEDURE CALCFORHA;
BEGIN

N1:'=LCl];
N2:"'L(2]:
N3: =,!..[::n;

END;
PROCEDURE CALCDERI:
1).<', R J: I:H E:.t;E P ;
BEGIr~

N 1 X: ,,,). ;
N2X::O.;
N3X: =0" ;
N 1.Y : =1) • ;

N2Y: :"'t). ;

N3Y:"'0.;
FOR J:~l TO ~ DO

BEGIN
I'll X :=NlX tDJ:"RI (Nt, L:" ,I]) :l:PC::';
t!1Y: ••NIY+DG',IiI!~., [J])::t:PC1;
N2X ;';'?'(HIEF< [( tn .1...[.1]) *PC::::;
N2Y:=N2Y+DER!(N~.L[J])$PC3;
N3X:~N3X+DERI(H3,LCJ])*PC2;
N3Y:=N3Y~DERI(NJ,LrJ])SPC3;

END;
ENn;
F'ROCEDURE C,;l.C:[:;
BE', TH

1:1 ·=F./(1.-j"l$:~?)
D2 :..N T :~:r· . "..-i) T ::'~;i::-":
03 .;..( (2;(: ( l"~ t,' ; ',:. •

F:iID:



C4?OO
04000
04100
05000
05100
05200
05300
054·)0
05500
05·';00
05700
05800
05900

..06000
06100
06200
0<')300
06400
06500
06600
06700
06800
06900
07000
07100
07200
07300
07400
07500
07,SOO
07700
078()0
07';>00
08000
08100
08200
08300
0F.l400
08500
08,.,00
OBI!),)
08flO.1
I) c1~()O
O'?C)I)1)

09100
09200

PRCCEDLIRE PF.G,'lD (\)I',R J: I in FI;l"'F; • K: rH1F[;FR. J.IJi\: PCL I) ;
BEGIN

CASE J:t:J-3+l< OF
it D..JK:"'01;
2: J)Jt,: ~ 02;
3: DJK::.;.(}.;
4: DJK: •.i)'!;
~: [I..JK: ;:..[11 ;
.;: DJK:"O.;
7: ·OJK:~O.'
8: DJK:"-O.;
9: DJ:,::··[l3;

END; <:t: FIM P~GAD*)

PROCEDURE PEGANX(J: TN1EGER);
BEGIN

CASE J OF
U BIJh·NIX;
2: ElIJ~"'N?:O
3: BIJ:=N3lO

END;
PROCEDURE PEGANY(VAR J:INTEGER);
BEGIN

CASE J OF
1: [(::.J:::.N1 Y;
2: ElIJ: ;tl'?Y;
3: BIJ:"'N3't;

END;
BEGIN <; PEGAB ~)

CASE I OF
1: IF .J>NNE THEN f< 1 ~.: '-0. ELSE PE G~,m~( ..1)
2: IF J<N~~ THEN RIJ:~O. ELSE PFGANY(J- ~~,:
3: IF J <NN( THF~·I PH ..~,:U (.1, 1:1f.r r·F:.G';~J\ ( .. iJIIF: ;

END; <* FIM DA PEGAB C)
PROCEDURE INMATrUAR PIWlPOLt; P0UT~pnLI~1
VM~ PA~POLI
BEGIN

PAl""';;
POUT : ..p ~N;~F';;;

END;



09300
09400 .
09500
09600
09700
09800
0<;'900
1.0000
10100
:1.0200
10:'300
10400
1-0500
1.0600
10700
10800
10900
11000
11100
11200
11300
11400
11500
11600
11700
11800
11900
12000
12100
12:'~00
12300
12400

. 12500
12600
12700
1.2800
1.2900
:1.3000
131.00
:1.3200
n30Q
1"3400
13500
13.',00
:1.3"700
13800
1.390('
14000 .
1.41.00
14200
14300
:1.4400
14500
14600
147')0

----- -------BEGIN II PROGRAMA PRINCIPAL $)
FOR 1::;.1 HI 3 DO

READ (XCIJ,YCIJ );.
F..EAD IE,NI);
CC1.1J:~X[21zYr3]-Xl31$y[?j;
C[2,lJ::;.Xr3'*Y[11-X(1.J~YC3J!
CC3,1J:~X[l]~Y(~J-X[2J*t[lJ;
CC1,2J:~Ye2J-Ye3Jf
C[2,2J::;.YC3J-YC1JI
CC3.2J:=ye1]-Vr2J;
C[l,1]:~XC3J-XC2];
Ce2,3J:·XC1]-XC1J!
CC3,3J:~X[2J-XC1JI
A:=(Cr?,?]*C[3.3J-Cr~.?]*C[2.31)/2!
PC1:=CCJ,lJI .
PC2:=CeJ,2JI
PC3:=CC,1r3JI

CALCFOR~IA I
CALCDE:ru;
CALCD;
NNE:=3; (~ NUM. NOS paR ELEMENTO .>
NGL:=2; <* NUM. GRAUS DE LIBERDADE POk NO *>
NGLE: =NNE*Nf3L;
FOR 1:=1 TO NGLE ~o

BEGIN
FOR LL:-1 TO NGLE DO

BEGIN
t\IU:;.O.;
FOR J:~l TO 3 DO

BEGIN
KINT:=-O.!
PfGAB(J, I, BJI);.
FOR K:=-l TO 3 DO

8EGIN
PE::GADC.I, 1<.0 ..110 I
PEGAB(K,LL,~KL';'
KINT: =KINT+[:Jla:~W:L I

END!
KIL:~KIL+8JI~KJNTI

END;
INTNAT(KI~,JKIl);

MK(I.LLJ:-EU~L(!KtL);
pIJRTn~(Ll<!L)1

WF:ITEUH
END;

END;
FOR· 1:·1 TO NGLE DO

BE.GIN
FOR J:~l TO NOLE DO

wr~I n:: q',I\: r I •J J } ;
F.:ND;
WRITELlHEND!

EtHl;



(eq.8) e estao armazenados nas colunas 2 e 3 da matriz C, inicializada
no inlcio do programa principal , em funcao das coordenadas nodais.

Nota-se a matriz C, sendo composta de numeros reais ,nas ex
pressoes de N1X, N2X e N3X e representada pelos polinomios PC2 e PC37

A definicao dos elementos nao nulos da matriz de constantes elas
ticas 0 , e feita no procedure CALCD , considerando estado plano de -
tensoes • As variaveis E e NI sac respectivamente 0 modulo de Young e
o coeficiente de Poisson •

As rotinas PEGAD e PEGAD apontam os elementos das matrizes 0 e B
necessarios no Eroduto matricial para a formacao da matriz de rigidez7
Estas rotinas sac necessarias uma vez que 0 PASCAL-MP nao permite a de
finicao de ARRAY's de polinamios • Os parametros de entrada sac os 1n7
dices do elemento da matriz e 0 resultado e 0 polinomio correspondente
a esse elemento •

A rotina INTNAT faz a integracao em coordenadas naturais na area
do elemento • Neste caso, os polinomios a serem integrados sac constan
tes , e a rotina € especlfica para 0 elemento considerado .

No caso de funcoes de maior ordem no inte2rando, a utilizacao da
expressao (11) implicaria em uma simulacao da tecnica de "pattern mat-
ching" [1] • Esta tecnica consiste em procurar , termo a termo , em urn
polinamio dado, os expoentes de suas variaveis , ate urnexpoente maxi-
mo definido em funcao do grau da interpolacao utilizada .

o programa principal divide-se em 3 blpcos : inicializacao.dedu
cao algebrica dos elementos da matriz de rigidez e calculo numerico da
matriz de rigidez , dadas as coordenadas dos nos do elemento • (ver
figura 4)

A inicializaCao le as coordenadas nodais (X e Y) e as constantes
do material , define uma matriz C de transformacao de coordenadas car-
tesianas para naturais ( equacao 8) e passa a calcular as funcoes de
forma e suas derivadas •

o proximo bloco deduz urnelemento {Ki~} da matriz de rigidez uti
lizando 0 somatorio

3 3
K.~ = r r BJ'iDJ'kBk~ • i,~=1,2, .••,6 (13)

1 j=1 K=1
Cada elemento resultante e impressa , e 0 resultado numerico e

armazenado em urnarranjo MK para a impressao no bloco seguinte •
o uso do PASCAL-MP n~ste exemplo serviu para reforcar algumas de

suas melhores caracterlsticas e ainda, mostrar certas limitacoes encon
tradas • -

Entre as caracteristicas a ressaltar , memciona-se 0 fato de com
binar em urnso pr02rama os modos algebricos e numericos e a facilida 7
des de generalizacao do programa para a d@dueao de outros elementos
triangulares.

Entretanto, sentiu-se , com mais frequencia , neste exemplo a ne
cessidade de outras formas de armazenamento de polinomios , comoARRAY!



e RECORDS.Neste caso, a existencia dessas estruturas de dados permiti-
ria a eliminacao das rotinas apontadoras (PEGAB e PEGAD) reduzindo 0
codigo do progralila.Alem disso, a inc1usao de 1 imites. algebricos na in
teracao definida, viria a'eliminar a necessidade datecnica'de " pat--
tern matching" para integracao de polinomios de maior ordem, pois as
integrais seriam calculadas em ordenadas cartesianas •

A uti1izacao da linguagem PASCAL·MP para manipulacao algebrica
em mecanica dos solidos foi introduzida atraves de duas aplicacoes na
solucao de problemas pelo me todo de Ritz e na geracao de matrizes de e
lementos finitos • -

Em face dos resultados obtidos. conclui-se que 0 uso do PASCAL -
MP em mecanica dos solidos e viavel e de grande potencial para aplica-
coes futuras, em virtude de sua facil utilizacao, grande portabilida-
de e da combinacao de modos algebricos e numericos em urn so programa •

Para sua difusao como linguagem de manipulacao algebrica. para u
so em mecanica dos solidos, cremos que a linguagem PASCAL·MP deveria -
possuir algumas capacidades adicionai.s. que 1istamos em ordem de prio-
ridade :

i) ARRAYS de polinomios e RECORD comtipo POLl.
ii) Mistura de tipos algebricos (POLl) e numerico em expressoes. evi

tando a definicao de novas variaveis para geracao de polinomios-
atraves de expressoes •

iii) Comandos para substituicao de uma variavel por uma expressao. no
modo algebrico • .

iv) Comandos para leitura de polinamios e uso de outros arquivos a
lem de INPUT e OUTPUT, para permitir que resulatdos algebricos -
gerados por urn programa possam ser armazenados e posteriormente
lidos por outro programa •

v) Comandos para fatoracao de polinomio$ •
£ esperado que este sistema, ou outros similares, reduzam signi-

ficamente 0 esforco computacional na geracao de elementos. bem como
permitam a pesquisa em outros problemas. entre os quais. a primeira
vista podemos enumerar[5] : extender a formulacao para matriz de mass~
vetores de carga, matrizes de rigidez geometricas e efeito termicos ;
admitir derivadas de maior ordem na componentes de deformacoes ; traba
lhar com diferentes funcoes de forma nos diversos graus de liberdade ;
trabalhar com diferentes graus de liberdade por ·no; estudar matrizes
para elementos com descontinuidade geometricas emateriais ; extender
para materiais nao lineares •

Estudos tambem podem ser desenvolvidos no sentido de comparar 0
tempo de execucao para matrizes geradas simbolocamente com as geradascom integracao numerica utilizada normal mente .

Finalmente de uma forma mai$ geral. 0 futuro da computacao na en
genharia (bem como da computacao em si) sera fortemente inf1uenciado -
pela computacao simbolica. promovendomodificacoes inclusive a nivel
de filosofia de trabalho e educacional em relacao ao computador. Con



tribuicoes significativas podemos esperar em qualquer area cuja manipu
lacoes algebricas atualmente sac dif1ceis ou intrataveis , bem como em
area onde os estudos parametricos sac 0 interesse"principal •

Com a necessaria evolucao dos processadores simbolicos proble-
mas inerentes a manipulacao simbolica terao de ser resolvidos para pos
sibilitar 0 aumento da complexidade das aplicacoes. bem como a disponT
bilidade de facilidade de utilizacao conversacional e 0 problema da
padronizacao •
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