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Se emplean funciones de transferencia 0 factores de respuesta tcr
mica para la prediccion de historias termicas en transmision de calor-
multidimensional, tanto para geometri'a plana como cili'ndrica.

Los coeficientes de las funciones se obtienen por metodos numer1-
cos y se utilizan para calcular la respuesta a distintas formas de per
turbacion en la temperatura externa (escalones, curvas sinusoidales, -
sinuso "'"exponenciales, etc.)

Los valores calculados se comparan muy favorablemente con los ob-
tenidos experimentalmente para latas de alimentos y paralelep!pedos de
acr!lico.

Transfer functions or thermal response factors are employed to
predict thermal histories in multidimensional heat transfer, for
planar or cylindrical geometries.

Function coefficients are obtained through numerical methods and
are employed to calculate the response to different types of
perturbations in the external temperature (steps, sinusoidal or
sinusoidal-exponential c~rves).

Computed values are very fav~urably compared to those obtained
experimentally for cans of food and acrylic parallelepipeds\



Son numerosos 105 casos de interes practico en que existe transmi-
S10n de calor multidimensional por conduccion: almacenamiento de alimen
tos refrigerados' 0 congelados~ esterilizacion de latas 0 paquetes de -
alimentos ~olidos, acondicionamiento de habitaculos, congelacion de su~
los y canerias, etc.

Para realizar estudios sobre variaci6n de temperatura en dichos
sistemas se deben normalmente 0 realizar experiencias muchas veces de
larga duracion y costo 0 de diffcil implementacion, 0 proceder a la
prediccion teorica.

En este ultimo caso, son raras las situaciones en que existe una
'solucion analitica al problema planteado y normalmente debe recurrirse

al empleo de metodos numericos. Aqui aparece la complicacion del des~
rrollo del algori~o de calculo y ademas que el programa de computado-
ra generado, que generalmente ocupa mucha memoria y emplea largo tie~
'po de maquina, debe correrse cada vez que se desee simular una nueva
condicion de trabajo.

Una alternativa, con un orden de precision similar al de los
metodos numer1COS pero con una gran simplicidad de calculo, es el em-
plea de las llamadas funciones de transferencia del sistema.

Este metodo se utiliza desde hace algun tiempo en estudios de
transmision de calor unidireccional en cerramientos, suelos, etc.
(1) , (2) , (3), pero solo muy recientemente se ha aplicado a casos con flu
jo termico multidimensional.

En el,presente trabajo se obtienen los coeficientes de dichas fu~
ciones 0 factores de respuesta termica, por metodos numericos y se los
utiliza para predecir historias termicas para distintas formas de varia
cion de la temperatura externa. Se emplean dos tipos de geometria: -
plana con transmision de calor bi 0 tridireccional y cilfndrica con
transmision de calor axial y radial. En todos los casos se comparan
los valores calculados con 105 obtenidos experimentalmente.

Si a un punto de un sistema se Ie aplica una perturbacion tempo
ral de cualquier tipo (por ej: la A en la Fig, 1) Y se mide la respue;
ta en otro punto de dicho sistema (por ej:el B de dicha figura), la -
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relacion entre ambas funciones temporales es un invariante del sistema
si este.esta gobernado por una ecuacion diferencial lineal, y se llama
funcion de transferencia. Una vez obtenida esa funcion, para calcular
como respondera el punto B a cualquier otra perturbacian en A simplemen
te se multiplica esa perturbacion por dicha funcion de transferencia. -

Es decir si la funcion aplicada en A es Fl(t) y su correspondiente
respuesta en B es SI(t) para cualquier otra entrada en A, F(t) la res
puesta en B se calcula segun: -

Set) = SI(t) F(t) = KAB F(t)
Fl(t)

donde KAB es la funcion de transferencia entre A y B Y t el tiempo.
Las F(t) pueden ser continuas 0 no, las Set) siempre 10 son.

El razonamiento hasta aqu! empleado es absolutamente exacto, el
principal problema es que las KAB y generalmente la Fl(t) son funcio_
nes continuas, 10 que complica Mucha los calculos. Por ell0 se emplea
la siguiente simplificacion: si a una funcion continua F(t) (Fig.2
(a» se la muestrea a intervalos regulares de tiempo ~, la salida del
sistema muestreador es un tren de pulsos (Fig.2 (b». Su transforma_
da de Laplace vale:

que se llama la transformada z de F(t). La principal ventaja de este
tipo de transformada es que los valores F(O), F(~), F (2~), etc., son
simplemente los valores de F(t) para t=O, 6, 2~, etc.

( b)" .•. -..

Si expresamos las funciones de entrada y salida en terminos de
sus transformadas z tendremos:

bO + bl z-1 + b2z-2 +
aO + al z-1 + a2z-2 +
\

Es importante aclarar que KAB(z) se puede obtener tanto experi-
mentalmente como teoricamente (metoda numerico, solucian exacta, an~

SI(z)
Fl (z)



Para simplificar suobtencion, de las funciones normalmente em-
pleadas para Fl-(t) (escalon positivo 0 negativo, rampa 0 doble rampa,
etc.) se utiliza la doble rampa 0 diente de sierra de ancho 2~ y altu
ra I (Fig. 1). Este tiene la ventaja que su transformada en z vale -
Fl(z) = al z-1 y en SI(z) es bO = 0, con 10 que se simplifica el
calculo, ya que se tendra:

como (5) y (6) son iguales y ambos segundos miembros son polinomios
en z-n, los coeficientes de los terminos en z-n deban ser identicos
en ambas expresiones, entonces·de (1), (2) y (6) tendremos

Fn bl + Fn-l b2 + •.. + PI bn
al

que es el valor de la respuesta en B·al tiempo ~,
entrada en ese instante y de lasentradas en los n
res. La igualdad (7) se puede expresar como:

n
SB(t) = SB(~) E FA«m+ l-i)~)

i=1

en funcion de la
intervalos anterio

La gran ventaja del calculo segun (8) es que es necesario reali-
zar solo la determinacion de l~ respuesta del sistema a un pico en la
temperatura del medio externo, con condiciones de contorno del mismo
tipo que las de los casos que se va a predecir. As! se obtienen los
coeficientes bi para todos los puntos en que interese conocer poste-
riormente la historia termica. Para cualquier otro calculo basta
elegir la curva de temperatura del medio externo FA(t) deseada y ob-
tener la respuesta segun (8), 10 que solo insume un m!nimo de tiempo
y memoria de maquina.

Las funciones de transferencia pueden obtenerse en forma expe-
rimental 0 por medios teoricos (resolucion exacta, metodos numericos
analog!a electrica, etc;).

En trabajos previos (4), (5), se determinaron por, solucion
exacta, diferencias finitas y en forma experimental, para un parale-
lep!pedo de acr!1ico, comprobandose que e1 metoda numerico era el



mas facil de implementar y que los coeficientes asi obtenidos eran los
que permitian simular con mayor exactitud de datos experimentales.

En este trabajo se consideran dos geometrias y dos tipos de condi
cion de contorno que permiten cubrir gran parte de las variantes halla_
bles en transferencia de calor:

I Un paralelepipedo con transmision de calor bi 0 tridimensio-
nal y condiciones de contorno convectivas.

II Un cilindro finito con transmision de calor radial y axial y
temperatura superficial constante.

En todos los casos se suponen propiedades termofisicas constantes
en el material, ya que cuando esto no se cumple, el empleo de funcio-
nes de transferencia deja de tener validez teorica.

La ecuacion diferencial para transferencia no estacionaria mul-
tidimensional en coordenadas cartesianas es:

En nuestro caso podra haber transmision de calor en las tres di-
recciones ortogonales 0 solo en x e y.

+ k aT- ax

k aT
ay

aT = 0az

Para transmision tridimensional con la cara inferior aislada y la
superior descubierta se cumplira que:

aT
(13)- = 0 para z =-Lzaz

y - k aT h (T - Text) para i = Lzo (14)
az 2



El origen de coordenadas se toma en el centro del paralelepipedo
Lx, Ly y Lz son las semilongitudes de los ejesprincipales; k la con-
ductividad tennica, hx, hy y hz los coeficientes de transferencia cal£
rica; Text la temperatura del medio externo.

r para t~O y t2:.26

T: + (I/6)tText para O~t ~6 (15)

Ti+ 21- (I/6)t para 6~t~26

que es la formula del "diente de sierra" de la Fig. lA, donde I_es la
altura de la senal.

La ecuacion diferencial (9) con las condiciones de contorno (10),
(11), (12) Y (15) 0 (10), (11), (13), (14) y (15) fue resuelta emplea~
do un metoda numerico de diferencias finitas explicitas, ya que en tra
bajos previos (6), (7), (8), se ha demostrado que eS,tas tienen una pr~
cision comparable a la de los implicitos y al mismo tiempo menores com
plicaciones de programacion y necesidad de memoria de computadora.

Al haber simetria en x = 0 e y = 0, se puede trabaj ar can solo 1/4
del volGmen del sistema.

Tn+1i,j,k Ti,j,k (l - 2a:(~+~+~»+ ~ (T1)+l . k + TI)_l J' k)6x~ 6y~ 6z~ 6xL 1 ,J, 1, ,

+ a:6t (T~ '+1 k T T~,J'-l,k) +a:6t (TI) . k+1 + TI) , k-1)W 1,] , .•. ~ 7fiZ 1,J, 1,J,

Desarrollos similares se obtienen para las condiciones de conto~
no. En estas ecuaciones i,j,k se refieren a los indices en las direc
ciones x,y,z respectivamente, tomados como 1 en el centro; 6x, 6y, 6~
a los espaciados en esas tres direcciones; 6t al incremento de tiempo
y n al intervalo de tiempo que se considera (t = n6t).

En este Ca8Q el programa de· calculo oDtenido se implementS en lert
guaje BASIC en una computadora HP 9826, utilizando una grilla de 17 x-
II x 11 puntos y un intervale de tiempo-de 0,48 min.

Para simular las medidas experimentales los calculos se hicieron
considerando al paralelepipedo formado de metilmetacrilato de metilo
(acrilico) de a:= 1,21 x 10-7 m2/seg, k = 0,2092 W/moK, Lx = 0,1495 m,
Ly = 0,10025 m, Lz = 0,0495 m. Los valores de los coeficientes de trans
ferencia (calculados a partir de las velocidades del aire. sobre las -
caras durante las experiencias) fueron hx = hy = 2~0 W/m2·K,
hz = 11 W/m2·K.

Las medidas experiment ales se realizaron en 6 puntas emplazados
a 10 largo de un eje longitudinal situado a 2/3 Lz de la cara superior.
Dichos puntos nominados PI a P6 estaban situados respectivamente en la



superficie y a 1 Lx, 1 Lx, 1 Lx, Lx Y 3 Lx de profundidad.
"B" "4"2" "2"

Se corrieron programas para transmision en dos y tres ~ireccio-
nes y en ambos casos para 1= JOC, f1 = 1 h. 0 I = 10°C y f1 = 2 h para poder
posteriormente estudiar la influencia del valor de f1 en la precision
de los calculos. A manera de ejempl0 en la Fig. 3 se presentan los
coeficientes calculados para transmision tridimensional con 1= JOC y
f1 = 1 h.
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Fig.3 Coeficiente de las funciones de transferencia para 6 pun
tas de un paralelepipedo de acrilico con transmision de calor tridime~
sional y condiciones de contorno convectivas.

II. Cilindro finito con temperatura superficial constante.

La ecuacion diferencial para transmision de calor bidimensional,
no estacionaria en un cilindro finito es:

El sistema se supone a temperatura inicia1 uniforme Ti y a1 tiempo
t = 0 1a superficie se coloca en contacto con un f1uido de temperatura
constante y uniforme Text, a1canzandose instantaneamente en ella dicha
temperatura (h = co) •

T Text para r = R (18)

T= Text para Z ± Lz (19)

aT = 0 para r = 0 (20)
ar

aT = 0 para z • 0 (21)
az



El origen de coordenadas se toma en el centro del sistema, R es el
radio y Lz la semi altura.

La ecuacion diferencial (17) con las condiciones (15) y (18) a (21)
fue discretizada en diferencias finitas explicitas. Por simetria se '
considero solo la zona con z y r positivas.

Se empleo una grilla de 21 x 21 puntos. El programa de calculo
resultante se escribio en lenguaje FORTRAN IV Y se ejecuto en una com-
putadora IBM Serie 1.

T~.,k (1 - 2a:l:.t( -,1.".+-,1.".»+~ (Tnm+l k + Tn )l:.r"-l:.z"- l:.r"- , m-l,k +
a:l:.t n n a:l:.t-- (Tm+l,k - TI'1-1,k)+2rl:.r XZZ n n

Tm,k+l + T m,k-l)

donde m y k indican los indices en las direcciones r y z respectivamen
te, l:.res el valor del incremento de espacio en la direccion radial. -

.Para los valores de IIIy
de contomo se desarrollaron
tante la aplicacion de (20)

n+l nTl,k T1,k (1 - 2a:l:.t(_2_+_1_» + 4a:l:.tTn +a:l:.t
l:.r2 l:.z2 l:.r2 2,k l:.z2

k en los que se aplican las condiciones
expresiones del mismo tipo, siendo impor-
que lleva a expresar (22) segun:

Los programas se corrieron empleando l:.t= 38, I = 5°C, l:.

5 min segun el caso experimental que se queria simular.

MEDIDAS EXPERIMENTALES Y PREDICCION EMPLEANDO FUNCIONES DE TRANS-
FERENCIA

Las medidas se realizaron (5) colocando el bloque de acrilico con
1 0 2 de sus caras z aisladas en una camara de conservacion especialmen
te disenada. En esta la temperatura del aire se podia programar de for
ma que cumpliese cualquier historia termica prefijada, la cual era con~
trolada y registrada automaticamente, junto con las temperaturas de los
puntos de medida en el bloque. Ello se realizaba a traves de dos
scanners automaticos AUTODATA controlados por una computadora Hewlett
Packard 9826.

Tanto para transmision bi como tridireccional se programaron para
el aire variaciones sinusoidales 0 curvas sinuso - exponenciales (tipo
cicIo de camara frigorifica) de un solo periodo de 6 0 24 hs de dura-
cion total.

Para simular 10s valores as! generados y medidos se emplearon las
funciones de transferencia obtenidas numericamente utilizando los l:. de
1 y 2 h para comparar la influencia de la discretizacion sobre la pre-
cision del calculo.



Como ejemplo de valores medidos y calculados en la Fig. 4 se pre
sentan las respuestas para el punto P2 a una perturbacion sinusoidal-
de amplitud 10°C Y per10do 24 hs para transmision de calor bidimen-
s10na1o

experimental
o funcion de

transferencia
)t teorica exac t a

12 16 20 24 28 32 36 40 44
t (h)

Fig. 4 Comparacion de las respuestas a una senal sinusoidal
obtenidas por distintos metodos.

En forma similar, la Fig.5 representa la curva sinuso - exponencial
programada en el aire de amplitud 5°C y per10do total 6 hs, y las res-
puestas para el punta P4, con transmision de calor tridimensional.
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Fig. 5 Comparacion de la~ respuestas a una senal s~nuso - expE.
nencial obtenidas por distintos metodos.



En ambos casos se emplearon coeficientes con ~= Ih, observandose
que en la Fig. 4 la prediccion por funciones de transferencia es prac
ticamente perfecta. En el caso de la Fig.5 la precision aiin no siendo
tan grande sigue siendo buena, comparable a la de la solucion exacta.
Las desviaciones son probablemente debidas a conduccion de calor por
la termocupla de medida y al no perfecto seguimiento por parte de la
camara experimental de la historia termica programada, al ser la varia
cion de temperatura del aire muy abrupta. Dicho factor posiblemente -
influya generando errores por la discretizacion de la funcion de entra
da y el empleo de ~ = 0,25 0 0,5 h diese mayor precision. -

Ell0 puede tambien comprobarse de la interpretacion de la Fig.6
donde se grafica la respuesta del punto PI a un seno de amplitud 5 °c
y per10do 6 hs en transmision bidireccional. Los coeficientes han si-
do obtenidos para ~ = 1 y 2 h. Se observa que en las zonas de varia-
cion rapida de la senal de entrada el empleo de un ~ grande introduce
errores de discretizacion (aparte de obtenerse menor cantidad de infor
macion al poder solo calcularse cada ~ horas), mientras que para ~ =1 h
el seguimiento es perfecto.

coeticientes {Ie 1 h
ex peri mentales 0 2 h

10 12
t (h)

Fif. 6 Ejempl0 de la influencia del valor ~ en la respuesta
calculada para la superficie de un paralelep1pedo de acrilico.
Comparacion con 10s valores experimentales.

Se emplearon datos experimentales de esterilizacion de latas de
alimentos de materiales para 10s cuales la transmision de calor se
reali~a practicamente por conducci6n, siendo despreciables los efec-
tos convectivos. En todos 10s ejemplos la temperatura graficada es
la del centro geometrico de la lata, que es la que importa conocer pa
ra realizar 10s calculos de supervivencia de microorganismos y tiempo-
de procesamiento.



La Fig. 7 eorresponde al ealentamiento en autoclave con vapor de
una lata de eaballa, de R= 3,412 em, Lz = 5,08 em, 0: = l,383810-7m2/seg,
con Ti = 30 ·C y Text = 111°C (9)

80 90
t (min)

-Fig. 7 Temperatura medidasy ealeuladas para el ealentamiento
de una lata de eaballa.
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La Fig. 8 representa el proeesamiento de una suspension de bentoni
ta en7agua al 9,09 % en una lata de R = 5,159 em, Lz = 3,889 em, 0: = 1,616
x 10- m2/seg.

Se hallaba a Ti = 24,17°C y se sumerg~o en agua hirviente fuerte-
mente agitada (Text = 100·C) durante 96 min. y luego en agua eorriente
(Text = l1,28°C) (10).
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Fig. 8 Temperaturas medidas y calculadas para el procesamiento
de una lata conteniendo solucion de bentonita en agua al 9,09 %.

Finalmente, la Fig. 9 corresponde al calentamiento de un guiso den
so de mariscos, de Ti=76,67°C en una lata de R=3,27 cm y Lz=3,33 cm.
El material tiene IX = 1,634 x 10-7 m2/seg y se calienta en vapor a
Text = 121,11 °c (10). -

Como puede observarse de las 3 figuras la prediccion, realizada
empleando coeficientes obtenidos con A = 1 min e 1= 50·C, es practica-
mente perfecta. Las pequenas desviaciones son mas imputables a proble
mas experimentales (no uniformidad en la Text, la composicion 0 error-
en la posicion del sensor de temperatura), que en el metoda de calculo.

El metoda de prediccion presentado es muy sencillo, facil de im-
plementar matematicamente y de calculos simpl!simo.

Su precision es similar 0 mayor que la de meto~os anal1ticos 0
experimentales, siempre que el A sea pequeno con respecto a la duracion
total del fenomeno y que las propiedades termof!sicas del material sean



Las funciones de transferencia pueden obtenerse te6ricamente, en
forma relativamente sencilla, con el s5lo requisito de con6cer las pr£
piedades fisicas del sistema.

Su aplicacion es igualmente valida para cualquier forma de varia
cion en la temperatura externa.

Es especialmente util para prediccion en transmision de calor mul
tidimensional, paredes compuestas y otros sistemas de calculo dificil-
y lento.

- experimental
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Fig. 9 Temperaturas medidas y calculadas para la esteriliza-
cion de una lata de guiso denso de mariscos.
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